Kapitola 3

Krivkové integraly

3.1 Krivkovy integral 1. druhu

Klicova slova: délka oblouku, délka ktivky, kfivkovy integral 1. druhu po oblouku, kiiv-
kovy integral 1. druhu po kfivce, neorientovany kiivkovy integral, element délky oblouku,
element hmotnosti oblouku

3.1.1 Délka oblouku

Na zacatku prvni kapitoly jsme zavedli pojmy jako oblouk a jeho parametrizace, tecné
vektorové pole oblouku, orientace oblouku, kiivka apod. Nyni budeme tyto pojmy pouzi-
vat. Doporucujeme Ctenari, aby si dfive, nez zacne ¢ist nasledujici text, pripomnél obsah
clanku 1.1 kapitoly 1: K¥ivky v R™ a jejich parametrizace.

Necht O je oblouk v prostoru R", necht g(t) = (g1(¢), g2(¢), ... gu(t)), t € {a,b), je jeho
parametrizace a necht g(t) = (g1(¢),g2(t),... gu(t)), t € {(a,b), je jeho tecné vektorové
pole. Pfipomenime, Ze zde ¢;(t) znaci derivaci funkce g;(t) podle proménné t. Zvolme na
oblouku O body x¢ = g(a), x1,Xa, -, X, = g(b) tak, aby nasledovaly na oblouku za
sebou. Sestrojme lomenou ¢aru L, jejiz vrcholy jsou body xo, X1, -, X,,. Priklad takové

Obrazek 3.1: K definici délky oblouku

lomené ¢ary je nacrtnut na obr. 3.1. Délka s(L) této lomené Cary je ¢islo
s(L) =[x — xiall. (3.1)
i=1
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92 KAPITOLA 3. KRIVKOVE INTEGRALY

Délkou oblouku s(O) nazveme ¢islo, které je suprémem délek s(L) vSech lomenych ¢ar
popsané vlastnosti. Je-li O oblouk a g(t), t € (a, b), jeho parametrizace, pak se da ukazat,
ze s(O) je kone¢né ¢islo a ze pro néj plati rovnost

b
= [lg®lat (32)

Hodnota s(Q) nezévisi na volbé parametrizace oblouku.
Rozepiseme-li vztah (3.2) pro parametrizaci g: (a,b) — R?, g = (g1, g2), dostaneme

= [VaOr + Gora, o ="2 6="2 (33

Je-1i specialné oblouk O ¢ast grafu néjaké funkce y = f(x), tj.

O=A{(z,y) |y=fz),z € {a,b)},

pak je
:/\/1 +(f ()2 dz. (3.4)

Pro oblouk O v prostoru R? s parametrizaci g: (a,b) — R? je pak jeho délka s(O) rovna
¢islu

= [Ng®)lde = [/ ()? + (36 + (3a(0)) 2, (3.5)

kde
d91 . dg2 . dgs

a P P
Uvahy, tykajici se délky oblouku, nés vedou k nésledujici definici.

g=(91,92,93); 1= (3.6)

3.1.2 Krivkovy integral 1. druhu po oblouku
Necht O je oblouk v R" a necht g: (a,b) — R je jeho parametrizace. Necht f: O — R" je
funkce. Existuje-li Riemanniiv integral

b

| Fe@lgml o (3.7)

a

pak toto cislo znacime
/ fds= / FE®)lE)] dt (3.8)

a nazyvame je krivkovym integralem 1. druhu funkce f po oblouku O (také neorientovangm
krivkovym integrdlem).

Vlastnosti kfivkového integralu 1. druhu po oblouku

Kiivkovy integral funkce f po oblouku O byl definovan pomoci jednorozmérného Rieman-
nova integralu, a mé tedy vlastnosti podobné tém, které ma Riemanniiv integral funkce
f na intervalu. Pfipomenme alespon nékteré.
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1. Linearita kfivkového integralu
Jsou-li o, ( realna cisla, f, g funkce, pak rovnost

/(af+ﬁg)ds:a/fds+ﬁ/gds (3.9)
o o

o
plati, jakmile ma prava strana smysl.

2. Aditivita vzhledem k oblouku

Jsou-li O, Oy oblouky takové, Ze jejich sjednoceni O = Oy U O, je rovnéz oblouk a
jejich pranik O; N O, obsahuje nejvyse krajni body obloukt, pak rovnost

Zfds: / fds :O/lfds+o/2fds (3.10)

0O1UO4

plati, jakmile ma prava strana smysl.

3. Element délky oblouku

Srovnani vztahu (3.2) s definiénim vztahem (3.8) ukazuje, Ze vzorec pro vypocet
délky oblouku mtzeme psat ve tvaru

b
5(0) :/Hg(t)Hdt:/ds. (3.11)
a (@)
Je tedy pfirozené mluvit o

ds = [lg(t)[| dt (3.12)

jako o elementu délky oblouku. Udéavé-li skalarni funkce f(x) hustotu v bodé x € O
a je-li x = g(t) pro t € {a,b), pak je pFirozené mluvit o

f(x)ds = f(g(t)llg(®)]| dt (3.13)

jako o elementu hmotnosti oblouku.

Priklady
1. Méame najit hodnotu integralu

/xzds, kde O ={(v,y) e R*|y=1Inz,x € (1,2)}.
o
Resent
Zvolme parametrizaci © = g,(t) = t,y = go(t) = Int. Pak g(t) = (1 1) # 0.

't
2 1 2 1 2
/x2ds:/t2 <1t)H dt:/t2,/1+t—2dt:/t\/t2+1dt:
O 1 1 1

2+1 = u, 2tdt = du
=11 =1 = u = 2 =
t = 2 = u = 5

1 1 2 1
== /ul/Q du — 5 g[u:a/z]g _ g(53/2 932y,
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2. Mame najit hodnotu integralu

/(m + y)ds,

16)
kde O je tisecka s krajnimi body A = (0,0), B = (1,2).
Resent
Zvolme parametrizaci x = t,y = 2t, t € (0,1). Pro takto zvolenou parametrizaci
dostavame tedné pole oblouku g(t) = (1,2) a pro jeho velikost ||g(t)|| = v/5. Nyni
miizeme dosadit

/(x+y)ds:0/(t+2t)\/5dt: V5

(@]

3. Mame najit hodnotu integralu

2
/xzj— 3 45,
o Yy

kde O je jeden zavit Sroubovice © = rcost,y = rsint,z = rt, t € (0,27). Oblouk

O je nacrtnut na obr. 3.2 a).

z

/\ o 1 0)

0.5
y

Obrazek 3.2: Ilustrace ke 3. a 4. prikladu
Resent
Pro zvolenou parametrizaci dostavame tecné pole oblouku
g(t) = (—rsint,rcost,r)

a jeho velikost ||g(t)|| = rv/2. Pak

2 2T 9,9 3
t 2
/ T oas= [Tl vRar = Smg‘f.

T2 + y2 / 72
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4. Méame uréit celkovou hmotnost oblouku paraboly y? = 2z, 0 < 2 < %, s hustotou

27
f(z,y) = |y|. Oblouk O je naértnut na obr. 3.2 b).
Resend
Mame integrovat pies oblouk O tvofeny ¢asti paraboly, ktera je grafem funkce, v
niz x je zavisle proménna a y nezavisle proménna. Budeme jej tedy parametrizovat
jako graf funkce

kde za parametr volime proménnou y. Odtud a z podminky 0 < z < % plyne

podminka 0 < y? < 1, ekvivalentni s podminkou —1 < y < 1. Dostali jsme tak
parametrizaci naseho oblouku

Odtud dostédvame
an(t)=t, g(t)=1, &)= vVi2+1,

takze

m(O) —/|y[ds—/\t]\/t2+1dt—20/t\/t2+1dt— 2(2\/5—1).

@ -1

5. Mame najit hodnotu integralu

1
/x2—|— z ds,
o Yy

kde oblouk O mé parametrizaci g(t) = (e’ cost, e’ sint, e’), t € (0,In2).
Resend
Pro zvolenou parametrizaci dostavame tecné pole oblouku

g(t) = e'(cost — sint, sint + cost, 1)

a jeho velikost

I&(6)]) = €' V3.
Pak

In2 In2

1 1
/7(15: E-et\/gdt:\/g/e_tdt:
e
0 0

2 2
Ow+y

>

2

6. Mame najit hodnotu integralu

/yds,

(@]

kde oblouk O lezi v prvnim kvadrantu (x > 0,y > 0) a je popsan rovnici (z?+y?)? =
2 _ .2
= y°.
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Resend

K parametrizaci oblouku vyuzijeme polarnich soutadnic. Je pfimo vidét, ze dany
oblouk je v polarnich soufadnicich popsén rovnici p* = p?(cos? ¢ — sin? p), a tedy
plati p? = cos2¢p. Jelikoz musi byt p > 0a 0 < ¢ < 5, lze tuto rovnici psat v
ekvivalentnim tvaru p = /cos 2. Protoze funkce cos2¢ je kladna pro 0 < ¢ < 7,

je parametrickym vyjadfenim g(y) zadaného oblouku zobrazeni

: T
r = g1(p) =cospy/cos2p, y=ga(p) =sinpy/cos2p, 0<p< 1

Pro tecné vektorové pole g(p) plati

. _ . cos p sin 2¢ sin @ sin 2¢
g(p) = (— sin py/cos 2¢ — NSk COS 4/ oS 2¢p — m) .
Po zifejmych tpravach odtud dostaneme

s(0) =

—sin g cos 2 — cos psin 2, cos ¢ cos 2¢ — sin Y sin 2p) =

1
= ———(—sin3¢, cos3y)

\/€cos 2¢

1
\/cos2p

sin? 3¢ + cos?2 3p =

) 1
&) = g
Nyni dosadime do integrandu a dostaneme

I 1 I 5
O/deZO/sinw/congwmd@:/singpdwz 1— \g_

0

. Mame vypocitat hmotnost jednoho zavitu sroubovice, je-li hustota v daném bodé

pfimo imérna druhé mocniné jeho vzdalenosti od pocatku.
Resend
Parametricky popis obloku O, kterym je zde jeden zavit sroubovice, je

k
r=rcost,y =rsint,z = —t, t € (0,27),
2T
kde r > 0 je polomér Sroubovice, £ > 0 je stoupani na jednom zavitu. Oblouk O
je podoben tomu, ktery je nacrtnut na obr. 3.2 a). Rozlozeni hmotnosti je podle

zadani tlohy dano vztahem f(x,vy,2) = 22 + y? + 22. Te¢né vektorové pole g(t) je
pak dano predpisem

k
g(t) = <—r sint,r cost, 2) , t€(0,2m),
T

a pro jeho velikost plati

k2 k2
5(1)|| = ¢/r2cos?t 4+ r2sin®t :\/2 —.
llg(®)]| \/7“ cos?t + r?sin +47r2 r2 + o
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2 , k‘2 ) , ]{32
O/x + 9%+ 2%) ds —/(T +47r2t> r —i—Hdt:

0

Odtud plyne, Ze

2 k2 [e3]" 2
r2 + =3 2mr? + = [3] = V4r2r2 4 k2 (7“2 + 3> )
0

8. Mame najit hodnotu integralu
/ Y
arctg = ds,
x
o

kde O je ¢ast Archimedovy spiraly nacrtnuté na obr. 3.3 a), kterd méa v polarnich
soufadnicich rovnici p = ¢ a lezi uvnitt kruhu o poloméru r < 7/2.

LD
AN,

Obrazek 3.3: Oblouky z 8. a 9. prikladu

Resent
Oblouk O parametrizujeme pomoci polarnich soutradnic
T =ocosp,y=psing, pe(0,r).

Dosadime-li do téchto polarnich souradnic z rovnice oblouku ¢ = ¢, dostaneme
parametrizaci g(y) oblouku O ve tvaru

z=gi1(p) =pcosp, y=gp) =psing, 0<p <

Pro tecné vektorové pole g(y) pak dostavame g(p) = (cos ¢—psin ¢, sin p+¢ cos )
a ||g(©)]|? = cos? ¢ — 2 cos @ sin p + ¢? sin?  + sin? p + 2p sin @ cos @ + p? cos? =
1+ ¢?, takze ||7(p)| = /1 + 2. Odtud plyne

T

/arctg ds = /arctg (’Dsngpy/l—i-go dy = /arctg(tggp)\/l—i-gongp —
0

2 P CoS Y

f 1 o1
- / Y1+ ¢2dp = I+ = S+ — 1)




98

KAPITOLA 3. KRIVKOVE INTEGRALY

9. Urcete celkovou hmotnost oblouku

O={(x,y,2) | (x=y) AP+ >+ 22 =r)A(z>0)A(y >0)A(z>0)},

jestlize je hustota ddna ptedpisem f(x,y,z) =z + v.

Resend

Oblouk O je ¢ast fezu kulové plochy se stifedem v pocatku a polomérem r s rovinou
y = x a je nalrtnut na obr. 3.3 b). Zvolime parametrizaci pomoci sférickych sou-
fadnic © = pcosypsind, y = gsinpsind, z = pcosy. Dosazenim do rovnic, které
popisuji oblouk O v kartézskych souradnicich, dostaneme rovnosti

ocospsint = psinpsind, o* =12,

a tedy
cosp =sinyp, p=r.
Vzhledem k pfedpokladu x > 0 a y > 0 z prvni rovnosti plyne ¢ = % Nyni dosadime

do rovnic pro sférické soutadnice r za o a v/2 /2 za cos p. Dostaneme parametrizaci
g(¥) oblouku O ve tvaru

z = g1(V) :T\éﬁsmﬁ, Y = g2(V) zr\fsim?, z=g3(¥) =rcos?d, 0<v< g,

nebot z > 0.
Pro tecné vektorové pole g(1)) plati

g(v) = (7“\2§ cos v, r\f cos?, —rsind), 0<I< g,

a tedy

1 1
&) = T’\/Z cos? ¥ + 3 cos2 ) + sin? ¥ = 7.

Mame tak vSe ptipraveno k vypoctu integralu, udévajiciho celkovou hmotnost m(Q)
zadaného oblouku. Je

jus

m<0):/(x—|—y)ds:/r 2sinz9rd19:r2\/§[_coszg]§ NG

K 0

Ulohy

Vypoctéte dany kiivkovy integral
1
1. / ds, kde O je tisecka s krajnimi body a = (0, -2), b= (4,0).  [V5In2]
oY
2. /ZL‘dS, kde O je graf funkce f(z) = 2%, z € (1,2). (1717 — 5v/5)/12.]
o

3. /xzy ds, kde O je oblouk kruznice 22+y* = r? s krajnimi body a = (r,0), b = (0, 7).
o

/3]
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4. /zds, kde oblouk O je zadan parametrizaci g(t) = (tcost,tsint,t), t € (0,v/2).

o
(8 —2v2)/3]

5. /(x2 + 9®) ds, kde oblouk O je zaddn parametrizaci g(t) = a(cost + tsint,sint —
o

tcost), t € (0,2m). 27%a3(1 4 272

6. /\/23/ ds, kde oblouk O je zadan parametrizaci g;(t) = a(t — sint), ¢g2(t) = a(l —
o

cost), t € (0,2m). [4ma®/? ]
7. /\/x2 + 42 ds, kde oblouk O je kruznice 22 + y? = ax,a > 0. 242 ]
o

8. / y* ds, kde O je oblouk cykloidy zadan parametricky rovnicemi
o

r=a(t—sint),y=a(l —cost), 0<t<2m, a>0.

256 3
[Ha

3.1.3 Neékteré aplikace krivkového integralu

Uvedeme nékteré geometrické a fyzikalni aplikace kiivkového integralu. Ptislusné vzorce
uvedeme nejdiive pro oblouk v roviné a pak pro oblouk v tfirozmérném prostoru.
Oblouk v roviné

Vzorce pro oblouky v roviné uvedeme pro tii riizné zpusoby jejich zadani.

a) Oblouk O je zadan jako graf funkce y = f(z),z € (xo, 71);

b) Oblouk O je zadén parametricky = = g1(t), y = ga(t), t € {(to, t1);

c¢) Oblouk O je zadan pomoci polarnich soutadnic o = o(p), ¢ € (o, ¢1), 0> 0.

1. Délka s(O) oblouku O.

) s(O):/\/1+(f’(a:))2da::/\/1+y’2dx.

t1

b) 5(0) = [ V302 + ()2 de = [ a2+ y2a

to

$1

o) 5(0) = [lol)? + (0())de.

)
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2. Hmotnost m(QO) oblouku O s hustotou o.
a) m(0) = /a(x)\/l + (f'(x))?dx = /0\/1 + 2 du.
xo o

t1 t1

b) m(0) = [ o))+ (@a0)2dt = [oyfi?+ 2 at.

to to

o) m(0) = [ a(@)y/(ele))? + (2(¢))de.

$o

Analogicky se pocita celkovy naboj. V tomto pripadé muze hustota o naboje nabyvat
i zapornych hodnot.

3. Staticky moment S,(O) oblouku O vzhledem k ose y, resp. S,(O) vzhledem k ose
z.

2) 8.0 = [ f@e@ 1+ (F@)Pde = [yoy/1+y?dr

z1

Sy(0) = /a:a(:v)\/l + (f'(z))?dx = /xa\/l +y?dx.

Zo

t1 t1

b)  5(0) = [ @aoy (@0 + (@) dt = [yo/i? + 7

to to

t1 t1

5/(0) = [ 6o (3(0) + (@) dt = [wo\/i>+ i at.

to to

1

) 5.0) = [ e(p)ale)singy/(e(9))? + (6(¢))de.

$,(0) = [ o)) cos o/ (el))? + (8()) e

%0

4. Soufadnice x4(O) , y:(O) tézisté oblouku O.
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5. Momenty setrvacnosti 1,(O) oblouku O vzhledem k ose x, resp. I,(O) vzhledem
k ose y.

1

a)  L(O) = [(J@)e@y/1+ (F@)?de = [Poy/1+y?dr.

zo

X1

I,(0) = /xza(x)\/l + (f'(z))?dx = /I2O'\/1 +y? d.

o

t1

b)  L(0) = [(e(t) e () + (1a(0)?dt = [ yPofi2+ g at.

1,(0) = [((®)oy (a0 + @)t = [a*o\/i>+ i at.

to to

®1

o) L0) = [(e(@)ole)sin® o\/(o(e))? + (dl¢)Pdi

1,(0) = [ (e() o (¢) cos? o/ (0())? + (6())d

®o

Oblouk v prostoru

Vzorce pro oblouky v prostoru R?® uvedeme pro piipad, Ze jsou zadany parametricky
r=g1(t), y=g2t), 2= g3(t), t € (o, t1).

1. Délka s(O) oblouku O.

s0) = [ Va0 + @07 + @O dt = [ a2+ +2at

2. Hmotnost m(QO) oblouku O s hustotou o.

t1 t1

m(O) = [y (r(0)7 + (G2()2 + (Gs(0)2dt = [ o/ + g2 + 2.

to to

Analogicky se pocita celkovy naboj. V tomto piipadé miize hustota o naboje nabyvat
i zapornych hodnot.
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3. Staticky moment S,,(O) oblouku O vzhledem k roviné zy, resp. S,,(O) vzhledem
k roviné xz, resp. S,.(0O) vzhledem k roviné yz.

t1

Su(0) = [ a7/ (0 + (Ga(0) + (Ga(0) dt = [ o[+ 2 + ()2,

to

S,.(0) = / G2 (0)a (8)\/ (6 (D)? + (3(1))? + (9s(1))? dt = / yoJi2 + 2 + (3)2dt.

t1 t1

$0:(0) = [ 0y (@02 + (@a(0)? + (@02 dt = [ wofi2 -+ 52+ (2)2dt.

to to
4. Souradnice z:(O) ,y:(O) tézisté oblouku O.
_ 5:(0) _ 5::(0) Say(0)

5. Momenty setrvacnosti 1,(O) oblouku O vzhledem k ose x, resp. 1,(O) vzhledem
k ose y.
t1

1(0) = [((g:(0)* + (gs(0))o ()31 (1)2 + (32(8)2 + (d(2)) 2t =

to

t1

= /(y2 + 2oy /32 + 2 + 22 dt.

to

t1

10) = [0 + (gs0))r/ (0 + @0 + (3(1)? at =

to

- /(g;2 + 220\ [i2 + g2 + 22 dt.

= /(m2 +y*)oy/22 + 92 + 22 dt.

to
3.1.4 Krivkovy integral 1. druhu po kfivce

Necht K = O; U0y U ---UQO, je kifivka v prostoru R", g jeji parametrizace takova, ze
gk: {ag, bx) — R™ je parametrizace oblouku O,k = 1,2,...,r. Necht f: K — R" je dana
funkce. Existuji-li integraly [ fds,k=1,2,...,r, pak ¢islo

O

/ fds =3 / fds (3.14)

k=1¢),
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nazyvame kiivkovym integrdlem 1. druhu funkce f po kiivce K (také neorientovangm
krivkovgm integralem). Vzhledem k tomu, ze kiivkovy integral po kiivce je definovan
pomoci kfivkového integralu po oblouku, daji se zcela prirozené na néj prenést tvrzeni o
vlastnostech kiivkového integralu po oblouku.

Priklady

1. Mame najit hodnotu integralu

/(:E+y) ds,

K
kde I je obvod trojuhelnika s vrcholy A; = (0,0), Ay = (0,2), A3 = (1,0).
Resent
Ktivka K je tvorena tfemi oblouky K = O; U0, U O3, kde Oy je tsecka A1 As, Oy je
tisecka Ay As, O3 je tisecka A3A;. Useka AB s krajnimi body A, B mé parametrizaci

x=g(t)=A +tB— A), t€(0,1). (3.15)

Podle toho maji nase tisecky tyto parametrizace:

gi(t): x= 0, y= 2t t € (0,1),
go(t): == t, y= 2-2t, te€{0,1),
gs(t): x= 1—t, y= 0 te(0,1).

Odtud dostaneme

J@+pyds= [@+y)ds+ [(o+y)ds+ [(@+y)ds =
[ O3

K (@

:/(2tﬂdt+/(t+2—2t)\/1+—4dt+/(1—t)\/I)dt:

:/(4t+(2—t)\/5+1—t)dt:Z+2\/5.

2. Mame najit hodnotu integralu

/(fr2 +y°)ds,

K

kde I je kruznice se stfedem v bodé (0,0) a polomérem r > 0.
Resent
Kruznici se stfedem v pocatku a polomérem r > (0 miizeme chapat jako sjednoceni

dvou oblouki O; a O, kde Oy, resp. O, je horni, resp. dolni ptilkruznice, popsana
jako obraz intervalu (0, 7) v zobrazeni g;, resp. go, kde

g1 = (g11,912): (0,71) — R? gi(t) = (rcost,rsint),
g2 = (ga1,922): (0, ) — R? gy(t) = (—rcost, —rsint).
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Pro tuto parametrizaci dostavame na horni pulkruznici te¢né pole oblouku g(t) =
(—rsint,rcost), t € (0,m) a jeho velikost ||g(t)|| = r. Vzhledem k symetrii inte-
grandu mizeme psat

/(x2 +9?)ds = 2/7"2 -rdt = 27r®,
K 0
3. Méame najit hodnotu integralu

/\/x2 + y2ds,

K
kde K = {(z,9) | 2? +y* = a}.

Resent
Ktivkou K je kruznice se stfedem v bodé (%, 0) a polomérem % Pouzijeme parame-
trizaci pomoci polarnich souradnic x = pcosy,y = psiny. Po dosazeni do zadané

rovnice kruznice v kartézskych souradnicich zjistime, Ze v polarnich soutradnicich je
kiivka K popsana rovnici p? = pcos ¢. Protoze hodnota p musi byt kladn4, mtizeme
rovnici zkratit p a dostaneme hledanou rovnici kruznice p = cosp, ¢ € (— v
polarnich soutadnicich. Odtud jiz snadno dostaneme parametrizaci

r =cos’p, y=-cosgsing, ¢ € (—5, 5)
Parametrizace je spojité diferencovatelna a pro tecné vektorové pole dostavame
predpis (—2cos @ sin g, —sin® p + cos? ) = (—sin2p, — cos 2¢), ¢ € (-2, %). Toto

275)

T T

vektorové pole je spojité a nenulové. Pro jeho velikost plati \/ sin? 2 + cos? 2p = 1.
Miuzeme tedy dosadit do defini¢niho vztahu a pocitat

/\/mds—/\/cos4go+cos2g08m cpdgo—/\/md%f?*

T
2

wm

|
\w\:‘

cos pdp = [sin goﬁg = 2.

Wl

V poslednim kroku jsme vyzili toho, Ze je | cos | = cosp pro ¢ € (=3, %)

Ulohy
1. Vypoctéte hodnoty nésledujicich integrali:
(a) /q:y ds, kde K je obvod obdélnika ABC'D s vrcholy A = (0,0), B = (0,2),
(4,2), D = (4,0) 24

C
/ 2 4 y2ds, kde K je kruznice 2% + y?> — 2ax =0, a > 0. [8a?.]

2. Vypoctéte hmotnost kiivocarého trojthelnika, jehoz strany jsou primiky sféry =2 +
y? + 22 = R? se soutadnicovymi rovinami v prvnim oktantu, tj. x > 0,y > 0, z > 0,
je-li hustota rozlozeni hmotnosti rovna jedné. [2R.]
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3.2 Krivkovy integral 2. druhu

Klicova slova: kiivkovy integral 2. druhu po oblouku, elementem prace silového pole f,
orientovany kiivkovy integral, k¥ivkovy integral 2. druhu po kiivce

3.2.1 Krivkovy integral 2. druhu po oblouku

Element prace Pri definici kfivkového integralu 1. druhu jsme vychazeli z geometrické
interpretace a zavedli jsme pojem elementu délky oblouku. I nyni budeme postupovat
analogicky. Misto geometrické interpretace pouzijeme fyzikalni interpretaci a budeme se
zabyvat praci, kterou vykona silové pole f, kdyz pfemistuje hmotny bod po oblouku O.

Obrazek 3.4: K vykladu prace konané silovym polem

Je-li g(t) parametrizace oblouku O, pak

(g(r) = B0

INEQ]
je jednotkové tecné pole oblouku a skaldrni soucin f(g(t)) e t(g(t)) pfedstavuje préci,

kterou vykona tecna slozka silového pole f po draze dané jednotkovym te¢nym vektorem
oblouku O v bodé x = g(t). Je tedy pfirozené nazyvat skalarni soucin

f(x) e t(x)ds (3.16)

elementem prdce silového pole f. Tato iivaha nas vede k nasledujici definici orientovaného
kiivkového integralu.

Definice orientovaného krivkového integralu

Necht O je oblouk v R™ orientovany orientaci 7(x), necht g: (a,b) — R" je jeho para-
metrizace takovd, ze na ném indukuje orientaci souhlasnou se zadanou orientaci 7(x), tj.
plati rovnost

g(t)
T(gt) = t(g(t) = 77 -
1@
a necht f: O — R" je dand vektorové funkce. Existuje-li neorientovany kiivkovy integral

/(f o 7)ds, (3.18)

(@]

t € {a,b), (3.17)
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kde integrand je skalarni soucin zadané vektorové funkce f a jednotkového te¢ného vek-
torového pole T, pak pro toto ¢islo pouzivame oznaceni

/fdsz/(for) ds (3.19)

o

a nazyvame je krivkovgm integralem 2. druhu vektorové funkce f po oblouku O (také
orientovanym kiivkovym integrdlem).

Pouzivana symbolika

Pomoci elementu délky oblouku miizeme nyni vyjadrit kfivkovy integral 2. druhu vekto-
rové funkce f po oblouku O ve tvaru

b

[fds= [(fer)ds = [ £(g(t) o 7(g(t) &) dt =

O a

b

/ i|\| )| dt = /f ) dt.
/ fds = /b £(g(1)) » () dt (3.20)

slouzi ¢asto jako definice kiivkového integralu 2. druhu vektorové funkce f po oblouku O.
Pro te¢né jednotkové vektorové pole orientovaného oblouku O s parametrizaci g(t) se
¢asto pouziva oznaceni

Préavé rovnost

g(t)
g
Vime, Ze toto vektorové pole jednotkovych teényc}L vektort zadava na oblouku O orien-
taci indukovanou parametrizaci. Oznacime-li jesté f zadané Vek’gorové pole definované na
oblouku O, pak lze kiivkovy integral 2. druhu vektorového pole f po oblouku O zapisovat

v ¢asto pouzivaném tvaru
/F_é — /(F. 7) ds. (3.22)
o o

Je-li O oblouk v R™ s parametrizaci g(t), ¢t € {(a,b), a f je vektorové pole definované na

oblouku O, pak

7=

(3.21)

b

/ Fds = / F(g(t)) o g(t) dt. (3.23)

o a

Oznac¢ime-li f = (f1, f2,..., fu), x = g(t), pak smime pouzivat nésledujici velice ndzorny
a pro prakticky vypocet nejvhodné;jsi zapis

/fds - /fl(x) Aoy + fo(x)dzs + ...+ fo(x) dz,. (3.24)
(@] (@]

Je-li totiz
= gr(t), k=1,2,...,n, (3.25)
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parametrizace oblouku O, pak
dl’k = gk(t)dt, k= 1, 2, Loy, (326)
a tedy

/i; cmk_/§:ﬁ %@ﬁh:/f@@»og@dﬁ:/f®. (3.27)

Y k=1

e e vy v

napr. fi, pak z rovnostl (3.27) plyne

/ﬁ (Mh—/ﬁ Hdt k=1,2,...,n. (3.28)

Podivejme se jesté na nékteré specialni pripady.

Je-li O c R* af = (fy, f»), pak

[fds= [ fi(e,y)de+ folw,y) dy (3.29)
O O

a pomoci parametrizace g = (g1,¢92) oblouku O, tj. z = ¢1(t),y = g2(t), t € (a,b),

dostavame
b

[ £ds = [(F1(91(0) 92000 (1) + folon (1), 2(0)) (1)) . (3.30)
(@]

a

Rovnost (3.28) ma v tomto piipadé pro k = 1 tvar

[ fiey)de = [ filar®). g0)n() . (3.31)

Je-li navic oblouk O grafem funkce y = h(x),z € (a,b), pak pro parametrizaci g(z) =
(x,h(x)) plati g(z) = (1, h'(x)), takZe rovnost (3.31) ma nyni tvar

b
/ﬁ@yﬂxz/ﬁ@ﬁ@ﬂm. (3.32)
[4) a

Je-li O CR3 af = (f,fo, f3), pak

/fds = /fl(x,y, 2)dx + fo(z,y, z)dy + f3(z,y, 2) dz. (3.33)
o

Je-li (g1, 92, g3) parametrizace oblouku O, tj.

r=g(t), y=ga2(t), 2z =g3(t); te€{ab), (3.34)

pak

‘/ /@ﬁm 2(t), gs(t))gn(t) | dt (3.35)

(@]
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Pripomenme si znovu fyzikalni interpretaci kiivkového integralu 2. druhu. Pfedstavuje-li
f silové vektorové pole plisobici na orientovaném oblouku O, pak integral [, fds udava
praci, kterou vykona silové pole f, kdyz pohybuje hmotnym bodem po oblouku O ve
smyslu urc¢eném zadanou orientaci od jeho poc¢atecniho bodu do bodu koncového. Z toho
je také vidét, proc¢ pfi zméné orientace oblouku zméni hodnota integralu své znaménko
na opacné.

Vlastnosti kfivkového integralu 2. druhu po oblouku
Necht O je orientovany oblouk s parametrizaci g(t), necht f, f;, f5 jsou vektorové funkce
definované na oblouku O a necht «, § jsou realna cisla.

1. Zavislost na orientaci

Je-li —O oblouk, ktery dostaneme z oblouku O zménou jeho orientace na opacnou,
pak plati
/fds __ / f ds, (3.36)
o -0

jestlize jeden z integralt existuje.

Poznamka 7 této vlastnosti plyne, Ze kdyZ zaménime danou parametrizaci za pa-
rametrizaci indukujici opacnou orientaci, integral zméni znaménko.

2. Linearita kiivkového integralu

(ofi + Bf)ds = o [ fids+ 8 [ f2ds, (3.37)
fo o foe s

o

ma-li prava strana rovnosti smysl.

3. Aditivita vzhledem k integrac¢nimu oboru

Je-li O = O; U0, a oblouky O; a O, jsou orientovany tak, ze koncovy bod oblouku
01 je pocatecnim bodem oblouku O, pak plati rovnost

/fds: /fds+/fds, (3.38)
O 01 (@)

ma-li jedna strana rovnosti smysl.
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Priklady
1. Mame najit hodnotu integralu

y)dz + xdy

@\

po jednom oblouku O cykloidy (viz obr. 3.5) zadaném parametrizaci

g(t) = (t —sint, 1 — cost), t € (0,27).

(@]

—r/2 0 w2 T 3m/2 2rm 5m/2 ®

Obrazek 3.5: Cykloida z 1. ptikladu

Reseni
Pro danou parametrizaci g(t) je g(t) = (1 — cost,sint), ¢t € (0,27), a tedy

/(2 —y)de+ady = /[(2 — 1+ cost)(1 —cost) + (t —sint)(sint)| dt = —27.
o 0

2. Méame najit hodnotu integralu
[@=yde+@+y)ay,
o

kde O je tisecka s poc¢ate¢nim bodem a = (2, 3) a koncovym bodem b = (3,5).
Resend o
Za parametrizaci usecky O = ab volime vektorovou funkci
Pak g(t) = (1,2), a tedy
3 23
/ y)do + (z +y)dy = /[(t—2t+1)+(t+2t—1)2]dt:?.
0

3. Méame najit hodnotu integralu

/(x—y)dx+(:1:~|—y)dy
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po oblouku O, kterym je ¢ast grafu funkce f(z) = z? pro z € (0,2). Oblouk je
orientovan tak, ze po¢ate¢nim bodem je bod a = (0,0).
Resent

Oblouk O budeme parametrizovat jako graf funkce

g(t) = (t,t%), t € (0,2).

Odtud plyne g(t) = (1,2t), a tedy

2 2
/(:Jc—y)dx+(x+y)dy:/[t—t2+(t+t2)2t]dt:/(t+t2+2t3)dt:338.
@ 0 0

Mame najit hodnotu integralu

/(x—y)dx—l—(x—i—y)dy
o

po oblouku O, kterym je ¢ast grafu funkce f(y) = y* pro y € (0,2). Oblouk je
orientovan tak, ze pocatetnim bodem je bod a = (0,0).

Resent

Oblouk O budeme parametrizovat podobné jako v predeslém prikladé jako graf
funkce, avsak nyni je nezavisle proménna y a zavisle proménna x. Volime tedy
parametrizaci

g(t) = (t3,t), t € (0,2).

Odtud plyne g(t) = (2¢,1). Jelikoz je g(0) = (0,0), indukuje tato parametrizace na
oblouku O orientaci souhlasnou se zadanou orientaci, takze ji smime pouzit, aniz
musime upravovat vypoctenou hodnotu integralu. Po dosazeni dostavame

/(m—y)dm+(x+y)dy:0/[(t2—t)2t+t2—l—t]dt:232.

o

Mame najit hodnotu integralu

/(y2+2)dw—wydy+(r€+y+y2)dz
(@]

po jednom zavitu sroubovice s polomérem 3 a stoupanim 2, orientovanym tak, ze
pocateénim bodem je bod a = (3,0, 27) a koncovym bodem je bod b = (3,0,0).

Reseni
Za parametrizaci oblouku O volime vektorovou funkci valcovych soutadnic

g(t) = (3cost,3sint, t), t € (0,27).

Odtud plyne
g(t) = (—3sint,3cost, 1), t € (0,27).
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Jelikoz je g(0) = (3,0,0), indukuje tato parametrizace na oblouku O orientaci opac-
nou nez je zadana orientace, takze ji sice smime pouzit, avsak musime zménit zna-
ménko vypoctené hodnoty integralu. My tu zménu znaménka provedeme ihned v
prvnim kroku tim, Ze pred integral, ktery dostaneme po dosazeni hodnot paramet-
rizace a jejich derivaci, ddme znaménko minus.

/(y2+z)dm—xydy+(x+y—|—yz)dz:
o

2m
=— /[(95in2t+ t)(—3sint) — 9sintcost(3cost) + (3cost + 3sint + 3tsint)| dt =
0

2

= —3/(cost— 8sint)dt = 0.
0

6. Mame najit hodnotu integralu
/(:c+ 1)dy +ydx
o

po casti kruznice se stfedem v pocatku a polomérem r, ktera lezi v prvnim kvad-
rantu. Za pocatecni bod oblouku volime bod a = (0, r).

Resend

Zadanou ¢tvrtkruznici O parametrizujeme pomoci polarnich soutadnic

g(t) = (rcost,rsint), te (0, g)

Pak

™

2)

Jelikoz je g(0) = (r,0), indukuje tato parametrizace na oblouku O orientaci opaé-
nou nez je zadana orientace. Smime ji sice pouzit, avsak musime zménit znaménko
vypoctené hodnoty integralu. Je

g(t) = (—rsint,rcost), te (0,

s

/(:p+1)dy+ydx: —/(T2C082t+TCOSt—’I’QSiDQt)dt:
o 0

= —r [(rcos2t+cost)dt = —.

o\w‘:‘

7. Mame najit hodnotu integralu

/xdx—l—ydy—l—(:c—iry—l)dz
O

po tsecce ab, kde a = (1,1,1),b = (2,3,4).
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Resend
Zvolime parametrizaci tsecky
x=a+t(b—a), te(0,1).
Pak je
g(t)=(1+t,1+2t,1+3t), t€(0,1), g(t)=(1,2,3), t € (0,1).
Jelikoz je g(0) = (1,1,1), indukuje tato parametrizace na oblouku O orientaci sou-

hlasnou se zadanou orientaci, takze ji smime pouzit aniz ménime znaménko vy-
poctené hodnoty integralu. Dosazenim dostavame

1
/@dx+y@ﬁ%x+y—Udz:/ﬁ+¢+2+4ﬁ+u+t+1+%—dﬁkh:13
(@) 0

Mame najit hodnotu integralu

/xdx+ydy+ (xz —y)dz
(@
po oblouku O zadaném parametrizaci
g(t) = (*,2t,4t), t €(0,1),
orientovaném tak, Ze za pocatecni bod volime bod a = (1,2,4).
Resent
Parametrizace je zadand, takze zbyva jen zjistit, jakou orientaci indukuje. Jelikoz

bod a je obrazem koncového bodu oboru parametri a poc¢atecnim bodem pro zada-
nou orientaci, je indukovana orientace opacna nez orientace zadana. Je

1
5
/xdx+ydy+(m%—wdz:—i/ﬁ?2ﬁ+%-2+(%5—20-Hﬁhh::—5
@ 0

Mame najit hodnotu integralu

/(x2 — 2zy)dx + (y2 — 2zy) dy,
O

kde oblouk O je ¢ast grafu kvadratické funkce
O={@y)|y=2")A(-1<z <1}
Za pocatecni bod volime bod a = (—1,1).
Resent
Oblouk O parametrizujeme jako graf funkce
r=ty=t, —1<t<1.
Zvolena parametrizace indukuje souhlasnou orientaci, jelikoz bod a (—=1,1) je

obrazem pocatecni hodnoty ¢ = —1. Tecné vektorové pole je g(t) = (1,2t), a tedy

14

1
@ = 2wy)do+ (o —2ay)dy = [(2 26+ (' = 26")26) dt = .
-1

(@]
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10. Mame najit hodnotu integralu

/xzdx+ydy+zdz
o

po oblouku (viz obr. 3.6)
O={(z,y.2) | (@ +y"=2")A(z=1)A0<2)A(0<y)}

orientovaném tak, ze bod (1,0,1) je po¢ateénim bodem.

Obrazek 3.6: Oblouk z 10. piikladu

Resend
Oblouk O lezi na kruznici, kterd je priisecnici kuzelové plochy a roviny z = 1.
Zavedeme valcové soutadnice

T =pcosp, y=psing, z==z.

Dosadime-li do zadané rovnice kiivky, dostaneme p? = 22. JelikoZ je z = 1, je také
p = 1. Dospéli jsme tak k parametrizaci g(y) nasi ¢tvrtkruznice O. Je to

. T
= g1(p) =cosp, y=ga(p) =sing, z=1, 0<p < 5

Pro tecné vektorové pole dostavame
. . s
8(¢)) = (=sinp,cosp,0), 0 < < 3.

Pocatecni bod ¢ = 0 se zobrazuje v parametrizaci na bod (1,0, 1), takze indukovana
orientace souhlasi se zadanou orientaci. Dosadime a pocitame

jus

1
/z2d$+ydy+zdz = /(—cos%psingojtsincpcosgo)ng: —.

6
o 0
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Ulohy
1. Naleznéte hodnoty nasledujicich integrali:

(a)

/ ydr — xdy
o
po oblouku
o (22 P
(’):{(:p,y)GR | <a?+b2:1> /\((E>O)}
orientovaném proti sméru pohybu hodinovych rucicek. [—mab.]
(b)
/Sinydx + sin z dy,
o

kde oblouk O je tsecka s poc¢ateénim bodem (0, 7) a koncovym bodem (7, 0).
[0.]
(c)

/(2a—y)dx—|—xdy,
o

kde oblouk O je v roviné zaddn parametrizaci * = a(t — sint), y = a(l —
cost), t € (0,2m), a > 0. [—2ma?.]

2. Naleznéte hodnotu integralu

/Q:Uy do — 2 dy,
o

kde O je
(a) tsecka s poc¢atecnim bodem (0,0) a koncovym bodem (2,1). [4/3.]
(b) oblouk paraboly y = %xz s pocateénim bodem (0, 0) a koncovym bodem (2, 1).
[0.]
(c) oblouk paraboly = = 2y? s po¢ate¢nim bodem (0,0) a koncovym bodem (2,1).
[12/5.]

3.2.2 Krivkovy integral 2. druhu po kfivce

Definice integralu

Necht Oy, O, ..., O, jsou orientované oblouky v prostoru R"™ a necht gy: (ax, bx) — R™ je
parametrizace oblouku Oy, k = 1,2, ..., r, indukujici na oblouku Oy orientaci souhlasnou
se zadanou orientaci. Pfedpokladejme, ze koncovy bod oblouku Oy je pocatecnim bodem
oblouku Oy prok=1,2,....r—1laze K = O;UOU---UQO, je orientovana kiivka v R"
s parametrizaci g, indukujici na kfivce K orientaci souhlasnou se zadanou orientaci. Necht
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kone¢né f: I — R" je dana vektorova funkce. Existuji-li integraly [ fds,k =1,2,...,r,
Ok
pak c¢islo
[fas=Y" [ras (3.39)
K k=10,

nazyvame krivkovym integralem 2. druhu funkce £ po krivce KC (také orientovanym kiiv-
kovym integralem).

Vlastnosti orientovaného krivkového integralu Vzhledem k tomu, Ze orientovany
krivkovy integral po orientované kiivce je definovan pomoci orientovanych kiivkovych
integralt po orientovanych obloucich, daji se zcela prirozené na néj prenést tvrzeni o
vlastnostech ktivkového integralu po oblouku.

Piiklady

1. Méame najit hodnotu integralu

/(y2+1)dx+2zdy—|—:c2dz
K

po hranici mnoziny (viz obr. 3.7)
{(z,y,2) eR* | (2* + 2+ 2 < DA (y=2) A (0 < 2)},

(
V2 22 )

orientované tak, ze tecny vektor 7(0,0,1) = (%5°,

Obrézek 3.7: Oblouk z 1. prikladu

Reseni
Ktivka K je sjednocenim dvou oblouktt K = O; U Oy. Oblouk O; je pilkruznice,
vytvofend jako priinik horni jednotkové polosféry x? + 2 + 22 = 1, roviny y = = a

horniho poloprostoru 0 < z. Oblouk O, je tisecka s krajnimi body (—g, —?, 0) a
(?, g, 0). Abychom nalezli parametrizaci oblouku Oy, zvolime sférické soufadnice

xr =rcospsind, y =rsinpsind, z = cos.

Po dosazeni do rovnice sféry 22 + 3% + 22 = 1 a do rovnice roviny y = = dostaneme
rovnosti 72 = 1, cos ¢ = sin . Odtud plyne r = 1, = 7+ Pro oblouk O; miZeme
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volit parametrizaci

x =g (V) = ?sinﬁ, y=go(V) = fSinﬁ, z = g3(¥) = cos ¥, —

Odtud pro te¢né vektorové pole g(v)) dostaneme

2 2
g(v) = (é_cosﬂ, \g—cosﬁ, —sinﬂ) , —g << g

Miuzeme tedy pocitat integral pies oblouk O

/(y2+1)dx—|—2,zdy—|—:c2dz:
O1

—uh

1 2 1
((2 sin® 9 + 1> \g_cosﬁ—{—\/icosQﬁ— 251n319> dv =

|
vl

2|1 1 2 2
:\/_[sin319+sin19+19+Sin219+\/_cos19—\é_cosgl9 = 5

]g _ V2(7+3m)
2 |6 2 2 '

_
2

Zbyva najit hodnotu integralu po tsecce Oy. Pro tu mizeme zvolit parametrizaci
r=t y=1 z=0,t¢e€ (—1,1). Tetné vektorové pole je pak g(t) = (1,1,0) a
snadno si ovéfime, Ze na usecce indukuje orientaci opacnou k orientaci zadané. Pro
vypocet integralu dostavame

1

/(y2+1)dx+2zdy+x2dz:—/(t2+1)dt:—§_
(@ -1

Abychom ziskali hodnotu hledaného kiivkového integralu, musime obé nalezené hod-
noty secist. Je tedy

/(y2+1)d:c+2,zdy—|—x2dz =

K

2 8
:/(y2+1)dx+2zdy+m2dz+/(y2+1)dx+2zdy+x2dz:\é_(?+37r)_3,

O1 O3

. Mame najit hodnotu integralu

/ydx—i—zdy%—mdz
K

po kiivee (viz obr. 3.8)
K={(z.y2) | (@ +y" =) A(@+z=1)}

orientované usporadanou trojici bodi a, b, ¢, kde a = (1,0,0), b = (0,1,1), ¢ =
(0,-1,1).
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Obrazek 3.8: Krivka z 2. prikladu

Resent

Krivka IC je elipsa, ktera je prinikem valcové plochy a roviny. Dosadime-li z valco-
vych soufadnic x = pcosp, y = psing, z = z do rovnic popisujicich kiivku I,
dostaneme rovnosti p?> = 1, pcosp + 2z = 1. Odtud plyne p = 1, 2 = 1 — cos .
Oblouk O ma tudiz parametrizaci

r=gi1(p) =cos, y = ga(p) =singp, z=gs(p) =1—cosp, 0 < p <27

Pro tecné vektorové pole g(p) dostavame

g(p) = (—siny, cosp, sinp), 0 < @ < 27.

Vysetfime jesté indukovanou orientaci. Bod ¢ = 0 se zobrazuje na bod (1,0,0) = a,

bod ¢ = I se zobrazuje na bod (0,1,1) = b a bod ¢ = 2 se zobrazuje na bod

(0,—1,1) = c. Vidime, Ze indukovand orientace je souhlasna se zadanou orientaci.
MizZeme tedy pocitat

2m
/ydm+zdy+xdz = /(—sin2gp+cos<,0—coszgo+cosgpsingo)dg0: —27.
o 0

3. Mame najit hodnotu integralu

/(:E—I—y)dx—i-(x—y)dy

po uzaviené kiivce v roviné

.73'2 2
IC:{(x,y)ER2|a2+zzzl}

orientované proti sméru pohybu hodinovych rucicek.
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Resent

Zadana krivka je elipsa se stfedem v pocatku a osami a,b. K vytvofeni jeji pa-
rametrizace pouzijeme zobecnéné polarni soutadnice z = apcosp, y = bpsinp.
Dosadime-li do zadané rovnice kfivky, dostaneme p? = 1, a tedy také p = 1. Dosa-
zenim této hodnoty za p do polarnich soutadnic ziskdme parametrizaci oblouku

x=g1(p) = acosp, y = gap) = bsinp, 0 < p <27
Pro te¢né vektorové pole g(¢) plati
g(p) = (—asinp,beosp), 0 < ¢ < 2.

Abychom nalezli indukovanou orientaci, budeme vysetfovat smér pohybu po elipse,
odpovidajici zvolené parametrizaci. K tomu nalezneme tfi po sobé jdouci body na
horni poloviné elipsy. Hodnotam ¢ = 0, resp. ¢ = 7, resp. t = 7 odpovidaji body
(a,0), resp. (0,b), resp. (—a,0), coZ znaci pohyb proti sméru pohybu hodinovych
rucicek. Je tedy indukované orientace souhlasné se zadanou orientaci. Dostavame
tak
/(x+y)dx+(:v—y)dy:
K
2m
= /((acoscp + bsing)(—asinp) + (acosp — bsinp)bcos @) dp =
0
2
= /(—a2 cos @ sin ¢ — absin® ¢ 4 abcos® p — b? sin @ cos )dp =
0
o

1
= /(—5(602 + b%) sin 2 + abcos 2¢) dyp = 0.
0

Mame najit hodnotu integralu

/yzdx+z2dy+x2dz
K

po hranici mnoziny (viz obr. 3.9)
K={(z,y,2) e R®| (2*+ >+ 22 =1 A (@*+y* =2) A (0 < 2)},

orientované tak, ze v bodé a = (3, %, g) je te¢ny vektor 7 = (—1,0, —%)

Resend

Ktivka IC je prinikem kulové plochy a valcové plochy s osou rovnobéznou s osou z.

Abychom nalezli jeji parametrizaci, vyjadiime jeji rovnice ve valcovych soufadnicich
T =pcosp, y=psing, z=z.

Dosazenim do rovnice popisujici kiivku dostaneme

PP+ 22 =1, p* = pcos .
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z

\W%

Obrazek 3.9: Krivka ze 4. prikladu

Je tedy
p=cosp, z=1/1—p%

Odtud dosazenim dostaneme

z=4/1—cos?p =|siny].

Za parametrizaci mizeme tedy volit vektorovou funkci
x=cos’p, y=cospsing, z=|sing|, —
Krivka se sklada ze dvou oblouki O; a Oy, kde
Or={(z,y,2) eER* [ (2® + ¢y’ + 22 = DA (2" +y* =2) A (y < 0) A (0 < 2)}
s parametrizaci
2 . ) T
T = gi(p) = cos”p, y = gap) = cospsing, 2= ga(p) = —sing, —5 <9 <0,
a s tecnym vektorovym polem

g1(p) = (—2cos psing, —sin?p + cos® , —cosyp), —g <p<0,

Op = {(z,y,2) ER* | (2" + 3" + 2" = 1) A (2" +y* =2) A (0 < ) A (0 < 2)}
s parametrizaci

z = g1(p) = cos®p, y = ga(p) = cospsingp, z = gs(p) =singp, 0 < p <

)

bo | 3
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a s te¢nym vektorovym polem

g2(p) = (—2cos @sin p, —sin?p + cos® @, cosp), 0 < ¢ < g

Zvolena parametrizace indukuje na oblouku Qs orientaci souhlasnou se zadanou
orientaci, jak snadno ovétime, kdyz do jeji parametrizace dosadime ¢ = 7. Integral
po celé kiivce K dostaneme jako soucet integralt po obloucich O; a O,. Je tudiz

I= /y2 do+2* dy+a*dz = /y2 da+22 dy+2? dz—l—/ y* do+22 dy+a?de = L +1s.
@)

cos? p sin? p(—2 cos @ sin ) dp+

\o

I =

VB

+ [ sin® p(cos® p —sin? ) dp — [ cos* pcospdyp,

\o
'\’L‘\o

|
[VE]

I, = [ cos? psin? p(—2 cos psin @) dp+

o\m\ﬂ

7r

/ sin? (p(cos? p — sin? dgo+/cos @ cos pdp.
0
Odtud

sin® p(cos® ¢ — sin? ) dp+

\mm

I =1 +1,= [ cos®psin® p(—2cosysinp)dy +

\wb\

[ME]
[ME]

Tr

Ccos gocosg0d<p+/cos pcospdp =I5+ I, + I5 + I.

\o

[ME]

Pro jednotlivé integraly plati I3 = 0, nebot funkce —2 cos® psin® ¢ je licha. Funkce

cos® ¢ je suda, a tedy Is = —Is. Zbyva urcit integral I . Je

I =1,= | sin®p(cos® p —sin? p) dp =

\wh\

VB

(1 —cos2p)((1 4+ cos2p) — (1 —cos2p))dy =

I
-
|
N\ﬂ\w\:\

1
(1—cos? 2 —1+2 cos 2 —cos® 2¢)dyp = Z (20052@—1—005490)@0:—%

I
| =
\MH
M\ﬂ\ E

|
VB
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Ulohy
Naleznéte hodnoty nasledujicich integralu:

1. /ydx + zdy + xdz kde kiivka K je lomend ¢ara spojujici body (0,0,0), (1,0,0),
’(Cl, 1,0) a (1,1,1). [1.]
2. / ydxr — xdy + zdz po obvodu trojuhelnika, jehoz vrcholy jsou priiseciky roviny
3z + 2y + 62 = 6 se souradnicovymi osami. [—6.]
3. /2xy dz — 2% dy, kde K je

(a) lomena ¢ara s vrcholy (0,0), (2,0) a (2, 1), pfi¢emz orientace je zadana danym
poradim bodd. [—4.]

(b) lomené ¢ara s vrcholy (0,0), (0,1) a (2,1), pfiemz orientace je zadanid danym
poradim boddt. [4.]

4./ —2)dx + (z — x)dy + (z — y)dz po kiivce
K

z

/C:{(g;,y,z>eR3|(x2+y2=a2)A("Z+h:1>A(a>0)A(h>0)}

orientované zadanym potradim tii bodt (a,0,0), (0,a, h), (—a,0,2h). [-27a(a+ h).]

5. / ydr — xdy po kiivece K zadané parametrickymi rovnicemi z = acos®t, y =

-3
asin®t, t € (0,27), a > 0. { 47ra2.}

2 2 2
’Cx—iry T+

poradim tif bodu (r,0), (0,7), (—r,0). [—27.]

x x —
6. / Ty dr — y2 dy po kruznici 22 + y? = 2, r > 0, orientované zadanym
)

7. /(:L’ +y)dz + (z — y)dy po elipse z%/a® + y*/b* = 1, a > 0,b > 0, orientované
i
zadanym potadim t¥i bodu (a,0), (0,b), (—a,0). [0.]

8. /ydx—l—zdy+mdz po kfivece

K={(z,y,2) e R®| (2 +y* = 1) A (2 = 2y)}

orientované zadanym poradim t¥i bodi (1,0,0), (0,1,0), (—1,0,0). [—7.]



