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MATEMATICKÁ ANALÝZA 2

PŘEHLED LÁTKY
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1 METRICKÉ

A NORMOVANÉ PROSTORY

1.1. Prostor Rn a jeho podmnožiny

Připomeňme, že prostorem Rn rozumı́me množinu uspořádaných
n–tic reálných čı́sel, tj.

Rn = R× R× · · · × R︸ ︷︷ ︸
n krát

.

Prvky Rn budeme značit x , tj. x =
(
x1, x2, . . . , xn

)
, kde xi ∈ R,

i = 1, 2, . . . , n.
V prostoru Rn se definujı́ operace násobenı́ reálným čı́slem a

a sčı́tánı́ vztahy

ax = a
(
x1, x2, . . . , xn

)
=
(
ax1, ax2, . . . , axn

)
,

x+y =
(
x1, x2, . . . , xn

)
+
(
y1, y2, . . . , yn

)
=
(
x1+y1, x2+y2, . . . , xn+yn

)
.

http://euler.fd.cvut.cz
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Jak vı́me z lineárnı́ algebry, množina Rn s uvedenými operacemi
tvořı́ vektorový prostor nad tělesem reálných čı́sel.

Aby bylo možné vyšetřovat limity v prostoru Rn, je třeba zavést
pojem okolı́ bodu. To lze definovat pomocı́ vzdálenosti dvou
bodů.

1.2. Metrický prostor

Definice 1. Necht’ je M množina. Funkci ρ : M ×M → R
nazveme metrikou, jestliže splňuje následujı́cı́ podmı́nky:

(1) pro každé x ∈M je ρ(x, x) = 0;

(2) pro každé x, y ∈M , x 6= y, je ρ(x, y) = ρ(y, x) > 0;

(3) pro každé x, y, z ∈M platı́ ρ(x, z) ≤ ρ(x, y)+ρ(y, z).

Množinu M , na které je definována metrika, nazýváme
metrický prostor. Pokud budeme chtı́t zdůraznit, že M je
metrický prostor s metrikou ρ, budeme psát (M,ρ).

Pomocı́ metriky definujeme v metrickém prostoru okolı́ bodů.

http://euler.fd.cvut.cz
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Definice 2. Necht’ je (M,ρ) metrický prostor a x0 ∈M . Pro
každé ε > 0 nazýváme množinu všech x ∈ M , pro která je
ρ
(
x, x0

)
< ε okolı́m bodu x0 (přesněji otevřeným ε–ovým

okolı́m bodu x0. ε–ové okolı́ bodu x0 budeme značit Uε

(
x0
)
.

Množinu všech bodů x ∈ M , pro která je 0 < ρ
(
x, x0

)
< ε

nazýváme prstencové okolı́ bodu x0 a budeme jej značit
Pε

(
x0
)
.

Poznámka. Zřejmě platı́:

Pε

(
x0
)
= Uε

(
x0
)
\
{
x0
}
.

☛ Přı́klad 1. Necht’M je libovolná neprázdná množina.
Definujme funkci ρ :M ×M → R předpisem

ρ(x, y) =

{
0 pro x = y

1 pro x 6= y.

Snadno se ukáže, že ρ je metrika na M . Pro ε > 1 a x0 ∈ M je
Uε

(
x0
)
= M a Pε(x0) = M \ {x0}. Pro ε ≤ 1 a každé x0 ∈ M je

Uε

(
x0
)
=
{
x0
}

, tedy jednobodová množina obsahujı́cı́ pouze bod
x0 a Pε(x0) = ∅. Takto definovaná metrika se nazývá diskrétnı́.

http://euler.fd.cvut.cz
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Definice 3. Necht’ (M,ρ) je metrický prostor a X ⊂ M .
Bod x ∈ X nazveme vnitřnı́ bod množiny X právě tehdy,
když existuje okolı́ Uε(x) takové, že Uε(x) ⊂ X. Množinu
všech vnitřnı́ch bodů množiny X ⊂ M nazýváme vnitřkem
množiny M a značı́me X◦.

Definice 4. Necht’ (M,ρ) je metrický prostor. Množina
X ⊂ M se nazývá otevřená právě tehdy, je-li každý bod
x ∈ X vnitřnı́m bodem množiny X, tj. právě tehdy, když
X = X◦.

Definice 5. Necht’ (M,ρ) a (M,σ) jsou metrické prostory.
Jestliže existujı́ reálná čı́sla a a b, 0 < a ≤ b taková, že pro
každé x, y ∈ M platı́ aρ(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ bρ(x, y) nazveme
metriky ρ a σ ekvivalentnı́.

http://euler.fd.cvut.cz
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Věta 1. Necht’ jsou (M,ρ) a (M,σ) metrické prostory s ekviva-
lentnı́mi metrikami ρ a σ. Množina X ⊂ M je otevřená v metrice
ρ právě tehdy, když je otevřená v metrice σ.

Důkaz. Necht’ je X ⊂ M otevřená množina v metrice ρ a x ∈ X. Pak existuje
ε > 0 takové, že každé y ∈ M , pro které platı́ ρ(x, y) < ε, je prvkem X.
Z nerovnosti σ(x, y) ≤ bρ(x, y) plyne, že každý bod y ∈ M , pro který je
σ(x, y) < bε patřı́ do množiny X. Tedy x je vnitřnı́ bod množiny X v metrice σ.
Podobně je-li v metrice σ okolı́ bodu x ∈ X s poloměrem ε podmnožinou X,
stačı́ zvolit v metrice ρ okolı́ s poloměrem ε/a. �

Věta 2. Necht’ je (M,ρ)metrický prostor. Pak jsou ∅ aM otevřené
množiny.

Jestliže jsou Xα ⊂ M , a ∈ A, kde A je množina, otevřené mno-
žiny, je množina

⋃
a∈A

Xa otevřená množina.

Jestliže jsou Xi ⊂ M , kde i = 1, 2, . . . , N , otevřené množiny, je

množina
N⋂

i=1

Xi otevřená.

Důkaz. Protože ∅ neobsahuje žádný bod, je každý jejı́ bod jejı́m vnitřnı́m bo-
dem (ukažte, že neplatı́ opačné tvrzenı́), a tedy prázdná množina je otevřená.
Protože pro každé x ∈ M a libovolné ε > 0 je Uε(x) ⊂ M , je množina M

otevřená.
Necht’ je x ∈

⋃
a∈A

Xa. Pak existuje index a ∈ A takový, že x ∈ Xa. Protože

http://euler.fd.cvut.cz
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Zavřı́t

Konec

je množina Xa otevřená, existuje pro každé x ∈ Xa okolı́ Uε(x) ⊂ Xa. Tedy
Uε(x) ⊂

⋃
a∈A

Xa.

Necht’ x ∈
N⋂

i=1

Xi. Pak je pro každé i = 1, . . . , N bod x ∈ Xi. Protože

jsou množiny Xi otevřené, existujı́ okolı́ Uεi
(x) ⊂ Xi. Jestliže zvolı́me ε =

min
(
ε1, . . . εN

)
> 0 pro každé i = 1, . . . , N okolı́ Uε(x) ⊂ Uεi

(x) ⊂ Xi, a tedy

také Uε(x) ⊂
N⋂

i=1

Xi. �

Věta 3. Vnitřek množinyX ⊂M je největšı́ otevřená podmnožina
X, tj. jestliže je Y ⊂ X otevřená množina, pak Y ⊂ X◦.
X◦ je sjednocenı́ všech otevřených podmnožin Y množiny X.

Důkaz. Necht’ je Y ⊂ X otevřená množina. Pak je každý bod x ∈ Y vnitřnı́
bod množiny X, a tedy x ∈ X◦.
Druhé tvrzenı́ plyne z toho, že sjednocenı́ libovolné množiny otevřených mno-
žin je otevřená množina. �

http://euler.fd.cvut.cz
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Definice 6. Necht’ je (M,ρ) metrický prostor a X ⊂M . Bod
x ∈M nazýváme hromadný bod množiny X právě tehdy,
když každé prstencové okolı́ Pε(x) obsahuje alespoň jeden
bod množiny X. Množinu všech hromadných bodů množiny
X budeme značit derX.

Poznámka. Je-li x hromadný bod množiny X, pak každé okolı́
bodu x obsahuje nekonečně mnoho bodů množiny X.

Definice 7. Necht’ (M,ρ) je metrický prostor a X ⊂ M .
Pak množinuX = X∪derX nazýváme uzávěr množinyX.

Definice 8. Podmnožina X metrického prostoru (M,ρ) se
nazývá uzavřená právě tehdy, když obsahuje všechny své
hromadné body, tj. právě když X = X.

http://euler.fd.cvut.cz
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Věta 4. Necht’ (M,ρ) je metrický prostor.

• Množina X ⊂ M je uzavřená právě tehdy, když je M \ X
otevřená.

• Množina X ⊂ M je otevřená právě tehdy, když je množina
M \X uzavřená.

Důkaz. Necht’ je množina X uzavřená. Je-li x ∈ M \X, pak nenı́ prvkem der X.
Tedy existuje prstencové okolı́ Pε(x) bodu x takové, že Pε(x) ∩ X = ∅. Tedy
pro toto ε platı́ Uε(x) ⊂ M \X a tedy x je vnitřnı́m bodem množiny M \X.
Necht’ je množina M \ X otevřená a x ∈ der X. Pak pro každé prstencové
okolı́ Pε(x) je Pε(x) ∩X 6= ∅. Tedy protože je M \X otevřená množina, platı́
x /∈ M \X, tj. x ∈ X. Tedy množina X obsahuje všechny své hromadné body.
Tvrzenı́ části (2) lze dokázat pomocı́ rovnosti X =M \ (M \X). �

Věta 5. Necht’ je (M,ρ) metrický prostor. Pak jsou množiny ∅ a
M uzavřené.
Jestliže jsou Xa, a ∈ A, kde A je libovolná množina, uzavřené
množiny. Pak je množina X =

⋂
a∈A

Xa uzavřená.

Jestliže jsou Xi, i = 1, 2, . . . , N , uzavřené množiny, je množina

X =
N⋃

i=1

Xi uzavřená.

http://euler.fd.cvut.cz
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Důkaz. Stačı́ použı́t větu 2 a de Morganovy vzorce⋃
a∈A

(
M \Xa

)
=M \

⋂
a∈A

Xa ,
⋂
a∈A

(
M \Xa

)
=M \

⋃
a∈A

Xa . �

Věta 6. Necht’ (M,ρ) je metrický prostor a X ⊂M . Pak platı́:

• X je nejmenšı́ uzavřená množina, pro kterou je X ⊂ X, tj.
je-li X ⊂ Y a Y je uzavřená, pak X ⊂ Y .

• X je průnik všech uzavřených množin Y takových, že X ⊂
Y .

Důkaz. Tuto větu lze dokázat stejně jako jejı́ analogii pro otevřené množiny
(Věta 3) nebo pomocı́ de Morganových vzorců. �

Definice 9. Necht’ je (M,ρ) metrický prostor a X ⊂ M .
Hranicı́ množiny X nazýváme množinu ∂X = X ∩M \X.
Bod x ∈ ∂X se nazývá hraničnı́ bod množiny X.

http://euler.fd.cvut.cz
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Definice 10. Necht’ je (M,ρ) metrický prostor a X ⊂ M je
neprázdná. Průměrem množiny X nazýváme čı́slo

diam(X) = sup
x, y∈X

ρ(x, y) .

Je-li X = ∅, klademe diam(X) = 0.

Množina X ⊂M se nazývá omezená, je-li diam(X) <∞.

Věta 7. Podmnožina X metrického prostoru (M,ρ) je omezená
právě tehdy, když existuje y ∈ M a K ∈ R takové, že pro každé
x ∈ X je ρ(y, x) ≤ K.

Důkaz. Necht’ y ∈ M . Pro každé x1, x2 ∈ X plyne z trojúhelnı́kové nerovnosti
ρ
(
x1, x2

)
≤ ρ

(
x1, y

)
+ ρ

(
y, x2

)
. Jestliže pro každé x ∈ X platı́ nerovnost

ρ(x, y) ≤ K, pak pro každé x1, x2 ∈ X platı́ nerovnost ρ
(
x1, x2

)
≤ 2K. Z toho

ale plyne, že diam(X) = sup
x1, x2∈X

ρ
(
x1, x2

)
≤ 2K.

Necht’ je množina X omezená a y ∈ M . Necht’ je x0 ∈ M pevné. Pro každé
x ∈ X plyne z trojúhelnı́kové nerovnosti vztah ρ(y, x) ≤ ρ

(
y, x0

)
+ ρ
(
x0, x

)
≤

K, kde K = ρ
(
y, x0

)
+ diam(X). �

http://euler.fd.cvut.cz
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Definice 11. Necht’ je (M,ρ) metrický prostor. Množina
X ⊂ M se nazývá nesouvislá právě tehdy, když exis-
tujı́ podmnožiny A, B ⊂ X takové, že X = A ∪ B a
A ∩ B = A ∩ B = ∅. Množina X ⊂ M se nazývá souvislá
pravě tehdy, když nenı́ nesouvislá.

Definice 12. Vzdálenostı́ dvou neprázdných podmnožinX
a Y metrického prostoru (M,ρ) nazýváme čı́slo

dist(X,Y ) = inf
x ∈ X
y ∈ Y

ρ(x, y) .

http://euler.fd.cvut.cz
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1.2.1. Normovaný prostor

Definice 13. Necht’ je V vektorový prostor nad tělesem R.
Zobrazenı́ ν : V → R, pro které platı́:

• ν(x) ≥ 0

• ν(x) = 0 =⇒ x = 0

• ν(ax) = |a|ν(x)

• ν(x+ y) ≤ ν(x) + ν(y)

se nazývá norma. Vektorový prostor V , na kterém je
definována norma se nazývá normovaný prostor. Jestliže
chceme zdůraznit, že V je normovaný prostor s normou ν,
budeme psát (V, ν).

Věta 8. Je-li (V, ν) normovaný prostor, je (V, ρ), kde ρ(x, y) =
ν(x− y), metrický prostor.

Důkaz. Protože ν(0) = 0, je ρ(x, x) = ν(x− x) = ν(0) = 0.
Jestliže x 6= y jsou libovolné dva prvky V , pak ρ(x, y) = ν(x− y) = ν(y− x) =

http://euler.fd.cvut.cz
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ρ(y, x) 6= 0. Pro každé tři prvky x, y, z ∈ V platı́

ρ(x, z) = ν(x−z) = ν
(
(x−y)+(y−z)

)
≤ ν(x−y)+ν(y−z) = ρ(x, y)+ρ(y, z) .

Tedy ρ je metrika. �

Definice 14. Dvě normy ν1 a ν2 vektorového prostoru V se
nazývajı́ ekvivalentnı́, jestliže existujı́ a, b ∈ R, 0 < a ≤ b,
takové, že aν1(x) ≤ ν2(x) ≤ bν1(x).

Poznámka. Je zřejmé, že metriky ρ1 a ρ2 generované ekvivalent-
nı́mi normami ν1 a ν2 jsou ekvivalentnı́.

Poznámka. Lze ukázat, že pro každé p ≥ 1 je

νp(x) =

(
n∑

i=1

∣∣xi

∣∣p)1/p

norma v prostoru Rn a že tyto normy jsou ekvivalentnı́.
Pro nás budou důležité normy ν1, ν2 a νmax = lim

p→∞
νp. Pro tyto

normy platı́

ν1(x) =
∑n

i=1

∣∣xi

∣∣ ,
ν2(x) =

(∑n
i=1

(
xi

)2)1/2
,

νmax(x) = max
(
|x1|, |x2|, . . . , |xn|

)
.

http://euler.fd.cvut.cz
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Ukážeme, že všechny tyto normy jsou navzájem ekvivalentnı́.
Z nerovnostı́

νmax(x) = max
(
|x1|, |x2|, . . . , |xn|

)
≤

n∑
k=1

∣∣xi

∣∣ = ν1(x) ≤
≤ nmax

(
|x1|, |x2|, . . . , |xn|

)
= nνmax(x)

plyne, že normy ν1 a νmax jsou ekvivalentnı́.
Ekvivalence norem νmax a ν2 plyne z nerovnostı́

νmax(x) = max
(
|x1|, |x2|, . . . , |xn|

)
≤

(
n∑

k=1

∣∣xi

∣∣2)1/2 =
= ν2(x) ≤

√
nmax

(
|x1|, |x2|, . . . , |xn|

)
=
√
nνmax(x) .

Z nerovnostı́ a2 + b2 ≤ (a + b)2 a 2ab ≤ a2 + b2, které platı́ pro a,
b > 0 plyne, že

ν22(x) =
n∑

k=1

x2i ≤

(
n∑

k=1

∣∣xi

∣∣)2 = ν21(x) ≤ n
n∑

k=1

x2i = nν2(x) .

Tedy platı́ nerovnost ν2(x) ≤ ν1(x) ≤
√
nν2(x).

Obecně lze ukázat, že v Rn jsou vzájemně ekvivalentnı́ všechny
normy νp(x), kde p ≥ 1.

http://euler.fd.cvut.cz
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Zavřı́t

Konec

Dále budeme prostor Rn považovat za metrický prostor s metrikou
generovanou jednou z ekvivalentnı́ch norem ν1, ν2 nebo νmax.

☛ Přı́klad 2. Necht’ je M ⊂ R a B(M) je vektorový prostor
všech funkcı́ omezených na M . Ve vektorovém prostoru B(M)
lze zavést normu ν vztahem ν(f) = sup

x∈M

(∣∣f(x)∣∣).
V prostoru Rn je norma ν2 z přı́kladu 2 definována pomocı́ ope-
race, která se nazývá skalárnı́ součin.

Definice 15. Necht’ je V vektorový prostor nad tělesem R.
Pak funkci (·, ·) : V ×V → R, která má pro každé x, y, z ∈ V
a a, b ∈ R vlastnosti:

• (ax+ by, z) = a(x, z) + b(y, z),

• (x, y) = (y, x),

• (x, x) ≥ 0,

• (x, x) = 0⇔ x = 0

nazýváme skalárnı́ součin. Často se značı́ (x, x) = ‖x‖2.

http://euler.fd.cvut.cz
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☛ Přı́klad 3. Ve vektorovém prostoru Rn definujeme skalárnı́

součin vztahem (x,y) =
n∑

i=1

xiyi.

Věta 9 (Schwarzova nerovnost) Jestliže je V vektorový prostor
se skalárnı́m součinem, pak pro každé x, y ∈ V platı́ nerovnost
(x, y)2 ≤ ‖x‖2‖y‖2. Přitom rovnost platı́ pouze tehdy, když x a y

jsou lineárně závislé.

Důkaz. Je-li y = 0, platı́ znak rovnosti.
Necht’ y 6= 0. Pro každé λ ∈ R platı́

0 ≤ (x− λy, x− λy) = ‖x‖2 − 2λ(x, y) + λ2‖y‖2.

Přitom rovnost platı́ pouze tehdy, když x − λy = 0, tj. když jsou jsou x a y

lineárně závislé. Zvolme λ =
(x, y)
‖y‖2

. Pak z uvedené nerovnosti dostaneme

0 ≤ ‖x‖2 − 2(x, y)2

‖y‖2
+
(x, y)2

‖y‖2
= ‖x‖2 − (x, y)2

‖y‖2
,

z čehož plyne dokazovaná nerovnost. �
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Poznámka. Ze Schwarzovy nerovnosti plyne pro ‖x‖, ‖y‖ 6= 0,

že −1 ≤ (x, y)
‖x‖ · ‖y‖

≤ 1. Proto lze psát
(x, y)

‖x‖ · ‖y‖
= cosϕ, kde ϕ je

úhel mezi vektory x a y. V přı́padě Rn je tedy úhel mezi dvěma
nenulovými vektory x a y dán vztahem

cosϕ =

(
n∑

i=1

xiyi

)
·

(
n∑

i=1

x2i ·
n∑

k=1

y2k

)−1/2

.

Věta 10. Jestliže je V vektorový prostor se skalárnı́m součinem,
je V normovaný prostor s normou definovanou vztahem ν(x) =√
(x, x) = ‖x‖.

Důkaz. Ověřenı́ vlastnostı́ normy je zřejmé. Snad až na nerovnost ‖x+ y‖ ≤
‖x‖+ ‖y‖. Ta plyne ze Schwarzovy nerovnosti, nebot’

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = ‖x‖2 + 2(x, y) + ‖y‖2 ≤

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 =
(
‖x‖+ ‖y]|

)2
.
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Definice 16. Necht’ je V vektorový prostor a x, y ∈ V .
Množina všech bodů z = x + (y − x)t, t ∈ 〈0, 1〉 se nazývá
úsečka z bodu x do bodu y. Bod x je počátečnı́ bod a y

koncový bod této úsečky.

Definice 17. Podmnožina M vektorového prostoru V se
nazývá konvexnı́, jestliže pro každé dva body x, y ∈ M

ležı́ celá úsečka z bodu x do bodu y v množině M , tj. pro
každé t ∈ 〈0, 1〉 je x+ (y − x)t ∈M .

Definice 18. PodmnožinaM ⊂ Rn s metrikou generovanou
normou νp se nazývá kompaktnı́, jestliže je omezená a
uzavřená.

Poznámka. Význam kompaktnı́ch množin pro matematickou ana-
lýzu bude zřejmý, až zavedeme pojem limity posloupnosti.

http://euler.fd.cvut.cz
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2 POSLOUPNOSTI

V METRICKÝCH PROSTORECH

2.1. Posloupnost, vybraná posloupnost

Definice 1. Posloupnostı́ v metrickém prostoru M nazý-
váme každé zobrazenı́ f : N → M . Pro posloupnosti se
obvykle použı́vá značenı́ f(n) = xn.

Definice 2. Posloupnost xn v metrickém prostoru (M,ρ) se
nazývá omezená právě tehdy, když je omezená množina
{xn ; n ∈ N}, tj. když existuje x ∈ M a K ∈ R takové, že
pro každé n ∈ N je ρ(x, xn) < K.

Věta 1. Jsou-li metriky ρ1 a ρ2 ekvivalentnı́, je posloupnost xn

omezená v metrice ρ1 právě tehdy, když je omezená v metrice ρ2.

Důkaz. Tvrzenı́ je zřejmé z definice ekvivalentnı́ch metrik. �
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Definice 3. Necht’ je xn posloupnost a k1 < k2 · · · < kn . . . ,
ki ∈ N. Pak posloupnost yn = xkn nazýváme vybranou
posloupnostı́ z posloupnosti xn.

☛ Přı́klad 1. Přı́kladem posloupnosti v R4 je posloupnost

xn =

(
2,
1

n+ 1
,

(
n+ 3
n+ 1

)2n−1
, sinn

)
.

Tato posloupnost je omezená, protože napřı́klad pro metriku ge-
nerovanou normou νmax je ρ(xn, 0) = νmax(0− xn) < 100.

Posloupnost

yn = x2n =

(
2,

1
2n+ 1

,

(
2n+ 3
2n+ 1

)4n−1
, sin 2n

)

je vybraná posloupnost z posloupnosti xn.

☛ Přı́klad 2. Přı́kladem neomezené posloupnosti v R4 je napřı́-
klad posloupnost

zn =
(
cosnπ, 5, (−1)nn, n2 + 3n+ 1

)
.
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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2.2. Limita posloupnosti

Definice 4. Necht’ je xn posloupnost v metrickém prostoru
(M,ρ). Prvek x ∈ M se nazývá limitou posloupnosti xn

právě tehdy, když lim
n→∞

ρ(x, xn) = 0, tj. když ke každému

ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé n ∈ N, n > n0 je
ρ(x, xn) < ε. Jestliže je x limitou posloupnosti xn, pı́šeme
lim

n→∞
xn = x a řı́káme, že posloupnost xn konverguje k

prvku x.
Posloupnosti xn, které majı́ limitu se nazývajı́ konvergentnı́
a posloupnosti, jejichž limita neexistuje nazýváme diver-
gentnı́ posloupnosti.

Věta 2. Každá posloupnost v metrickém prostoru (M,ρ) má nej-
výše jednu limitu.

Důkaz. Necht’má posloupnost xn v metrickém prostoru M dvě limity x 6= y. Pak

ε =
1
3

ρ(x, y) > 0. K tomuto ε existujı́ n0,x a n0,y takové, že pro každé n > n0,x je

ρ(x, xn) < ε a pro každé n > n0,y je ρ(y, xn) < ε. Necht’ n0 = max
(
n0,x, n0,y

)
.

Tedy pro každé n > n0 platı́ nerovnost

ρ(x, y) ≤ ρ(x, xn) + ρ(y, xn) < ε+ ε =
2
3

ρ(x, y) .

To je ale spor s tı́m, že ρ(x, y) > 0. Tedy ρ(x, y) = 0 a x = y. �
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Věta 3. Každá konvergentnı́ posloupnost je omezená.

Důkaz. Necht’ je lim
n→∞

xn = x. Pro ε = 1 existuje n0 takové, že pro každé n > n0

platı́ nerovnost ρ(x, xn) < 1. Pro K = max
(
1, ρ(x, x1), ρ(x, x2), . . . , ρ(x, xn0)

)
je splněna nerovnost ρ(x, xn) ≤ K pro každé n ∈ N. �

Věta 4. Jestliže je posloupnost yn vybrána z konvergentnı́ po-
sloupnosti xn, je konvergentnı́ a lim

n→∞
yn = lim

n→∞
xn.

Důkaz. Protože lim
n→∞

xn = x, existuje ke každému ε > 0 čı́slo n0 takové,

že pro každé n > n0 je ρ(x, xn) < ε. Protože je yn vybraná posloupnost z
posloupnosti xn, je yn = xm, kde m ≥ n. Proto stačı́ k danému ε > 0 zvolit ve
vybrané posloupnosti yn stejné čı́slo n0. �

Věta 5. Necht’ jsou ρ1 a ρ2 dvě ekvivalentnı́ metriky v metrickém
prostoruM . Pak posloupnost xn konverguje k x v metrice ρ1 právě
tehdy, když konverguje k x v metrice ρ2.

Důkaz. Plyne bezprostředně z definice ekvivalentnı́ch metrik. �
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Věta 6. Necht’ je xn =
(
x1,n, x2,n, . . . , xk,n

)
posloupnost v prostoru

Rk. Pak lim
n→∞

xn = x = (x1, x2, . . . , xk) právě tehdy, když pro

každou složku je lim
n→∞

xi,n = xi, i = 1, 2, . . . , k.

Důkaz. Necht’ lim
n→∞

xn = x. Pak ke každému ε > 0 existuje n0 takové, že pro

každé n > n0 je
k∑

i=1

∣∣xk,n − xk

∣∣ < ε. Ale z toho plyne, že pro n > n0 a každé

i = 1, 2, . . . , k je
∣∣xi,n − xi

∣∣ ≤ k∑
i=1

∣∣xi,n − xi

∣∣ < ε. Tedy pro každé i = 1, 2, . . . , k

je lim
n→∞

xi,n = xi.

Naopak jestliže pro každé i = 1, 2, . . . , k je lim
n→∞

xi,n = xi existujı́ pro
ε

k
přirozená čı́sla n0,i taková, že pro každé ni > n0,i je

∣∣xi,ni
− xi

∣∣ <
ε

k
. Ale pak

pro n0 = max
(
n0,1, n0,2, . . . , n0,k

)
je

k∑
i=1

∣∣xi,n − xi

∣∣ < k
ε

k
= ε. �

☛ Přı́klad 3.

lim
n→∞

(
n2 + n+ 1
3n2 + 2n+ 3

,

(
n+ 3
n+ 1

)2n−3
,

(
2
π
arctg n

)n
)
=

=

(
1
3
, e4, e−2/π

)
.
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Zavřı́t

Konec

☛ Přı́klad 4. Posloupnost xn = xn pro x ∈ (0, 1) nekonver-
guje u prostoru B

(
(0, 1)

)
k nule, přestože pro každé x ∈ (0, 1) je

lim
n→∞

xn = 0. Pro každé n ∈ N je totiž sup
x∈(0,1)

xn = 1. Proto pro ε < 1

neexistuje n0 takové, aby pro každé n > n0 bylo ρ(xn, 0) < ε.

2.3. Bodová a stejnoměrná konvergence

V matematické analýze hraje konvergence v prostoru B(M), kde
M je množina, velmi důležitou roli. Konvergence v tomto prostoru
se nazývá stejnoměrná konvergence na rozdı́l od tak zvané
bodové konvergence. Proto budeme přesněji definovat tyto dva
pojmy nejprve na prostoru omezených funkcı́ na množiněM ⊂ R.

Definice 5. Necht’ je fn(x) posloupnost omezených funkcı́
na množině M ⊂ R. Řekneme, že posloupnost fn(x)
konverguje bodově k funkci f(x), jestliže pro každé ε > 0
a pro každé x ∈ M existuje n0(x) takové, že pro každé
n > n0(x) je

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ < ε. Bodovou konvergenci

posloupnosti funkci fn(x) k funkci f(x) budeme značit
fn(x)→ f(x).

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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Definice 6. Necht’ je fn(x) posloupnost omezených funkcı́
na množině M ⊂ R. Řekneme, že posloupnost fn(x)
konverguje stejnoměrně k funkci f(x), jestliže pro každé
ε > 0 existuje n0 ∈ N takové, že pro každé x ∈ M a
pro každé n > n0 je

∣∣fn(x) − f(x)
∣∣ < ε. Stejnoměrnou

konvergenci posloupnosti funkcı́ fn(x) k funkci f(x) budeme
značit fn(x)⇒ f(x).

Poznámka. Rozdı́l mezi bodovou a stejnoměrnou konvergencı́ spočı́vá v tom,
že při bodové konvergenci může být n0 závislé na x ∈ M , kdežto při stejno-
měrné konvergenci je toto n0 pro všechna x ∈ M stejné. Zapı́šeme bodovou
a stejnoměrnou konvergenci symbolicky

lim
n→∞

fn(x) = f(x) bodově ⇐⇒

⇐⇒ (∀ε > 0∀x ∈ M ∃n0 ∈ N : n > n0 =⇒
∣∣f(x)− fn(x)

∣∣ < ε
)

lim
n→∞

fn(x) = f(x) stejnoměrně ⇐⇒

⇐⇒ (∀ε > 0∃n0 ∈ N ; ∀x ∈ M : n > n0 =⇒
∣∣f(x)− fn(x)

∣∣ < ε
)

Z tohoto zápisu je zřejmé, že pokud posloupnost funkcı́ fn(x) konverguje k
funkci f(x) stejnoměrně, konverguje k nı́ také bodově. Ale opak nenı́ pravda.
Právě stejnoměrná konvergence je konvergence v prostoru B(M).
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☛ Přı́klad 5. Na intervalu (0, 1) uvažujme posloupnost fn(x) =
xn. Necht’ ε > 0. Necht’ je 0 < ε < 1. Hledejme n0 tak, aby pro

každé x ∈ (0, 1) platila nerovnost xn0 < ε. Pak je n0 >
ln ε
lnx

. Ale

protože lim
x→1−

ln ε
lnx

= +∞, nenı́ možné zvolit n0 nezávisle na x.

n0 je vlastně neomezenou funkcı́ x ∈ (0, 1). Proto posloupnost
funkcı́ fn(x) = xn konverguje sice bodově k funkci f(x) = 0, ale
nekonverguje k této funkci stejnoměrně, tj. v prostoru B

(
(0, 1)

)
.

2.4. Úplné metrické prostory

Věta 7 (Cauchy–Bolzanova podmı́nka konvergence) Necht’
je posloupnost xn v metrickém prostoru M konvergentnı́. Pak ke
každému ε > 0 existuje n0 takové, že pro každé m, n > n0 platı́
nerovnost ρ(xm, xn) < ε.

Důkaz. Necht’ posloupnost xn konverguje k x ∈ M a ε > 0. Pak k
ε

2
exis-

tuje n0 takové, že pro každé m, n > n0 je ρ(x, xm) <
ε

2
a ρ(x, xn) <

ε

2
. Z

trojúhelnı́kové nerovnosti plyne, že pro každé m, n > n0 platı́ ρ(xm, xn) ≤
ρ(xm, x) + ρ(x, xn) <

ε

2
+

ε

2
= ε. �
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Definice 7. Posloupnost xn v metrickém prostoru M se
nazývá Cauchyovská právě tehdy, když splňuje Cauchy–
Bolzanovu podmı́nku: Ke každému ε > 0 existuje
n0 takové, že pro všechna m, n > n0 platı́ nerovnost
ρ(xm, xn) < ε.

Poznámka. Věta 7. řı́ká, že každá konvergentnı́ posloupnost je
Cauchyovská. Opak nenı́ obecně pravda. Napřı́klad v množině
racionálnı́ch čı́sel Q nekonverguje každá Cauchyovská posloup-
nost k racionálnı́mu čı́slu. Proto se množina racionálnı́ch čı́sel Q
rozšiřuje na množinu reálných čı́sel R, ve které už každá Cau-
chyovská posloupnost konvergentnı́.

Definice 8. Metrický prostor (M,ρ) se nazývá úplný, má-li
každá Cauchyovská posloupnost xn v M limitu v M .

☛ Přı́klad 6. Pro každé k je prostor Rk je úplný. To plyne z toho,
že když je posloupnost xn v Rk Cauchyovská, jsou Cauchyov-
ské všechny posloupnosti xk,n jejich složek. Úplnost pak plyne z
úplnosti množiny reálných čı́sel.

☛ Přı́klad 7. Necht’ je C(X) ⊂ B(X) vektorový prostor omeze-
ných spojitých funkcı́ na množiněX ⊂ R se supremovou normou.
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Tento prostor je úplný.

☛ Přı́klad 8. Necht’ je C
(
〈0, 2〉

)
vektorový prostor všech ome-

zených spojitých funkcı́ na intervalu 〈0, 2〉 s metrikou generova-

nou normou ν(f) =
∫ 2
0

∣∣f(x)∣∣ dx. Ukážeme, že tento prostor nenı́

úplný. Uvažujme posloupnost funkcı́

fn(x) =

{
xn pro x ∈ 〈0, 1) ,
1 pro x ∈ 〈1, 2〉 .

Necht’ je ε > 0 a n < m. Pak je

ρ
(
fn, fm

)
= ν

(
fn − fm

)
=
∫ 2
0

∣∣fn(x)− fm(x)
∣∣ dx =

=
∫ 1
0

(
xn − xm

)
dx =

1
n+ 1

− 1
m+ 1

<
1

n+ 1
.

Z toho plyne, že k danému 0 < ε < 1 existuje n0 >
1− ε

ε
takové,

že pro každé m a n > n0 je ρ
(
fn, fm

)
< ε. (pro ε ≥ 1 lze zvolit

n0 = 1). Máme tedy Cauchyovskou posloupnost. Bodová limita
posloupnosti funkcı́ fn(x) je funkce

f(x) =

{
0 pro x ∈ 〈0, 1) ,
1 pro x ∈ 〈1, 2〉 .
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Pak je ∫ 2
0

∣∣f(x)− fn(x)
∣∣ dx = ∫ 1

0
xn dx =

1
n+ 1

.

Ale funkce f(x) nenı́ spojitá v bodě x = 1, a tedy nenı́ ani limitou
posloupnosti funkcı́ fn(x) v uvažovaném prostoru.
Poznámka. Ke každému metrickému prostoru M lze sestrojit
metrický prostor M ′ ⊃ M , který je úplný. Touto konstrukcı́ lze
napřı́klad množině racionálnı́ch čı́sel Q sestrojit množinu R reál-
ných čı́sel. V přı́padě vektorového prostoru C(X), kde X ⊂ R,
s normou použitou v přı́kladu 7, dostaneme tzv. prostor L1(X).
Pro zavedenı́ takových prostorů je ale třeba integrály chápat v
Lebesqueově smyslu.

Věta 8. Necht’ je V normovaný vektorový prostor, lim
n→∞

xn = x a

lim
n→∞

yn = y. Pak posloupnost xn+yn konverguje a platı́ lim
n→∞

(
xn+

yn

)
= x+ y.

Důkaz. Protože lim
n→∞

xn = x a lim
n→∞

yn = y, existujı́ ke každému ε > 0 přiro-

zená čı́sla n0,x a n0,y taková, že pro každé n > n0,x je
∣∣x − xn

∣∣ <
ε

2
a pro

každé n > n0,y je
∣∣y − yn

∣∣ <
ε

2
. Pak pro každé n > n0 = max

(
n0,x, n0,y

)
platı́

nerovnost

ν(x+ y − xn − yn) ≤ ν(x− xn) + ν(y − yn) <
ε

2
+

ε

2
= ε . �
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Věta 9. Necht’je V normovaný vektorový prostor, lim
n→∞

xn = x a pro

reálnou posloupnost an platı́ lim
n→∞

an = a ∈ R. Pak je posloupnost

anxn konvergentnı́ a platı́ lim
n→∞

(
anxn

)
= ax.

Důkaz. Použijeme nerovnosti

ν
(
ax− anxn

)
= ν

(
(a− an)x+ an(x− xn)

)
≤
∣∣a− an

∣∣ν(x) + ∣∣an

∣∣ν(x− xn) .

Protože je posloupnost an konvergentnı́, je omezená. Existuje tedy K ∈ R
takové, že pro všechna n ∈ N platı́ nerovnost

∣∣an

∣∣ < K. Pak ale je

ν
(
ax− anxn

)
≤
∣∣a− an

∣∣ν(x) +Kν
(
x− xn

)
.

Tvrzenı́ věty pak snadno plyne z této nerovnosti. �

Věta 10. Necht’ je V vektorový prostor se skalárnı́m součinem,
lim

n→∞
xn = x a lim

n→∞
yn = y. Pak je reálná posloupnost

(
xn, yn

)
konvergentnı́ a lim

n→∞

(
xn, yn

)
= (x, y).

Důkaz. Použijeme nerovnost∣∣(x, y
)
−
(
xn, yn

)∣∣ = ∣∣(x−xn, y
)
+
(
xn, y−yn

)∣∣ ≤ ∣∣(x−xn, y
)∣∣+∣∣(xn, y−yn

)∣∣ ≤
≤
∥∥x− xn

∥∥ · ∥∥y∥∥+ ∥∥xn

∥∥ · ∥∥y − yn

∥∥ .

Protože je posloupnost xn konvergentnı́, je omezená. Tj. existuje K ∈ R
takové, že pro každé n ∈ N je

∥∥xn

∥∥ < K. Pak ale platı́ nerovnost∣∣(x, y
)
−
(
xn, yn

)∣∣ ≤ ∥∥x−xn

∥∥·∥∥y∥∥+∥∥xn

∥∥·∥∥y−yn

∥∥ <
∥∥y∥∥·∥∥x−xn

∥∥+K
∥∥y−yn

∥∥ ,
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ze které již snadno plyne dokazované tvrzenı́. �

Nynı́ uvedeme jednu větu o úplných metrických prostorech, která
je mnohých přı́padech užitečná při důkazu existence a jedno-
značnosti řešenı́ rovnic.

Věta 11 (věta o pevném bodě). Necht’ je M úplný metrický
prostor a zobrazenı́ f : M → M má následujı́cı́ vlastnost: Exis-
tuje K ∈ (0, 1) takové, že pro každé x, y ∈ M platı́ nerov-
nost ρ

(
f(x), f(y)

)
≤ Kρ(x, y). (Takové zobrazenı́ se často na-

zývá kontrahujı́cı́.) Pak existuje právě jedno x ∈ M takové, že
x = f(x).

Důkaz. Necht’ x1 je libovolný prvek M . Sestrojme posloupnost x2 = f(x1),
x3 = f(x2), . . . , xn+1 = f(xn), . . . . Jestliže tato posloupnost konverguje k
x ∈ M je toto x řešenı́m rovnice x = f(x). To plyne limitnı́m přechodem ve
vztahu xn+1 = f(xn). Jsou-li x = f(x) a y = f(y), pak dostaneme ρ(x, y) =
ρ
(
f(x), f(y)

)
≤ Kρ(x, y). Protože K ∈ (0, 1), plyne z toho, že ρ(x, y) = 0, a

tedy x = y. To dokazuje jednoznačnost. Musı́me tedy dokázat, že za daných
předpokladů je posloupnost xn konvergentnı́.
Indukcı́ lze snadno dokázat, že platı́ nerovnost

ρ
(
xn+1, xn

)
= ρ
(
f(xn), f(xn−1)

)
≤ Kρ(xn, xn−1) ≤ Kn−1ρ(x2, x1) .

Tedy pro m > n plyne z trojúhelnı́kové nerovnosti předchozı́ho vztahu nerov-
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nost

ρ(xm, xn) ≤
m−1∑
r=n

ρ
(
xr+1, xr

)
≤

m−1∑
r=n

Kr−1ρ(x2, x1) ≤

≤
∞∑

r=n

Kr−1ρ(x2, x1) =
Kn−1

1−K
ρ(x2, x1) .

Protože K ∈ (0, 1) lze pro dané ε > 0 najı́t n0 tak, aby pro každé m > n >

n0 platila nerovnost ρ(xm, xn) < ε. Tedy posloupnost xn je Cauchyovská. Z

úplnosti metrického prostoru M pak plyne existence limity lim
n→∞

xn = x ∈ M .

Na závěr se ještě zmı́nı́me o dvou velmi důležitých vlastnostech
kompaktnı́ch, tj. omezených uzavřených, množin v Rk.

Věta 12. Podmnožina X ⊂ Rk je kompaktnı́ právě tehdy, když z
každé posloupnosti xn ∈ X lze vybrat konvergentnı́ podposloup-
nost yn, která je v X konvergentnı́.

Poznámka. V obecných metrických prostorech sloužı́ vlastnost
kompaktnı́ch množin popsaná ve větě 12 k jejich definici: Pod-
množina X metrického prostoru M se nazývá kompaktnı́ pravě
tehdy, když z každé posloupnosti v X lze vybrat podposloupnost,
která je v X konvergentnı́.
Abychom mohli formulovat dalšı́ velmi důležitou vlastnost kom-
paktnı́ch množin, budeme nejprve definovat pojem otevřené po-
krytı́ množiny X ⊂M , kde (M,ρ) je metrický prostor.

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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Definice 9. Necht’ je X podmnožina metrického prostoru
(M,ρ) a A je libovolná množina. Systém otevřených množin
Uα, kde α ∈ A, takový, že X ⊂

⋃
α∈A

Uα, nazýváme otevřené

pokrytı́ množiny X.

Věta 13. Podmnožina X ⊂ Rk je kompaktnı́ právě tehdy, když z
každého otevřeného pokrytı́ Ui, i ∈ N, množiny X lze vybrat jejı́

konečné pokrytı́, tj. existuje n ∈ N takové, že X ⊂
n⋃

i=1

Ui.

Poznámka. Pro kompaktnı́ množiny platı́ obecnějšı́ věta než
právě uvedená věta:

Věta 14. Množina X je kompaktnı́ právě tehdy, když z každého
otevřeného pokrytı́ Uα, α ∈ A, množiny X lze vybrat konečné
pokrytı́, tj. když existuje n ∈ N a α1, α2, . . . , αn ∈ A takové, že

X ⊂
n⋃

i=1

Uαi
.

Poznámka. V diferenciálnı́m počtu zkoumáme pomocı́ derivacı́
lokálnı́ vlastnosti funkcı́, tj. vlastnosti v nějakém otevřeném okolı́
bodu x. Ale většinou nás vı́ce zajı́majı́ globálnı́ vlastnosti funkce,

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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tj. vlastnosti funkce na jisté množině X. Je-li množina X ∈ Rk

kompaktnı́ a funkce má určitou vlastnost v nějakém okolı́ U(x)
každého bodu x ∈ X, pokrývajı́ otevřené množiny U(x) mno-
žinu X. Z věty 13a plyne, že existuje konečný počet takových
okolı́, který pokrývá celou množinu X. Tı́mto způsobem lze pro
kompaktnı́ množiny často přejı́t od lokálnı́ch vlastnostı́ funkce ke
globálnı́m vlastnostem na kompaktnı́ množině.

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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3 LIMITA A SPOJITOST

ZOBRAZENÍ

3.1. Limita zobrazenı́

Definice 1. Necht’ f : X → Y je zobrazenı́ metrického
prostoru (X, ρ) do metrického prostoru (Y, σ). Necht’ a je
hromadný bod X. Řekneme, že A ∈ Y je limitou zobrazenı́
f a bodě a, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové,
že pro každé x ∈ X, ρ(a, x) < δ, x 6= a, je σ

(
A, f(x)

)
< ε.
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Úvod

JJ II

J I

Strana 37

Zpět
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Definice 2. Necht’ f : X → Y je zobrazenı́ metrického pro-
storu (X, ρ) do metrického prostoru (Y, σ) a M ⊂ X. Řek-
neme, že funkce f(x) má v bodě a, který je hromadný bod
množiny M limitu A vzhledem k množině M právě tehdy,
když má funkce f̂ = f∣∣M v bodě a limitu A. Pak pı́šeme

lim
x → a

x ∈ M

f(x) = A .

Věta 1. Necht’ je f : X → Y zobrazenı́ metrického prostoru X

do metrického prostoru Y . Pak je lim
x→a

f(x) = A právě tehdy,

když pro každou posloupnost xn ∈ X, xn 6= a, a lim
n→∞

xn = a,

je lim
n→∞

f(xn) = A.

Důkaz. Necht’ je lim
x→a

f(x) = A. Pak ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové,

že pro každé x ∈ X, pro které je 0 < ρ(a, x) < δ, je σ
(
A, f(x)

)
< ε. Jestliže je

xn, xn 6= a, posloupnost v X, která konverguje k a, existuje pro δ > 0 přirozené
čı́slo n0 takové, že pro každé n > n0 je 0 < ρ

(
a, xn

)
< δ. Pak ale pro každé

n > n0 platı́ nerovnost σ
(
A, f(xn)

)
< ε, a tedy lim

n→∞
f
(
xn

)
= A.

Opačné tvrzenı́ dokážeme nepřı́mo. Necht’ a je hromadný bod množiny X a
limita lim

x→a
f(x) 6= A. To znamená, že existuje ε > 0 takové, že pro každé δ > 0

existuje x ∈ X∩Pδ(a) takové, že σ
(
A, f(x)

)
> ε. Ke každému n ∈ N vybereme
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xn ∈ X ∩ P1/n(a), které má tuto vlastnost. Pak je xn posloupnost, pro kterou
je xn 6= a, lim

n→∞
xn = a, ale lim

n→∞
f
(
xn

)
6= A. �

Věta 2. Zobrazenı́ f metrického prostoru X do metrického pro-
storu Y má v bodě a nejvýše jednu limitu.

Důkaz. Tvrzenı́ se dokáže standardnı́m způsobem, a proto jej nechávám jako
cvičenı́. �

Věta 3. (Cauchy–Bolzanova podmı́nka) Jestliže limita zobrazenı́
f metrického prostoru X do metrického prostoru Y v bodě a

existuje, pak ke každému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro
každé x, y ∈ X ∩ Pδ(a) je σ

(
f(x), f(y)

)
< ε.

Důkaz. Necht’ lim
x→a

f(x) = A. Pak pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové,

že pro každé x ∈ ∩Pδ(a) je σ
(
f(x), A) <

ε

2
. Necht’ x, y ∈ X ∩ Pδ(a). Pak z

trojúhelnı́kové nerovnosti plyne, že σ(f(x), f(y)
)
≤ σ

(
A, f(x)

)
+ σ
(
A, f(y)

)
<

ε. �

Věta 4. Jestliže je metrický prostor Y úplný, pak limita zobrazenı́
f : X → Y v bodě a existuje právě tehdy, je-li splněna Cauchy–
Bolzanova podmı́nka.

Důkaz. Necht’ je xn libovolná posloupnost v X, xn 6= a a lim
n→∞

xn = a. Necht’ je

ε > 0. Protože je splněna Cauchy–Bolzanova podmı́nka, existuje ke každému
ε > 0 δ > 0 takové, že pro každé x, y ∈ X∩Pδ(a) je σ

(
f(x), f(y)

)
< ε. Protože
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lim
n→∞

xn = a, existuje n0 takové, že pro každé n > n0 je xn ∈ X∩Pδ(a). Proto je

posloupnost f
(
xn

)
Cauchyovská a existence limity posloupnosti f

(
xn

)
plyne

z úplnosti metrického prostoru (Y, σ). Tvrzenı́ pak plyne z věty 1. �

Věta 5. Necht’ jsou (X, ρ), (Y, σ) a (Z, τ) metrické prostory. Necht’
jsou f : X → Y a g : Y → Z zobrazenı́, lim

x→a
f(x) = A a lim

y→A
g(y) =

B. Dále necht’ existuje prstencové okolı́ Pδ0(a) takové, že pro
každé x ∈ X ∩ Pδ0(a) je f(x) 6= A. Pak platı́

lim
x→a

(
g ◦ f

)
(x) = lim

y→A
g(y) = B .

Důkaz. Protože lim
y→A

g(y) = B, ke každému ε > 0 existuje η > 0 takové, že

pro každé y ∈ Y , pro které je 0 < σ(y, A) < η, platı́ τ
(
g(y), b

)
< ε. Protože

lim
x→a

f(x) = A, existuje k η > 0 δ1 takové, že pro každé x ∈ X, 0 < ρ(x, a) < δ1

je σ
(
f(x), A

)
< η. Ale podle předpokladu platı́ pro δ = min

(
δ0, δ1

)
a x ∈ X,

0 < ρ(x, a) < δ nerovnost 0 < σ
(
f(x), A

)
< η. Tedy pro každé takové x platı́

nerovnost τ
(
g
(
f(x)

)
, A
)

< ε. �

Věta 6. Necht’ jsou f(x) zobrazenı́ a g(x) zobrazenı́ metrického
prostoruX do normovaného vektorového prostoru V . Necht’exis-
tujı́ limity lim

x→a
f(x) = A a lim

x→a
g(x) = B. Pak existuje také lim

x→a

(
f +

g
)
(x) = A+B.
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Důkaz. Necht’ ε > 0. Pak existujı́ δf > 0 a δg > 0 takové, že pro každé
x ∈ X, pro které je 0 < ρ(a, x) < δx, resp. 0 < ρ(a, x) < δy, platı́ nerovnost

ν
(
f(x) − A

)
<

ε

2
, resp. ν

(
g(x) − B

)
<

ε

2
. Když zvolı́me δ = min

(
δx, δy

)
> 0,

dostaneme pro každé x ∈ X, pro které je 0 < ρ(x, a) < δ nerovnost ν
(
f(x) +

g(x)−A−B
)
≤ ν

(
f(x)−A

)
+ ν
(
g(x)−B

)
< ε. �

Věta 7. Necht’ je f(x) zobrazenı́ metrického prostoru X do nor-
movaného vektorového prostoru V a α(x) je zobrazenı́ met-
rického prostoru X do R. Necht’ existujı́ lim

x→a
f(x) = A ∈ V a

lim
x→a

α(x) = α ∈ R. Pak existuje také lim
x→a

(
α(x)f(x)

)
= αA.

Důkaz. Plyne z nerovnosti

ν
(
α(x)f(x)−αA

)
= ν

(
α(x)·

(
f(x)−A

)
+
(
α(x)−α

)
·A
)
≤
∣∣α(x)∣∣·ν(f(x)−A

)
+
∣∣α(x)−α

∣∣·ν(A) .
Protože existuje limita lim

x→a
α(x) = α ∈ R je funkce α(x) v jistém okolı́ bodu a

omezená. Z toho se již snadno dokáže uvedené tvrzenı́. �
Poznámka. Všechny uvedené věty platı́ po přı́slušných modifikacı́ch také pro
limitu vzhledem k množině.

V dalšı́m omezı́me na metrické prostory Rn a zobrazenı́ f : X →
Y , kde X ⊂ Rn a Y ⊂ Rk. Každé takové zobrazenı́ je dáno
předpisem

f(x) = f
(
x1, x2, . . . , xn

)
=
(
f1(x), f2(x), . . . , fk(x)

)
,

kde fi : X → R, i = 1, 2, . . . , k, jsou reálné funkce n proměnných,
tj. fi

(
x1, x2, . . . , xn

)
.
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Protože Rk je úplný normovaný prostor, platı́ pro limity zobrazenı́
f : Rn → Rk všechny výše uvedené věty.

Věta 8. Necht’ je f : X → Rk, kde X ⊂ Rn. Pak je lim
x→a

f(x) = A

právě tehdy, když pro každé i = 1, 2, . . . , k je lim
x→a

fi(x) = Ai.

Důkaz. je podobný jako důkaz podobné věty pro posloupnosti. Proto jej na
tomto mı́stě nebudeme opakovat. �
Poznámka. Z věty 8 ihned plyne, že se stačı́ zabývat limitou funkcı́ vı́ce
proměnných, tj. limitou funkce f : X → R.

Věta 9. Necht’ jsou f a g funkce n proměnných, lim
x→a

f(x) = A a

lim
x→a

g(x) = B. Pak platı́ lim
x→a

f(x) · g(x) = AB a je-li B 6= 0 také

lim
x→a

(x)
g(x)

=
A

B
.

Důkaz. je analogiı́ důkazu pro reálné funkce jedné reálné proměnné. �

Definice 3. Necht’ je f : X → R, kde X ⊂ Rn, je funkce n

proměnných a a je hromadný bod množiny X. Řekneme,
že funkce f(x) má v bodě a limitu plus nekonečno, resp.
limitu mı́nus nekonečno, jestliže ke každému K ∈ R
existuje prstencové okolı́ Pδ(a) takové, že pro každé
x ∈ X ∩ Pδ(a) je f(x) > K, resp. f(x) < K. Pak pı́šeme
lim
x→a

f(x) = +∞, resp. lim
x→a

f(x) = −∞.
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Poznámka. Všechny typy limit lze definovat pomocı́ okolı́ bodu.

Definice 4. Množina X se systémem A podmnožin X, pro
které platı́:

(1) ∅ a X patřı́ do systému A,

(2) jestliže Uα, α ∈ A, kde A je množina, patřı́ do A, pak⋃
α∈A

Uα patřı́ do A,

(3) jestliže Ui, i = 1, 2, . . . , n patřı́ do A, pak také
n⋂

i=1

Ui

patřı́ do A,

se nazývá topologický prostor. Množiny ze systému A se
nazývajı́ otevřené množiny. Okolı́ bodu a ∈ X se nazývá
každá otevřená množina, která obsahuje a.

V metrických prostorech jsme definovali systém A otevřených
množin pomocı́ pojmu vzdálenosti. Obecně se v topologických
prostorech definuje limita následovně:
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Definice 5. Necht’ je f zobrazenı́ topologického prostoru
X do topologického prostoru Y a a je hromadný bod X.
Bod A ∈ Y nazveme limitou zobrazenı́ f v bodě a právě
tehdy, když pro každé okolı́ U(A) ⊂ Y existuje prstencové
okolı́ P (a) = U(a) \ {a} takové, že pro každé x ∈ X ∩ P (a)
je f(x) ∈ U(A).

Pro limity funkcı́ vı́ce proměnných platı́ věty, které jsou podobné
větám o limitách funkcı́ jedné proměnné. Také důkazy těchto vět
jsou analogické důkazům pro limity funkcı́ jedné proměnné, a
proto je většinou nebudeme uvádět.

Věta 10. Necht’ existuje prstencové okolı́ P (a) takové, že pro
každé x ∈ X ∩ P (a) platı́ f(x) ≤ g(x). Pak lim

x→a
f(x) ≤ lim

x→a
g(x)

(za předpokladu, že limity existujı́).

Věta 11. Necht’ existuje prstencové okolı́ P (a) takové, že pro
každé x ∈ X ∩ P (a) platı́ nerovnost f(x) ≤ g(x) ≤ h(x). Jestliže
je lim

x→a
f(x) = lim

x→a
h(x) = A, pak existuje také lim

x→a
g(x) = A.

Věta 12. Jestliže je lim
x→a

f(x) = 0 a existuje prstencové okolı́ P (a)

takové, že je funkce g(x) v tomto okolı́ omezená, je lim
x→a

f(x)g(x) =
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0.

Poznámka. Podle definice je lim
x→a

f(x) = A ∈ R právě tehdy, když ke každému

ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈ X, pro které je 0 < ρ(x,a) < δ,
platı́ nerovnost

∣∣f(x) − A
∣∣ < ε. Vezměme v prostoru Rn metriku ρ2, která je

generována skalárnı́m součinem, tj. ρ(x,y) =

√√√√ n∑
i=1

(
xi − yi)2. Každé x ∈ Rn,

x 6= a, lze zapsat právě jednı́m způsobem ve tvaru x = a + nr, kde n je
jednotkový vektor s počátečnı́m bodem a a koncovým bodem, x a r > 0. Pak
je ρ(x,a) = r. Pak lze přepsat výrok lim

x→a
f(x) = A jako: Ke každému ε > 0

existuje δ > 0 takové, že pro každé r, 0 < r < δ a pro každý jednotkový
vektor n platı́

∣∣f(rn)−A
∣∣ < ε. Tedy nejen že A nesmı́ záviset na jednotkovém

vektoru n, ale také δ musı́me vybrat nezávisle na n. Jedná se tedy o jistou
stejnoměrnou konvergenci. To dělá výpočet limit neurčitých výrazů značně
komplikovaný. Jednoduché je, když je limita závislá na n, tj. z různých směrů
je různá. Ale pokud jsou limity stejné ze všech směrů, neplyne z toho, že limita
existuje, protože k jistému ε > 0 nemusı́ být možné zvolit δ nezávisle na směru
n.
☛ Přı́klad 1. Najděte následujı́cı́ limity:

a) lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
, b) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
, c) lim

(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y4
.

Jednotkový směr v R2 lze psát jako n = (cosϕ, sinϕ), kde φ ∈ 〈0, 2π). Pak
každé (x, y) 6= (0, 0) lze jediným způsobem vyjádřit ve tvaru x = r cosϕ,
y = r sinϕ, r > 0. (r a ϕ jsou tzv. polárnı́ souřadnice v R2).
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V přı́padě a) dostaneme

lim
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
= lim

r→0+
r cosϕ sin2 ϕ = 0 ,

protože
∣∣cosϕ sin2 ϕ

∣∣ ≤ 1.
V přı́padě b) je

lim
(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
= lim

r→0+
cosϕ sinϕ = cosϕ sinϕ

a limita neexistuje, protože závisı́ na ϕ, tedy na směru.
V přı́padě c) je situace poněkud komplikovanějšı́. Jestliže je x 6= 0, tj. ϕ 6= 0, π,

je
xy2

x2 + y4
≤ xy2

x2
a stejně jako v přı́padě a) je tato limita rovna nule. Jestliže

je x = 0, je celý výraz roven nule, a tedy v těchto směrech je limita také rovna
nule. Tedy ve všech směrech je limita nulová. Ale přesto daná limita neexistuje.

Totiž na parabole x = y2 je výraz roven
1
2

, a tedy po této křivce nenı́ limita

rovna nule. Aby tato limita byla rovna nule, museli bychom ke každému ε > 0
najı́t δ > 0 (nezávislé na ϕ ∈ 〈0, 2π)) tak, aby pro každé r, 0 < r < δ platila
nerovnost ∣∣∣∣ r cosϕ sin2 ϕ

cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ

∣∣∣∣ < ε .

Ale lze ukázat, že takové δ neexistuje.
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3.2. Spojitost funkce

Definice 6. Necht’ f : M → S je zobrazenı́ metrického
prostoru (M,ρ) do metrického prostoru (S, σ). Řekneme, že
zobrazenı́ f je spojité v bodě a ∈ M , jestliže ke každému
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro každé x ∈ M , pro které
je ρ(a, x) < δ, platı́ nerovnost σ

(
f(a), f(x)

)
< ε.

Definice 7. Necht’ je f : M → S zobrazenı́ metrického
prostoru M do metrického prostoru S a necht’ X ⊂ M .
Řı́káme, že zobrazenı́ f je spojité v bodě a ∈ X vzhledem
k množině X, jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0
takové, že pro každé x ∈ X, pro které je ρ(a, x) < δ, platı́
nerovnost σ

(
f(a), f(x)

)
< ε.

Věta 13. Zobrazenı́ f : M → S je spojité v bodě a ∈ M právě
tehdy, když pro každou posloupnost xn ∈M , pro kterou je lim

n→∞
xn =

a, je lim
n→∞

f(xn) = f(a).
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Důkaz. Necht’ je f(x) spojitá v bodě ∈ M . K danému ε > 0 zvolme δ > 0
takové, že pro každé x ∈ M , ρ(a, x) < δ, je σ

(
f(a), f(x)

)
< ε. Necht’ je xn

libovolná posloupnost v M taková, že lim
n→∞

xn = a. Pak k našemu δ > 0

existuje n0 takové, že pro všechna n > n0 je ρ(a, xn) < δ. Ale pak také pro
všechna n > n0 platı́ nerovnost σ

(
f(a), f(xn)

)
< ε, a tedy lim

n→∞
f(xn) = f(a).

Necht’ nenı́ zobrazenı́ f(x) spojité v bodě a ∈ M . Pak existuje ε > 0 takové,
že pro každé δ > 0 existuje x ∈ X, ρ(a, x) < δ, je σ

(
f(a), f(x)

)
≥ ε. K

tomuto ε zvolme xn ∈ M takové, že ρ(a, xn) <
1
n

a σ
(
f(a), f(xn)

)
≥ ε. Tato

posloupnost xn ∈ M konverguje k a ∈ M , ale lim
n→∞

f(xn) 6= f(a). �

Poznámka. Z definice plyne, že zobrazenı́ f(x) je spojité v bodě a ∈ M právě
tehdy, když je a izolovaný bod metrického prostoru M nebo platı́ lim

x→a
f(x) =

f(a).

Definice 8. Necht’ je f : M → S zobrazenı́ metrického
prostoru (M,ρ) do metrického prostoru (S, σ) a X ⊂ M .
Řı́káme, že zobrazenı́ f je spojité na množině X právě
tehdy, když je spojité v každém bodě množiny X.

Věta 14. Zobrazenı́ f metrického prostoru M do metrického pro-
storu S je spojité na množině X ⊂ M právě tehdy, když je vzor
každé otevřené množiny V ⊂ S otevřená množina v X, tj. když
pro každou otevřenou podmnožinu V ⊂ S platı́ f(−1)(V ) = X ∩U ,
kde U ⊂M je otevřená množina.
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Důkaz. Necht’ je vzor každé otevřené množiny V ⊂ S otevřená množina a
a ∈ X∩f(−1)(V ). Pak je A = f(a) bodem otevřené množiny V . Necht’ je ε > 0.
Pak je množina Uε(A)∩V otevřená. A podle předpokladu je f(−1)

(
Uε(A)∩V

)
je otevřená v X. Protože je a prvkem této otevřené množiny, existuje δ > 0
takové, že Uδ(a) ⊂ f(−1)

(
Uε(A) ∩ V

)
. Ale z toho plyne, že pro každé x ∈

X ∩Uδ(a) je f(x) ∈ Uε(A), a tedy zobrazenı́ f je spojité v každém bodě a ∈ X.
Necht’ je zobrazenı́ f spojité v každém bodě x ∈ X a V ⊂ S je otevřená
množina. Je zřejmé, že f(−1)(V ) = f(−1)

(
V ∩ f(X)

)
. Protože je V otevřená

množina, existuje ke každému y ∈ V takové εy > 0, pro které je Uεy (y) ⊂ V .

Pak ale V =
⋃

y∈V

Uεy (y) a f(−1)(V ) = f(−1)

 ⋃
y∈f(X)

(
Uεy (y) ∩ f(X)

). Jestliže

a ∈ f(−1)(V ), pak existuje A ∈ V ∩f(X) takové, že A = f(a). Protože je podle
předpokladu zobrazenı́ f(x) spojité v bodě a, existuje k εA > 0 čı́slo δa takové,
že pro každé x ∈ X ∩ Uδa(a) je f(x) ∈ UεA

(A). Tedy bod a je vnitřnı́m bodem
f(−1)(V ) a množina f(−1)(V ) otevřená v X. �

Věta 15. Necht’ je f : M → S, resp. g : S → T zobrazenı́ met-
rického prostoru (M,ρ) do metrického prostoru (S, σ), resp. me-
trického prostoru (S, σ) do metrického prostoru (T, τ). Necht’ je
lim
x→a

f(x) = A a g je zobrazenı́ spojité v bodě A. Pak je lim
x→a
(g ◦

f)(x) = lim
x→a

g
(
f(x)

)
= g(A).

Důkaz. Necht’ je ε > 0. Protože je zobrazenı́ g spojité v bodě A ∈ S existuje η >

0 takové, že pro všechna y ∈ S, pro která je σ(A, y) < η, platı́ τ
(
g(A), g(y)

)
< ε.

Ale protože lim
x→a

f(x) = A, existuje k η > 0 danému výše δ > 0 takové, že pro
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každé x ∈ M , pro které je 0 < ρ(a, x) < δ je σ
(
A, f(x)

)
< η. Tedy pro taková

x platı́ nerovnost τ
(
g(A), g(f(x))

)
< ε. �

Věta 16. Necht’ je f : M → S, resp. g : S → T zobrazenı́ met-
rického prostoru (M,ρ) do metrického prostoru (S, σ), resp. met-
rického prostoru (S, σ) do metrického prostoru (T, τ). Necht’ f je
spojité v bodě a ∈ M a g je spojité v bodě f(a). Pak je složené
zobrazenı́ g ◦ f :M → T spojité v bodě a.
Jestliže je f spojité na M a g spojité na S, pak je složené zobra-
zenı́ g ◦ f :M → T spojité na M .

Důkaz. Necht’ a ∈ M a A = f(a). Pro dané ε > 0 existuje η > 0 takové, že
pro každé y ∈ S ∩ Uη(A) je g(y) ∈ Uε

(
g(A)

)
. K tomuto η > existuje δ > 0

takové, že pro každé x ∈ M ∩Uδ(a) je f(x) ∈ S ∩Uη(A). Tedy pro takové x je
g
(
f(x)

)
∈ Uε

(
g(A)

)
, což dokazuje spojitost složené funkce v bodě a.

Druhá část tvrzenı́ plyne z prvnı́ a z toho, že f je spojité v každém bodě x ∈ M

a g je spojité v každém bodě y ∈ S. �

Věta 17. Necht’ jsou f : M → V a g : M → V zobrazenı́ metric-
kého prostoru M do normovaného vektorového prostoru V , které
jsou spojité v bodě a a α : M → R je funkce, která je spojitá v
bodě a. Pak jsou zobrazenı́ f + g a α · f spojité v bodě a.

Důkaz. se provede obvyklým způsobem, a proto jej nebudeme uvádět.

Věta 18. Necht’ jsou f : M → V a g : M → V zobrazenı́ metric-
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kého prostoru M do vektorového prostoru V se skalárnı́m souči-
nem, které jsou spojité v bodě a. Pak (f, g) spojitá funkce v bodě
a.

Důkaz. se provede obvyklým způsobem, a proto jej nebudeme uvádět.

Věta 19. Zobrazenı́ F :M → Rn metrického prostoruM je spojité
v bodě a právě tehdy, když jsou v bodě a spojité všechny funkce
fi :M → R, i = 1, 2, . . . , n.

Důkaz. se provede obvyklým způsobem, a proto jej nebudeme uvádět.

Věta 20. Necht’ jsou f :M → R a g :M → R funkce na metrickém
prostoru M , které jsou spojité v bodě a. Pak jsou funkce fg, a

jestliže g(a) 6= 0 také funkce
f

g
spojité v bodě a.

Důkaz. se provede obvyklým způsobem, a proto jej nebudeme uvádět.
Poznámka. Věty obdobné větám 17–20 platı́ s přı́slušnými modifikacemi také
pro spojitá zobrazenı́ na množině M .

Uvedeme ještě jednu větu, která se týká spojitých funkcı́ na
kompaktnı́ch množinách v Rn: Věta 21. (Weierstrass) Necht’ je

f : X → R spojitá funkce na kompaktnı́ množině X ⊂ Rn. Pak
v X existujı́ body xm a xM takové, že pro každé x ∈ X platı́
f(xm) ≤ f(x) a f(xM) ≥ f(x). Tedy spojitá funkce na kompaktnı́
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množiněX ⊂ Rn nabývá na množiněX svého minima a maxima.

Důkaz. Nejprve připomeňme, že pro každou posloupnost xn na kompaktnı́
množině X existuje vybraná podposloupnost yn, která v X konverguje. Nej-
prve ukážeme, že spojitá funkce na kompaktnı́ množině je omezená. Před-
pokládejme, že funkce f(x) nenı́ omezená. Pak je pro každé n ∈ N množina
Xn =

{
x ∈ X ; f(x) > n

}
neprázdná. Pro každé n ∈ N vybereme prvek

xn ∈ Xn. Takto zı́skáme posloupnost xn na kompaktnı́ množině X. Z lze vy-
brat konvergentnı́ podposloupnost yn. Tedy existuje lim

n→∞
yn = y ∈ X. Ale

protože f
(
yn

)
> n je lim

n→∞
f(yn) = +∞. To je spor s tı́m, že funkce f(x) je

spojitá na X. Podobně se ukáže, že je funkce f(x) omezená zdola.
Protože je funkce f(x) omezená, existujı́ S = sup

x∈X
f(x) a s = inf

x∈X
f(x). Z defi-

nice suprema plyne, že pro každé n ∈ N je množina Xn =

{
x ∈ X ; f(x) > S − 1

n

}
neprázdná. Pro každé n ∈ N vyberme xn ∈ Xn. Protože je X kompaktnı́, lze
z této posloupnosti vybrat konvergentnı́ podposloupnost yn. Pak je zřejmě

f(yn) > S − 1
n

. Protože existuje lim
n→∞

yn = y ∈ X dostaneme limitnı́m pře-

chodem f(y) ≥ S. Ale protože S je supremum, musı́ platit f(y) = S. Tedy
existuje y ∈ X takové, že pro každé x ∈ X je f(y) = sup

x∈X
f(x) ≥ f(x).

Analogicky je ukáže existence bodu, ve kterém má funkce f(x) minimum. �
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4 DIFERENCIÁLNÍ POČET

FUNKCÍ VÍCE PROMĚNNÝCH

4.1. Diferenciál funkce

V diferenciálnı́m počtu se snažı́me lokálně, tj. v okolı́ daného bodu, nahra-
zovat zobrazenı́ zobrazenı́m jednoduššı́m. V nulté aproximaci zobrazenı́m
konstantnı́m; tomu odpovı́dá limita zobrazenı́. Prvnı́ aproximace je nahrazenı́
dané funkce v okolı́ daného bodu rovinou. Tato rovina se volı́ tak, aby se v okolı́
bodu co nejméně lišila od grafu funkce. To znamená, že se volı́ tečná rovina.
Za druhou aproximaci se volı́ kvadratická plocha, která v přesně daném smyslu
co nejlépe aproximuje v okolı́ daného bodu graf funkce, atd. Tento princip lze
obecně použı́t při zavedenı́ diferenciálnı́ho počtu v úplných normovaných, tzv.
Banachových prostorech. My se nebudeme zabývat diferenciálnı́m počtem v
takových obecných prostorech, ale pouze diferenciálnı́m počtem v prostorech
Rn. Připomeňme, že Rn považujeme za úplný normovaný prostor s metrikou
generovanou jednou z ekvivalentnı́ch norem ν1, ν2 nebo νmax. V geometrických
úvahách je nejvhodnějšı́ norma ν2, která je generována skalárnı́m součinem.
Pouze v prostorech se skalárnı́m součinem má smysl hovořit o úhlu dvou vek-
torů, a tedy o kolmých vektorech. S touto normou je prostor Rn úplný vektorový
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prostor se skalárnı́m součinem, tzv. Hilbertův prostor.

Necht’ je dána funkce f : Rn → R a bod a ∈ D◦
f . Naše snaha bude nahradit v

okolı́ bodu a funkci f(x) pomocı́ lineárnı́ funkce, tj. vyjádřit ji ve tvaru

f(x) ≈ f(a)+c1
(
x1−a1

)
+c2

(
x2−a2

)
+· · ·+cn

(
xn−an

)
= f(a)+

n∑
k=1

ck

(
xk−ak

)
,

(4.1)

kde ci jsou vhodná reálná čı́sla. Tedy rozdı́l mezi přesnou hodnotou funkce
f(x) od našı́ prvnı́ aproximace je

η(a,x− a) = f(x)− f(a)−
n∑

k=1

ci

(
xk − ak

)
. (4.2)

Po čı́slech ci budeme požadovat, aby byl tento rozdı́l pro malé ‖x− a‖ malý.
Přesněji aby platilo

lim
a→x

∣∣η(a,x− a)
∣∣

‖x− a‖
= 0 . (4.3)

Jestliže zavedeme novou proměnnou h = x−a, lze vztahy (4.1)–(4.3) zapsat
ve tvaru

f(a+ h) = f(a) + c1h1 + c2h2 + · · ·+ cnhn + η(a,h) =

= f(a) +
∑n

k=1 ckhk + η(a,h) ,

limh→0

∣∣η(a,h)
∣∣

‖h‖ = 0 .

(4.4)

To nás vede k následujı́cı́ definici:
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Definice 1. Necht’ je dána funkce f : Rn → R a bod a ∈ D◦
f .

Jestliže existujı́ reálná čı́sla ck, k = 1, 2, . . . , n taková, že
platı́ (4.4), nazýváme lineárnı́ funkci

df(a,h) = c1h1 + c2h2 + · · ·+ cnhn =
n∑

k=1

ckhk = c ·h (4.5)

proměnné h =
(
h1, h2, . . . , hn

)
diferenciálem funkce f(x)

v bodě a.
Jestliže existuje diferenciál funkce f(x) v bodě a, nazývá
se funkce diferencovatelná v bodě a. Funkce f(x) se
nazývá diferencovatelná na množině M ⊂ Rn, je-li
diferencovatelná v každém bodě množiny M .

Protože pro funkce fk : Rn → R definované předpisem fk(x) = xk

je dfk(a,h) = dxk = hk, často se diferenciál (4.6) pı́še ve tvaru

df = c1dx1 + c2dx2 + · · ·+ cndxn =
n∑

k=1

ckdxk = c · dx . (4.6)
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Poznámka. Jestliže je funkce y = f(x) diferencovatelná v bodě a a df =
n∑

k=1

ckhk, lze jejı́ graf aproximovat v malém okolı́ bodu
(
a, f(a)

)
tečnou rovinou.

Ta má rovnici

y = f(a)+c1
(
x1−a1

)
+c2

(
x2−a2

)
+· · ·+cn

(
xn−an

)
= f(a)+

n∑
k=1

ck

(
xk−ak

)
.

(4.7)
Naopak jestliže funkce y = f(x) nenı́ diferencovatelná v bodě a, neexistuje
ke grafu této funkce v bodě a tečná rovina.
Necht’je v prostoru Rk dána rovina jejı́m normálovým vektorem n =

(
n1, n2, . . . , nk

)
a bodem a, kterým procházı́. Pak je každý vektor, který ležı́ v této rovině kolmý
na vektor n. To ale znamená, že pro každý bod x této roviny je vektor x − a

kolmý na vektor n, neboli

n·(x−a) = 0⇐⇒ n1(x1−a1)+n2(x2−a2)+. . . nk(xk−ak) =
k∑

i=1

ni(xi−ai) = 0 .

(4.8)
Když srovnáme vztahy (4.7) a (4.8), vidı́me, že tečná rovina je kolmá na (n+1)–
rozměrný vektor n = (c1, c2, . . . , cn,−1) a procházı́ bodem

(
a1, a2, . . . , an, f(a)

)
.

Přı́mka, která procházı́ bodem
(
a, f(a)

)
a je kolmá na tečnou rovinu v tomto

bodě, se nazývá normála ke grafu funkce y = f(a) v bodě
(
a, f(a

)
. Jejı́

parametrické rovnice tedy jsou

xk = ak + ckt , y = f(a)− t , (4.9)

kde k = 1, 2, . . . , n a t ∈ R.
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Obdobně se definuje pojem diferenciálu a diferencovatelného
zobrazenı́ pro zobrazenı́ f : Rn → Rk.

Definice 2. Necht’ je f : Rn → Rk a a ∈ D◦
f . Necht’ existuje

matice C typu (k × n) s prvky cij taková, že

f(a+ h) = f(a) +Ch+ η(a,h) (4.10)

a

lim
h→0

‖η(a,h)‖
‖h‖

= 0 . (4.11)

Pak lineárnı́ zobrazenı́

y = Ch ⇐⇒ yi =
n∑

j=1

cijhj (4.12)

nazýváme diferenciálem zobrazenı́ f(x) v bodě a.

Jestliže existuje diferenciál zobrazenı́ f(x) v bodě a, nazýváme
toto zobrazenı́ diferencovatelné v bodě a. Zobrazenı́ f(x) se
nazývá diferencovatelné na množině M ⊂ Rn, jestliže je dife-
rencovatelné v každém bodě a ∈M .

http://euler.fd.cvut.cz


Home

Úvod

JJ II

J I

Strana 57

Zpět
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Bývá zvykem psát diferenciál zobrazenı́ y = f(x) ve tvaru

dy = Cdx ⇐⇒ dyi =
k∑

j=1

cijdxj . (4.13)

Věta 1. Zobrazenı́ f : Rn → Rk je diferencovatelné v bodě a

právě tehdy, když jsou v bodě a diferencovatelné všechny funkce
fi(x), i = 1, 2, . . . , k. Přitom platı́

dfi(a,h) =
n∑

j=1

cijhj , i = 1, 2, . . . , k ,

kde cij jsou složky matice C.

Věta 2. Má-li funkce f(x) v bodě a diferenciál, je v tomto bodě
spojitá.
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Věta 3. Necht’ jsou f a g funkce z Rn do R, které jsou diferen-
covatelné v bodě a a α ∈ R je konstanta. Pak jsou v bodě a

diferencovatelné funkce α · f ,
(
f + g

)
, f · g a je-li g(a) 6= 0 také

f

g
a platı́:

d
(
αf
)
(a,h) = αdf(a,h) , (4.14)

d
(
f + g

)
(a,h) = df(a,h) + dg(a,h) , (4.15)

d
(
f · g

)
(a,h) = g(a) · df(a,h) + f(a) · dg(a,h) , (4.16)

d
(

f
g

)
(a,h) = g(a)·df(a,h)−f(a)·dg(a,h)

g2(a) . (4.17)

Věta 4. Necht’ jsou f(x) a g(x) zobrazenı́ z Rn do Rk, která jsou
diferencovatelná v bodě a aα(x) je funkce na Rn diferencovatelná
v bodě a. Pak jsou v bodě a diferencovatelné funkce

(
αf
)
(x),(

f + g
)
(x) a

(
f · g

)
(x), skalárnı́ součin, a platı́

d
(
αf
)
(a,h) = f(a)dα(a,h) + α(a)df(a,h) ,

d
(
f + g

)
(a,h) = df(a,h) + dg(a,h) ,

d
(
f · g

)
(a,h) = df(a,h) · g(a) + f(a) · dg(a,h) .

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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Věta 5. (diferenciál složeného zobrazenı́) Necht’ f : Rn → Rm

a g : Rm → Rk, zobrazenı́ f(x) je diferencovatelné v bodě a

a zobrazenı́ g(y) je diferencovatelné v bodě A = f(a). Pak je
složené zobrazenı́ g ◦ f : Rn → Rk diferencovatelné v bodě a a
platı́ d

(
g◦f

)
(a,h) = dg

(
A, df(a,h)

)
. Jestliže pı́šeme df(a,h) =

Ch a dg(A,k) = Dk, pak d
(
g ◦ f

)
(a,h) = DCh, neboli ve

složkách

d
(
g ◦ f

)
r
(a,h) =

m∑
s=1

n∑
t=1

drscstht ,

kde r = 1, 2, . . . , k.

4.2. Parciálnı́ derivace

Jak je známo z přednášky MA1, diferenciál funkce f(x) jedné
proměnné v bodě a existuje právě tehdy, když existuje derivace
f ′(a) funkce f(x) v bodě a. Pak je df(a, h) = f ′(a)h. Podobně
lze diferenciál funkce vı́ce proměnných vyjádřit pomocı́ derivacı́.
Ale umı́me derivovat pouze funkce jedné proměnné. Proto se pro
funkce vı́ce proměnných zavádějı́ derivace podle vektoru.

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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Definice 3. Necht’ je f : Rn → R funkce n proměnných
a ∈ Df a v =

(
v1, v2, . . . , vn) vektor v Rn. Necht’ je bod a hro-

madným bodem množinyM =
{
x ; x = a+vt , t ∈ R

}
∩Df

a F (t) = f
(
a + vt

)
. Jestliže existuje derivace F ′(0), řek-

neme, že funkce f(x)má v bodě a derivaci podle vektoru
v rovnou F ′(0). Derivaci funkce f(x) podle vektoru v

značı́me
∂f

∂v
, f ′v apod.

Jestliže je ‖v‖ = 1, nazýváme derivaci podle vektoru v

derivace ve směru v.
Jestliže je vektor v jeden z jednotkových vektorů ve směru
souřadnicových os, tj. v = ei, nazýváme derivaci fei

ve
směru ei parciálnı́ derivacı́ podle proměnné xi. Parciálnı́

derivace budeme značit
∂f

∂xi

nebo f ′i .

Poznámka. Podle definice je derivace funkce f(x) podle vektoru v rovna

f ′v(x) = lim
t→0

f(x+ vt)− f(x)
t

=

= lim
t→0

f
(
x1 + v1t, x2 + v2t, . . . , xn + vnt

)
− f

(
x1, x2, . . . , xn

)
t

.

Speciálně parciálnı́ derivace podle proměnné xi je

∂f

∂xi
= lim

t→0

f
(
x1, . . . , xi−1, xi + t, xi+1, . . . , xn

)
− f(x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn

)
t

.
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To znamená, že parciálnı́ derivaci funkce f(x) podle proměnné xi najdeme
tak, že všechny proměnné mimo xi považujeme za konstanty a derivujeme
podle xi jako funkci jedné proměnné.

Podobně se definuje derivace podle vektoru v zobrazenı́ f :
Rn → Rk. Protože takové zobrazenı́ je jednoznačně určeno k

funkcemi fi : Rn → R, budeme, pokud nenı́ řečeno jinak, for-
mulovat věty pro funkce f : Rn → R. Zobecněnı́ na zobrazenı́
f : Rn → Rk je zřejmé.
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Protože jsou derivace podle vektoru derivace funkce jedné pro-
měnné, platı́ pro ně vztahy známé z MA1.

Věta 6. Necht’ majı́ funkce f(x) a g(x) derivace podle vektoru v

v bodě a a α ∈ R je konstanta. Pak platı́(
αf
)′

v
(a) = αf ′v(a) ,(

f + g
)′

v
(a) = f ′v(a) + g

′
v(a) ,(

fg
)′

v
(a) = f ′v(a)g(a) + f(a)g

′
v(a)

a je-li g(a) 6= 0 také(
f

g

)′
v

(a) =
f ′v(a)g(a)− f(a)g′v(a)

g2(a)
.

Věta 7. Pro každý vektor v a a ∈ R platı́ f ′av(x) = af
′
v(x).

Poznámka. Pro derivaci podle vektoru obecně neplatı́ f ′(v1+v2)
= f ′v1 + f ′v2 .

Tedy derivace podle vektoru nenı́ lineárnı́ funkcı́ vektoru v.

Věta 8. Má-li funkce f(x) v bodě a diferenciál, existuje derivace
funkce f(x) v bodě a podle každého vektoru v a platı́ f ′v(a) =
df(a,v).
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Zavřı́t

Konec

Poznámka. Z věty 8 plyne, že je-li funkce f(x) diferencovatelná v bodě a,
je zobrazenı́ v → f ′v(a) lineárnı́ funkcı́ vektoru v. Konkrétně je-li df(a,h) =

n∑
k=1

ckhk, pak je f ′v(a) =
n∑

k=1

ckvk.

Ve speciálnı́m přı́padě parciálnı́ch derivacı́ je
∂f

∂xi
(a) = ci. Tedy jestliže má

funkce f(x) v bodě a diferenciál, existujı́ všechny parciálnı́ derivace
∂f

∂xi
(a) a

platı́

df(a,h) =
n∑

k=1

∂f

∂xk
(a)hk .

Ale v obecném přı́padě nezaručuje existence všech parciálnı́ch derivacı́ exis-
tenci diferenciálu funkce, a tedy ani existenci tečné roviny ke grafu funkce
y = f(x) v bodě a. V přednášce se nebudeme zabývat zkoumánı́m parciál-
nı́ch derivacı́ funkce f(x) v přı́padě, že neexistuje jejı́ diferenciál. Pokud tedy
budeme mluvit o parciálnı́ch derivacı́ch funkce f(x), budeme předpokládat, že
je funkce diferencovatelná, a proto lze odvodit mnohé vztahy mezi derivacemi
pomocı́ podobných vztahů pro diferenciály a vztahu (21).
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Definice 4. Necht’ má funkce f(x) v bodě a diferenciál. Pak
vektor

grad f(a) =
(
f ′1(a), f

′
2(a), . . . , f

′
n(a)

)
nazýváme gradient funkce f(x) v bodě a.

Podle věty 8 pak můžeme v přı́padě, že je funkce f(x) diferen-
covatelná v bodě a, psát

f ′v(a) = v · grad f(a) .

Věta 9. (parciálnı́ derivace složené funkce) Necht’ je f : Rn →
Rm zobrazenı́ diferencovatelné v bodě a a g : Rm → Rk zobrazenı́
diferencovatelné v bodě A = f(a). Pak existujı́ parciálnı́ derivace
složené funkce H = g ◦ f : Rn → Rk a platı́

∂Hi

∂xk

(a) =
m∑

r=1

∂gi

∂yr

(A) · ∂fr

∂xk

(a) .

Pro diferencovatelné funkce vı́ce proměnných platı́ některé věty
analogické větám o diferencovatelných funkcı́ch jedné proměnné.
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Napřı́klad analogie k Lagrangeově větě o střednı́ hodnotě je

Věta 10. Necht’ je funkce f(x) diferencovatelná na otevřené kon-
vexnı́ množině M ∈ Rn. Pak pro každé dva body a, b ∈ M

existuje ξ ∈M takový, že

f(b)− f(a) = df(ξ, b− a) =
n∑

k=1

∂f

∂xk

(ξ)
(
bk − ak

)
.

Důsledek. Jestliže je funkce f(x) diferencovatelná na otevřené
konvexnı́ množině M a všechny jejı́ parciálnı́ derivace jsou rovny
nule, je funkce f(x) na množině M konstantnı́.

Poznámka. Výše uvedený důsledek platı́ v mnohem obecnějšı́ množiny M ⊂
Rn. Z důkazu je zřejmé, že pro jeho platnost potřebujeme pouze to, aby exis-
toval bod a ∈ M takový, že každý bod x ∈ M lze spojit s bodem a lomenou
čarou. Lze ukázat, že pokud M je otevřená souvislá podmnožina v Rn, funkce

f(x) je diferencovatelná v M a pro každé k = 1, 2, . . . , n je
∂f

∂xk
(x) = 0, je

funkce f(x) konstantnı́ v M .

Z toho, co bylo řečeno výše, plyne, že pokud existuje diferen-
ciál funkce f(x) umı́me je vyjádřit pomocı́ parciálnı́ch derivacı́.
Ale otázkou je, jak snadno ukázat existenci diferenciálu. Jednu z
odpovědı́ dává následujı́cı́ věta.
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Věta 11. Necht’ má funkce f(x) v okolı́ bodu a parciálnı́ derivace,
které jsou spojité v bodě a. Pak je funkce f(x) diferencovatelná
v bodě a.

Tvrzenı́ 1. Necht’má funkce f(x) všechny parciálnı́ derivace
v množině M = (a1 − ε1, a1 + ε1)× (a2 − ε2, a2 + ε2)× · · · ×
(an − εn, an + εn). Pak pro každé b ∈ M existujı́ v M body
ξ(1), ξ(2), . . . , ξ(n) takové, že

f(b)− f(a) =
n∑

k=1

∂f

∂xk

(
ξ(k)
)(
bk − ak) .

Poznámka. Všimněte si, že na rozdı́l od věty 10 nepožadujeme, aby funkce
f(x) byla na M diferencovatelná.

Definice 5. Jestliže má zobrazenı́ f(x) na otevřené
množině M ⊂ Rn spojité parciálnı́ derivace, tj. všechny
jeho složky fi(x), i = 1, 2, . . . , n, majı́ na M spojité parciálnı́
derivace, nazýváme zobrazenı́ f(x) zobrazenı́m třı́dy
C1 na množině M . Množina všech zobrazenı́ třı́dy C1 na
množině M se obvykle značı́ C1(M).
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Věta 12. Jestliže je zobrazenı́ f ∈ C1(M), pak je f(x) diferenco-
vatelné.

Z tvrzenı́ 1. plyne velmi užitečná věta

Věta 13. Necht’ má funkce f(x) v jistém okolı́ bodu a všechny
parciálnı́ derivace f ′k(x), které jsou spojité v bodě a. Pak existuje
okolı́ bodu a, na kterém je funkce f(x) spojitá.
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5 DIFERENCIÁLY

VYŠŠÍCH ŘÁDŮ

Definice 1. Řekneme, že funkce f(x)má v bodě a diferen-
ciál druhého řádu neboli druhý diferenciál, jestliže

(1) funkce f(x) má diferenciál prvnı́ho řádu v jistém
okolı́ bodu a,

(2) všechny parciálnı́ derivace f ′k majı́ v bodě a diferen-
ciál prvnı́ho řádu.

Druhý diferenciál funkce f(x) v bodě a budeme značit
d2f(a,h) a platı́

d2f(a,h) =
n∑

r,s=1

∂

∂xr

(
∂f

∂xs

)
(a)hrhs . (5.1)
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Z rovnice (5.1) vidı́me, že pro výpočet druhého diferenciálu po-
třebujeme parciálnı́ derivace z parciálnı́ch derivacı́, tj. druhé par-
ciálnı́ derivace.

Definice 2. Necht’ parciálnı́ derivace
∂f

∂xi

(x) existuje v

jistém okolı́ bodu a. Jestliže existuje parciálnı́ derivace
∂

∂xk

(
∂f

∂xi

)
(a) nazýváme tento výraz druhou parciálnı́ de-

rivacı́ funkce f(x) podle proměnných xi a xk v bodě a.
Druhé parciálnı́ derivace se často značı́

∂

∂xk

(
∂f

∂xi

)
(a) =

∂2f

∂xk∂xi

(a) = f ′ik(a) .

Poznámka: V obecném přı́padě je nutné zachovávat pořadı́ derivovánı́. Tedy
obecně je f ′ik(a) 6= f ′ki(a). Ale pokud má funkce druhý diferenciál platı́ násle-
dujı́cı́ věta:

Věta 1. Necht’ je f(x1, x2) funkce dvou proměnných a necht’ jejı́

parciálnı́ derivace
∂f

∂x1
= f ′1 a

∂f

∂x2
= f ′2 existujı́ v jistém okolı́ bodu

a = (a1, a2) a majı́ diferenciál v bodě a. Pak je f ′12(a) = f
′
21(a).
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Důsledek. Jestliže má funkce f(x) v bodě a druhý diferenciál,
platı́ pro každé i, k = 1, 2, . . . , n rovnost

∂

∂xi

(
∂f

∂xk

)
(a) =

∂

∂xk

(
∂f

∂xi

)
(a) .

Protože pro funkce, které majı́ druhý diferenciál jsou parciálnı́
derivace záměnné, tj. platı́ f ′ik(a) = f

′
ki(a), lze vztah (5.1) psát ve

tvaru

d2f(a,h) =
n∑

i=1

f ′ii(a)h
2
i +

∑
i6=k

f ′ik(a)hihk =

n∑
i=1

f ′ii(a)h
2
i + 2

∑
1≤i<k≤n

f ′ik(a)hihk . (5.2)

Věta 1 o záměnnosti parciálnı́ch derivacı́ vyžaduje předpoklad
existence diferenciálu prvnı́ch parciálnı́ch derivacı́. Tento předpo-
klad se dá poměrně obtı́žně ověřit. Jedna z možnostı́, jak ověřit
existenci druhého diferenciálu dává následujı́cı́ věta.
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Věta 2. Necht’ má funkce f(x) všechny prvnı́ parciálnı́ derivace
v jistém okolı́ bodu a a všechny druhé parciálnı́ derivace jsou
spojité v bodě a. Pak v bodě a existuje druhý diferenciál funkce
f(x).

Tedy pokud má funkce f(x) na množině M spojité druhé deri-
vace, jsou záměnné. Ale abychom ověřili předpoklady této věty,
musı́me vědět, že jsou spojité obě derivace f ′ik a f ′ki. Tedy tato
věta nemá přı́liš velký praktický význam pro to, abychom zjistili,
že parciálnı́ derivace jsou záměnné. Ale platı́ následujı́cı́

Věta 3. Necht’ je f(x) funkce n proměnných. Necht’ v jistém okolı́
bodu a existujı́ prvnı́ parciálnı́ derivace f ′i(x) a f ′k(x) a necht’
je f ′ik(x) =

(
f ′i
)′

k
(x) je spojitá v bodě a. Pak v bodě a existuje

f ′ki(a) =
(
f ′k
)′

i
(a) a platı́ f ′ik(a) = f

′
ki(a).

Abychom definovali diferenciál k–tého řádu, budeme nejprve de-
finovat parciálnı́ derivace k–tého řádu.
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Definice 3. Necht’ je f(x) funkce n proměnných. Jestliže
existuje parciálnı́ derivace

∂

∂xik

(
∂k−1f

∂xik−1∂xik−2 . . . ∂xi1

)
(a) =

∂kf

∂xik∂xik−1 . . . ∂xi1

(a) =

= f ′i1i2...ik−1ik(a) ,

nazýváme tento výraz parciálnı́ derivacı́ funkce f(x) podle
proměnných i1, i2, . . . , ik v bodě a.

Obecně závisı́ parciálnı́ derivace k–tého řádu na pořadı́, ve které
derivujeme. Ale platı́ věty, které jsou analogické větám 1, 2 a 3:

Věta 4. Necht’ všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) až do řádu
(k − 2) včetně majı́ diferenciál v jistém okolı́ bodu a a všechny
parciálnı́ derivace řádu (k − 1) majı́ diferenciál v bodě a. Pak
existujı́ všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) v okolı́ bodu a až
do řádu k včetně a nezávisı́ na pořadı́, v němž derivujeme.
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Věta 5. Necht’ jsou všechny parciálnı́ derivace až do řádu (k− 1)
záměnné v jistém okolı́ bodu a. Je-li v bodě a spojitá parciálnı́ de-
rivace

(
fi1i2...,ik−1

)′
ik
(a), pak pro každou permutaci

(
j1, j2, . . . , jk

)
indexů

(
i,i2, . . . , ik

)
existuje parciálnı́ derivace

f ′j1j2...jk
(a) = f ′i1i2...ik(a) .

Poznámka: Jestliže má funkce f(x) v bodě a záměnné parciálnı́ derivace
řádu k, použı́váme pro parciálnı́ derivace zkrácené značenı́

∂kf

∂xi1∂xi2 . . . ∂xik

=
∂kf

∂xk1
1 ∂xk2

2 . . . ∂xkn
n

,

kde k = k1+k2+ · · ·+kn a k1 je počet parciálnı́ch derivacı́ podle x1, k2 je počet
parciálnı́ch derivacı́ podle x2, atd. Přitom je-li ki = 0, vynecháváme symbol
∂x0i .

Tedy napřı́klad f ′1214514 =
∂7f

∂x31∂x2∂x24∂x5
.

Nynı́ zobecnı́me definici 1 na přı́pad diferenciálu libovolného řádu.
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Definice 4. Necht’ je dána funkce f(x) = f
(
x1, x2, . . . , xn

)
.

Řekneme, že funkce f(x) má v bodě a diferenciál řádu k

nebo diferenciál k–tého řádu, jestliže

(1) všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) až do řádu
(k − 2) včetně majı́ diferenciál prvnı́ho řádu v jistém
okolı́ bodu a

(2) všechny parciálnı́ derivace funkce f(x) řádu (k − 1)
majı́ v bodě a diferenciál prvnı́ho řádu.

Pak definujeme k–tý diferenciál funkce f(x) v bodě a

vztahem dkf(a,h) = d
(
dk−1f(x,h)

)
(a,h), kde diferenciál

řádu (k − 1) považujeme za funkci proměnné x.

Věta 6. Jestliže má funkce f(x) v bodě a diferenciál řádu k,
pak jsou jejı́ všechny parciálnı́ derivace až do řádu k v bodě a

záměnné.
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Úvod

JJ II

J I

Strana 75

Zpět
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Definice 5. Necht’ je M ⊂ Rn otevřená množina. Jestliže
má funkce f(x) na množině M všechny parciálnı́ derivace
až do řádu k včetně spojité, řı́káme, že je třı́dy Ck(M).
Jestliže má funkce f(x) na otevřené množině M ⊂ Rn

spojité parciálnı́ derivace všech řádů, řı́káme, že je třı́dy
C∞(M) neboli že je hladká na M .

Věta 7. Každá funkce f(x) ∈ Ck(M) má na množině M diferen-
ciál řádu k a všechny jejı́ parciálnı́ derivace až do řádu k jsou na
množině M záměnné.

Jak jsme se již zmı́nili, lze diferenciály vyjádřit pomocı́ parciálnı́ch
derivacı́. Prvnı́ diferenciál je funkce f(x) je

df(x,h) =
n∑

r=1

∂f

∂xr

(x)hh .

Protože druhý diferenciál je prvnı́ diferenciál druhého diferenciálu
je

d2f(x,h) =
∑
r,s

∂2f

∂xr∂xs

(x)hrhs .
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Obecně je k–tý diferenciál funkce f(x) roven

dkf(x,h) =
∑

i1,i2,...,ik

f ′i1i2...ik(x)hi1hi2 . . . hik . (5.3)

Jestliže má funkce f(x) diferenciál k–tého řádu jsou podle věty
4 všechny parciálnı́ derivace řádu k záměnné. To nám umožňuje
sloučit v (5.3) členy, které se lišı́ pouze pořadı́m derivovánı́. Po-
čet všech permutacı́ k prvkové množiny je k!. Jestliže se v této
množině vyskytuje derivace podle prvnı́ proměnné k1–krát, deri-
vacı́ podle druhé proměnné k2–krát atd., nezměnı́ se permutace,
jestliže permutujeme k1 prvkovou množinu, která obsahuje deri-
vace podle proměnné x1, k2 prvkovou množinu, která obsahuje
derivace podle proměnné x2, atd. Tedy (5.3) lze zapsat ve tvaru

dkf(x,h) =

=
∑

k1+k2+···+kn=k

k!
k1! · k2! · · · · · kn!

∂kf

∂xk1
1 ∂x

k2
2 . . . ∂x

kn
n

(x)hk1
1 h

k2
2 . . . h

kn
n .

(5.4)

Poznámka: Jestliže si uvědomı́me, že pro každé k ∈ N platı́ vztah

(
a1 + a2 + · · ·+ an

)k
=

∑
k1+k2+···+kn=k

k!
k1! · k2! · · · · · kn!

ak1
1 ak2
2 . . . akn

n ,
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lze vztah (5.4) přepsat ve tvaru

dkf(x,h) =

(
h1

∂

∂x1
+ ha

∂

∂x2
+ · · ·+ hn

∂

∂xn

)k

f(x) .

Z věty 4.9 vı́me, že když má zobrazenı́ g : Rn → Rm v bodě a

diferenciál prvnı́ho řádu a funkce f : Rm → R v bodě A = g(a)
diferenciál prvnı́ho řádu, existuje diferenciál prvnı́ho řádu, a tedy
i všechny parciálnı́ derivace složené funkce H = f ◦ g : Rn → R.
Přitom jsou parciálnı́ derivace dány vztahem

∂H

∂xi

(a) =
m∑

r=1

∂f

∂yr

(A) · ∂gr

∂xi

(a) .

Tedy jestliže existujı́ prvnı́ diferenciály zobrazenı́ g(x) v jistém
okolı́ bodu a a funkce f(y) v jistém okolı́ bodu A existuje parciálnı́
derivace složené funkce H(x) = f

(
g(x)

)
v jistém okolı́ bodu a a

je rovna
∂H

∂xi

(x) =
m∑

r=1

∂f

∂yr

(
g(x)

)
· ∂gr

∂xi

(x) . (5.5)

Jestliže budeme předpokládat, že zobrazenı́ g(x) a funkce f(y)
majı́ diferenciály druhého řádu, lze derivovat rovnost (5.5) podle
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xk. Derivacı́ dostaneme

∂

∂xk

(
∂H

∂xi

)
(x) =

m∑
r=1

∂

∂xk

(
∂f

∂yr

(
g(x)

)
· ∂gr

∂xi

(x)

)
=

=
m∑

r=1

[
∂

∂xk

(
∂f

∂yr

(
g(x)

)) ∂gr

∂xi

(x) +
∂f

∂yr

(
g(x)

) ∂

∂xk

(
∂gr

∂xi

)
(x)

]
.

Protože
∂f

∂yr

(
g(x)

)
je složená funkce a druhé parciálnı́ derivace

jsou záměnné (předpokládali jsme, že existuje druhý diferenciál),
dostaneme

∂2H

∂xi∂xk

(x) =
m∑

r,s=1

∂2f

∂yr∂ys

(
g(x)

) ∂gs

∂xk

(x)
∂gr

∂xi

(x)+

+
m∑

r=1

∂f

∂yr

(
g(x)

) ∂2gr

∂xk∂xi

(x) . (5.6)

Podobně jako jsme odvodili ze vztahu (5.5) rovnost (5.6), lze za
předpokladu existence třetı́ch diferenciálů zobrazenı́ f(y) a g(x)
najı́t třetı́ parciálnı́ derivace složené funkce H = f ◦ g(x), atd.
Obecně platı́:
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Věta 8. Necht’ má zobrazenı́ g : Rn → Rm v bodě a diferenciál
k–tého řádu a funkce f : Rm → R v bodě A = g(a) diferenciál
k–tého řádu. Pak v bodě a má složená funkce H = f ◦g všechny
parciálnı́ derivace až do řádu k a tyto derivace jsou záměnné.

Věta 9. Jestliže je zobrazenı́ g : Rn → Rm třı́dy Ck(M), kde M

je otevřená podmnožina Rn a funkce f : Rm → R je třı́dy Ck(N),
kde N ⊂ Rm je otevřená množina taková, že g(M) ⊂ N , pak je
složená funkce H = f ◦ g ∈ Ck(M).

Věta 10. Necht’ má zobrazenı́ g : Rn → Rm v bodě a diferenciál
k–tého řádu a funkce f : Rm → R v bodě A = g(a) diferenciál k–
tého řádu. Pak v bodě a má složená funkce H = f ◦ g diferenciál
k–tého řádu.

Při počı́tánı́ s diferenciály se často použı́vá velmi užitečná sym-
bolika. Zaved’me v Rn speciálnı́ funkce Vi(x) = xi. Funkcı́m Vi(x)
můžeme řı́kat třeba ”i–tá nezávislá proměnná”. Funkce Vi(x)majı́
diferenciály všech řádů a přitom je dVi(x,h) = hi a dkVi(x) = 0
pro každé k > 1. Jestliže jsme diferenciál funkce f značili df , je
přirozené psát hi = dVi = dxi. Při tomto označenı́ se zapı́še jako

df(x) =
n∑

r=1

∂f

∂xr

(x) dxr
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nebo prostě

df =
n∑

r=1

∂f

∂xr

dxr =
n∑

r=1

f ′r dxr .

Toto označenı́ je velmi výhodné i pro zápis diferenciálu složené
funkce. Je-li totiž f : Rm → R a g : Rn → Rm, kde zobrazenı́ g =(
g1, g2, . . . , gm

)
, pak lze prvnı́ diferenciál složené funkceH = f ◦g

zapsat ve tvaru

dH =
m∑

r=1

n∑
s=1

f ′rgr,s dxs =
m∑

r=1

H ′
rdgr ,

protože dgr =
n∑

s=1

gr,s dxs. Mnohdy se ještě mlčky použı́vá úmluva,

že složenou funkci H(x) = f
(
g(x)

)
značı́me také f . Při této

úmluvě vždy platı́ vztah

df =
m∑

r=1

f ′r(y) dyr .

Pak závisı́ na tom, jestli považujeme funkci f za funkci nezávisle
proměnné y nebo je to proměnná, která ještě závisı́ na proměnné
x.
Ale obecně lze zavést operaci diferencovánı́ d, která funkci f
přiřadı́ funkci df . Tato operace má následujı́cı́ vlastnosti:
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(1) d(af + bg) = adf + bdg, kde a a b jsou reálné konstanty

(2) d(fg) = gdf + fdg

(3) d
(
fm
)
= mfm−1df , kde m ∈ R

(4) d
(
dkf
)
= dk+1f .

Přitom si je ale třeba uvědomit, že pokud jsou xi nezávisle pro-
měnné, je dkxi = 0 pro k ≥ 2.
Správné použı́vánı́ těchto označenı́ mnohdy dělá výpočty pro
parciálnı́ derivace a diferenciály přehlednějšı́. Tohoto označenı́
budeme často použı́vat zejména v přednášce 7 při výpočtu tzv.
vázaných extrémů funkce vı́ce proměnných.

Na závěr uvedeme analogii Taylorova vzorce pro funkci vı́ce pro-
měnných.

Věta 11. Necht’ je f : Rn → R funkce, která má v každém bodě
úsečky x = a + th, t ∈ (0, 1) diferenciál (k + 1)–nı́ho řádu. Pak
existuje Θ ∈ (0, 1) takové, že

f(a+h) = f(a)+
1
1!
df(a,h)+

1
2!
d2f(a,h)+ · · ·+ 1

k!
dkf(a,h)+

+
1

(k + 1)!
dk+1f(a+Θh,h) . (5.7)
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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V praxi je mnohdy výhodnějšı́ trochu slabšı́ tvrzenı́, které ukazuje,
jak lze pomocı́ diferenciálů nahradit funkci n proměnných f(x)
aproximovat polynomem do řádu k.

Věta 12. Necht’ je funkce f(x) ∈ Ck(M), kde M ⊂ Rn je otevřená
konvexnı́ množina a a ∈M . Pak pro každé h takové, že a+h ∈M
platı́

f(a+ h) = f(a) +
1
1!
df(a,h) +

1
2!
d2f(a,h) + · · ·+

+
1
k!
dk(a,h) + η(a,h) , (5.8)

kde

lim
h→0

∣∣η(a,h)∣∣
‖h‖k

= 0 .
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6 FUNKCE DEFINOVANÉ

IMPLICITNĚ

V této přednášce se budeme zabývat následujı́cı́m problémem:
Je dáno s spojitých funkcı́ Fk

(
x1, x2, ,̇xr, y1, y2, . . . , ys

)
= Fk(x,y), k = 1, 2, . . . , s,

r + s proměnných. Kdy existujı́, alespoň lokálně, spojité funkce y1 = f1(x),
y2 = f2(x), . . . , ys = fs(x) proměnných x1, x2, . . . , xr takové, že pro každé
k = 1, 2, . . . , s platı́

Fk

(
x,f(x)

)
= Fk

(
x1, . . . , xr, f1(x), . . . , fs(x)

)
= 0 ?

V podstatě se jedná o to, kdy můžeme zaručit, že ze soustavy rovnic

Fk

(
x1, . . . , xr, y1, . . . , ys

)
= 0, k = 1, 2, . . . , s ,

lze, alespoň lokálně, najı́t yk jako spojité funkce xi.
Řešenı́ tohoto problému nejprve ukážeme na přı́padě, kde r = s = 1. Jedná
se tedy o řešenı́ rovnice F (x, y) = 0. Nejprve musı́me zaručit, že rovnice
má nějaké řešenı́. Proto budeme předpokládat, že existujı́ a a b taková, že
F (a, b) = 0. Pro řešenı́ rovnice F (x, y) = 0 v okolı́ bodu (a, b) existujı́ na funkci
F (x, y) různé předpoklady. My budeme předpokládat, že funkce F (x, y) je v
okolı́ bodu (a, b) spojitá, že v jistém okolı́ bodu (a, b) existuje spojitá parciálnı́

derivace
∂F

∂y
(x, y), která je v bodě (a, b) různá od nuly. Za těchto předpokladů
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lze totiž, aspoň teoreticky, sestrojit pro každé x z jistého okolı́ bodu a funkci
y = f(x), pro kterou platı́ F

(
x, f(x)

)
= 0. Konstrukce řešenı́ využı́vá větu o

kontrahujı́cı́m zobrazenı́ v úplném metrickém prostoru.

Označme C = F,y(a, b) 6= 0 a uvažujme zobrazenı́ Φ(x, y) = y − 1
C

F (x, y).

Rovnice F (x, y) = 0 je ekvivalentnı́ rovnici y = Φ(x, y). Navı́c platı́ b = Φ(a, b),
funkce Φ(x, y) je spojitá v jistém okolı́ bodu (a, b), parciálnı́ derivace Φ,y(x, y)
existuje v jistém okolı́ tohoto bodu a Φ,y(a, b) = 0. Necht’ je dáno x. Později
ukážeme, jaké podmı́nky musı́ toto x splňovat. Sestrojme posloupnost y0 =
b, y1 = Φ(x, y0), y2 = Φ(x, y1), . . . , yn+1 = Φ(x, yn), . . . . Jestliže existuje
parciálnı́ derivace Φ,y(x, y) na úsečce, která spojuje bodu (x, yn) a (x, yn−1),
existuje podle Lagrangeově věty o střednı́ hodnotě η takové, že bod (x, η) ležı́
na této úsečce a platı́∣∣yn+1 − yn

∣∣ = ∣∣Φ(x, yn)− Φ(x, yn−1)
∣∣ = ∣∣Φ,y(x, η)

∣∣ · ∣∣yn − yn−1
∣∣ .

Bod x musı́me volit tak, aby bylo zaručeno, že pro každé n takové η existuje
a aby

∣∣Φ,y(x, η)
∣∣ < 1. Pak je pro takové x zobrazenı́ Φ(x, y) kontrahujı́cı́ v

proměnné y.
Protože je funkce Φ,y(x, y) spojitá v bodě (a, b) a Φ,y(a, b) = 0, existuje ∆ > 0

takové, že pro každé (x, y) ∈ (a−∆, a+∆)× (b−∆, b+∆) je
∣∣Φ,y(x, y)

∣∣ < 1
2

.

Protože je funkceΦ(x, y) v jistém okolı́ bodu (a, b) spojitá aΦ(a, b) = b, existuje

δ, 0 < δ < ∆ takové, že pro každé x ∈ (a− δ, a+ δ) je
∣∣Φ(x, b)− b

∣∣ <
∆
4

. Pak

pro každé x ∈ Uδ(a) platı́
∣∣yn+1 − yn

∣∣ <
1
2

∣∣yn − yn−1
∣∣. Z toho plyne, že pro

každé n je
∣∣yn+1 − yn

∣∣ <
1
2n
∣∣y1 − y0

∣∣ = 1
2n
∣∣Φ(x, b) − b

∣∣ <
∆
2n+2

. Pro každé
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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n ∈ N tedy platı́ nerovnost∣∣yn+1 − y0
∣∣ ≤ n∑

r=0

∣∣yr+1 − yr

∣∣ < n∑
r=0

2−r
∣∣y1 − y0

∣∣ < ∞∑
r=0

2−(r+2)∆ =
∆
2

.

Z toho ale plyne, že pro všechna x ∈ (a− δ, a+ δ) ležı́ celá posloupnost yn v
intervalu (b−∆, b+∆). Tedy pro každé takové x a n ∈ N existuje η ∈ (yn+1, yn)

takové, že
∣∣Φ(x, yn+1)−Φ(x, yn)

∣∣ = ∣∣Φ,y(x, η)
∣∣ < 1
2

. Protože pro každé m > n

je ∣∣ym − yn

∣∣ ≤ m−1∑
r=n

2−r−2∆ <
∞∑

r=n

2−r−2∆ = 2−n−1∆ ,

je posloupnost yn Cauchyovská. Existuje tedy lim
n→∞

yn = y ∈
〈

b− ∆
2

, b+
∆
2

〉
⊂(

b−∆, b+∆
)
. Protože je funkceΦ(x, y) spojitá, je y = lim

n→∞
yn+1 = lim

n→∞
Φ(x, yn) =

Φ(x, y). Tedy toto y je pro pevné x řešenı́m rovnice y = Φ(x, y). Jestliže je
z ∈

(
b−∆, b+∆

)
druhé řešenı́ této rovnice, je

∣∣y − z
∣∣ = ∣∣Φ(x, y)−Φ(x, z)

∣∣ <
1
2

∣∣y − z
∣∣, neboli y = z. Tedy pro každé x ∈ (a − δ, a + δ) existuje právě jedno

y ∈
(
b−∆, b+∆

)
takové, že y = Φ(x, y), čili F (x, y) = 0. Proto existuje funkce

f : (a − δ, a + δ) → (b − ∆, b + ∆) definovaná předpisem y = f(x), kde y je
právě nalezené řešenı́ rovnice F (x, y) = 0.
Ukážeme, že právě sestrojená funkce y = f(x) je na intervalu x ∈ (a −
δ, a + δ) spojitá. Protože y0(x) = b je spojitá funkce a yn+1(x) = Φ

(
x, yn(x)

)
plyne z předpokladu, že yn(x) je spojitá funkce, že funkce yn+1(x) je také
spojitá, protože Φ(x, y) je spojitá. Indukcı́ lze ukázat, že všechny funkce yn(x)
jsou na intervalu (a − δ, a + δ) spojité. Podle definice je y(x) = lim

n→∞
yn(x).

Ale z nerovnosti
∣∣y(x) − yn(x)

∣∣ < 2−n∆ plyne, že posloupnost funkcı́ yn(x)
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konverguje k funkci y(x) na intervalu (a−δ, a+δ) stejnoměrně. Proto je funkce
y = f(x) na intervalu (a− δ, a+ δ) spojitá.
Předpokládejme navı́c, že funkce F (x, y) má diferenciál prvnı́ho řádu. Uká-
žeme, že funkce y = f(x) má diferenciál prvnı́ho řádu. Protože má funkce
F (x, y) diferenciál prvnı́ho řádu, platı́

F (x+ h, y + k)− F (x, y) = F,x(x, y)h+ F,y(x, y)k +
(
|h|+ |k|

)
η(x, y;h, k) ,

kde lim
(h,k)→(0,0)

η(x, y;h, k) = 0. Necht’ je y(x + h) − y(x) = k(h). Pak je

F
(
x, y(x)

)
= F

(
x+ h, y(x) + k(h)

)
= 0, a tedy platı́

F,x

(
x, y(x)

)
h+ F,y

(
x, y(x)

)
· k(h) +

∣∣h+ k(h)
∣∣η(x, y(x);h, k(h)

)
= 0 ,

neboli

k(h)
(
F,y

(
x, y(x)

)
±η
(
x, y(x);h, k(h

))
= −h

(
F,x

(
x, y(x)

)
±η
(
x, y(x);h, k(h

))
.

Protože lim
h→0

k(h) = 0 a F,y(x, y) 6= 0, existuje okolı́ bodu
(
x, y(x)

)
takové, že

na tomto okolı́ je F,y

(
x, y(x)

)
± η
(
x, y(x);h, k(h)

)
6= 0. Na tomto okolı́ platı́

k(h) = − h

F,y

(
x,y(x)

)
±η
(
x,y(x);h,k(h)

)(F,x

(
x, y(x)

)
± η
(
x, y(x);h, k(h)

))
=

= −F,x

(
x,y(x)

)
F,y

(
x,y(x)

) h± F,x

(
x,y(x)

)
±F,y

(
x,y(x)

)
F,y

(
x,y(x)

)
·
(

F,y

(
x,y(x)

)
±η
(
x,y(x);h,k(h)

)) η
(
x, y(x);h, k(h)

)
h .

A protože lim
h→0

k(h) = 0 a lim
(h,k)→(0,0)

η(x, y;h, k) = 0, je

dy(x) = −
F,x

(
x, y(x)

)
F,y

(
x, y(x)

) dx .
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Tedy pro x ∈ (a− δ, a+ δ) existuje derivace

y′(x) = −
F,x

(
x, y(x)

)
F,y

(
x, y(x)

) .

Navı́c jsou-li obě parciálnı́ derivace funkce F (x, y) spojité, je tato derivace
spojitá v jistém okolı́ bodu x = a.
Má-li funkce F (x, y) na nějakém okolı́ bodu (a, b) diferenciál n–tého řádu, je
z (1) vidět, že v okolı́ bodu x = a má implicitně definovaná funkce y = y(x)
také diferenciál n–tého řádu a jestliže jsou na jistém okolı́ bodu (a, b) všechny
parciálnı́ derivace funkce F (x, y) až do řádu n včetně spojité, má funkce y =
y(x) na jistém okolı́ bodu x = a spojité všechny derivace až do řádu n.

Pro obecné r a s platı́ následujı́cı́ věta.
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Věta 1. (o implicitnı́ch funkcı́ch)
Necht’jsou r a s přirozená čı́sla a necht’je α = (a, b) = (a1, . . . , ar, b1, . . . , bs).
Necht’jsou funkceFk(x,y) = Fk(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys), k = 1, 2, . . . , s,
spojité v jistém okolı́ bodu α a majı́ v tomto okolı́ všechny parci-

álnı́ derivace prvnı́ho řádu
∂Fk

∂yi

, které jsou spojité spojité v bodě

α. Necht’ platı́:

Fk(a, b) = Fk(a1, . . . , ar, b1, . . . , bs) = 0 pro k = 1, 2, . . . , s

det
(

∂Fk

∂yi

) (
a, b

)
6= 0 .

(6.1)
Pak existujı́ δ > 0 a∆ > 0 taková, že ke každému x = (x1, . . . , xr) ∈
J , kde J =

{
x ; |xi− ai| < δ, i = 1, 2, . . . , r

}
, existuje právě jeden

bod y ∈ K, kde K =
{
y ; |yk − bk| < ∆, k = 1, 2, . . . , s

}
, pro

který platı́ Fk(x,y) = Fk(x1, . . . , xr, y1, . . . , ys) = 0 pro všechna
k = 1, 2, . . . , s.
Souřadnice yk tohoto bodu definujı́ funkce

yk = ϕk

(
x1, x2, . . . , xr

)
k = 1, 2 . . . , s .

Tyto funkce ϕ1, ϕ2, . . . , ϕs jsou spojité na intervalu J .
Jestliže funkce Fk(x,y), k = 1, 2, . . . , s, majı́ diferenciál n–tého
řádu na množině J × K, majı́ funkce yk = ϕk(x), k = 1, 2, . . . , s
na množině J diferenciál n–tého řádu.
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Jestliže jsou pro všechna k = 1, 2, . . . , s funkce Fk(x,y) ∈ Cn(J×
K), pak jsou funkce yk = ϕk(x1, . . . , xr) ∈ Cn(J) pro všechna
k = 1, 2, . . . , s.

V praxi se věty o implicitnı́ch funkcı́ použı́vá tak, že se nej-
prve ověřı́ jejı́ předpoklady. Pak najdeme prvnı́ diferenciál funkcı́
Fk(x,y) a z rovnic

dFk(x,y) =
r∑

i=1

∂Fk

∂xi

(
x,y(x)

)
dxi +

s∑
`=1

∂Fk

∂y`

(
x,y(x)

)
dy` = 0

najdeme dyk. Řešenı́ této soustavy existuje v bodech (x,y), kde
determinant

D(x,y) = det

(
∂Fk

∂y`

)
(x,y) =

D
(
F1, F2, . . . , Fs

)
D
(
y1, y2, . . . , ys

) (x,y) 6= 0 .
Protože dyk =

r∑
i=1

∂yk

∂xi

dxi, lze velmi snadno najı́t z prvnı́ho dife-

renciálu funkcı́ yk jejich prvnı́ parciálnı́ derivace.
Abychom našli druhý diferenciál funkcı́ yk(x), resp. druhé parci-
álnı́ derivace těchto funkcı́, diferencujeme rovnici (8). Tı́m dosta-
neme (pro jednoduchost vynecháváme označenı́ bodu, v němž
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se počı́tajı́ parciálnı́ derivace)

d2F =
r∑

i,j=1

∂2Fk

∂xi∂xj

dxi dxj + 2
r∑

i=1

s∑
m=1

∂2Fk

∂xi∂ym

dxidym+

+
s∑

m,n=1

∂2Fk

∂ym∂yn

dymdyn +
s∑

`=1

∂Fk

∂y`

d2y` = 0 .

Protože z (8) již známe dym, je soustava (10) soustavou lineárnı́ch
rovnic pro d2y`. Všimněte si, že koeficienty u d2y` v (10) jsou
stejné jako koeficienty u dy` v soustavě (9). Abychom tedy našli
ze soustavy (10) druhé diferenciály d2y` stačı́ znát inverznı́ matici

k matici Y s prvky Yk` =
∂Fk

∂y`

. Ale tu jsme vlastně našli při řešenı́

soustavy (8). Jestliže jsme našli druhé diferenciály d2y`, snadno
najdeme všechny druhé parciálnı́ derivace funkcı́ yk, protože

d2yk =
r∑

i,j=1

∂2yk

∂xi∂xj

dxi dxj .

Postup při výpočtu diferenciálů a parciálnı́ch derivacı́ vyššı́ch řádů
je podobný.
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7 EXTRÉMY FUNKCÍ

VÍCE PROMĚNNÝCH

Ostré lokálnı́ maximum Ostré lokálnı́ minimum
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7.1. Základnı́ pojmy

Připomeňme, že ‖x‖ značı́me jednu z norem na prostoru Rn,
definovanou v přednášce 1. Protože jsou všechny tyto normy
ekvivalentnı́, nezáležı́ na tom, kterou z nich vybereme.

Definice 1. Necht’ je dána funkce f : M ⊂ Rn → R a bod
a ∈ M, necht’ je funkce f definována na nějakém okolı́
bodu a. Jestliže existuje δ > 0 takové, že pro všechna x,
pro která je 0 < ‖x− a‖ < δ, platı́ nerovnost

➥ f(x) > f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

ostré lokálnı́ minimum

➥ f(x) ≥ f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

(neostré) lokálnı́ minimum

➥ f(x) < f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

ostré lokálnı́ maximum

➥ f(x) ≤ f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

(neostré) lokálnı́ maximum

Nastane-li některý z uvedených přı́padů, řı́káme, že funkce
f má v bodě a (ostrý, neostrý) extrém.
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Nestré lokálnı́ maximum Nestré lokálnı́ minimum
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Definice 2. Necht’ je dána funkce f : E ⊂ Rn → R, množina
M ⊂ E a bod a ∈ M . Jestliže existuje δ > 0 takové, že
pro všechna x ∈ M , pro která je 0 < ‖x − a‖ < δ, platı́
nerovnost

➥ f(x) > f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

ostré lokálnı́ minimum vzhledem k množině M

➥ f(x) ≥ f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

(neostré) lokálnı́ minimum vzhledem k množiněM

➥ f(x) < f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

ostré lokálnı́ maximum vzhledem k množině M

➥ f(x) ≤ f(a) , řekneme, že funkce f má v bodě a

(neostré) lokálnı́ maximum vzhledem k množiněM

Nastane-li některý z uvedených přı́padů, řı́káme, že funkce
f má v bodě a (ostrý, neostrý) extrém vzhledem k
množině M .
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Přı́mo z definice plynou následujı́cı́ dvě věty:

Věta 1. Necht’ funkce f(x) nabývá na množině M své největšı́
hodnoty v bodě a ∈ M . Pak má funkce f(x) v bodě a lokálnı́
maximum vzhledem k množině M (maximum nemusı́ být ostré).

Věta 2. Je-li a ∈ M ⊂ N a funkce f(x) má v bodě a lokálnı́
maximum vzhledem k množině N , má v bodě a lokálnı́ maximum
vzhledem množině M .

Následujı́cı́ věta udává nutné podmı́nky pro to, aby funkce f(x)
měla v bodě a ∈M lokálnı́ extrém.
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Věta 3. Necht’ je M ⊂ Rn otevřená množina. Jestliže v bodě
a ∈ M existuje derivace funkce f(x) ve směru n a je různá od
nuly, nemá funkce v bodě a lokálnı́ extrém.
Důkaz. Z předpokladu věty plyne, že funkce jedné proměnné F (t) = f(a+nt)
nemá lokálnı́ extrém v bodě t = 0. Proto pro libovolné τ > 0 existujı́ t1,t2,

∣∣tk∣∣ <
τ taková, že F (t1) > F (0) > F (t2). Ale to znamená, že pro libovolné okolı́
bodu a existujı́ x1 = a+ nt1 a x2 = a+ nt2 takové, že f(x1) > fa) > f(x2).
Tedy funkce f(x) nemá v bodě a lokálnı́ extrém. �
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Tedy aby funkce f(x) mohla mı́t v bodě a lokálnı́ extrém, musı́
být jejı́ derivace bodě a v každém směru rovna nule nebo nesmı́
existovat.

Budou nás proto zajı́mat body, kde parciálnı́ derivace jsou

∂f

∂x1
(a) =

∂f

∂x2
(a) = · · · = ∂f

∂xn

(a) = 0 , (7.1)

nebo body, kde některá parciálnı́ derivace neexistuje.
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Úvod

JJ II

J I

Strana 98

Zpět
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V bodech, ve kterých platı́ (7.1), lze často o existenci a druhu
extrému rozhodnout podle následujı́cı́ věty.

Věta 4. Necht’ funkce f(x)má v bodě a diferenciál druhého řádu
a necht’ v bodě a platı́ (7.1). Uvažujme kvadratickou formu

Φ(h) = d2f(a,h) =
n∑

r,s=1

∂2f

∂xr∂xs

(a)hrhs . (7.2)

Je-li kvadratická forma (7.2)

➥ pozitivně definitnı́, má funkce f(x) v bodě a ostré lokálnı́
minimum;

➥ negativně definitnı́, má funkce f(x) v bodě a ostré lokálnı́
maximum;

➥ indefinitnı́, nemá funkce f(x) v bodě a lokálnı́ extrém.
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Poznámka. Připomeňme si některé pojmy a vlastnosti kvadratic-
kých forem, které známe z algebry.
Necht’ jsou ars = asr, r, s = 1, 2, . . . , n, reálná čı́sla. Kvadratic-
kou formou nazýváme funkci

Q(x) = Q
(
x1, x2, . . . , xn

)
=

n∑
r,s=1

arsxrxs =

=
n∑

r=1

arrx
2
r + 2

∑
1≤r<s≤n

arsxrxs . (7.3)

Zřejmě Q(0) = 0.

Jestliže pro každé x 6= 0 je

➥ Q(x) > 0, nazýváme formu Q(x) pozitivně definitnı́.

➥ Q(x) ≥ 0, nazýváme formu Q(x) pozitivně semidefinitnı́.

➥ Q(x) < 0, nazýváme formu Q(x) negativně definitnı́.

➥ Q(x) ≤ 0, nazýváme formu Q(x) negativně semidefinitnı́.

Jestliže existujı́ x a y taková, že Q(x) > 0 > Q(y), nazývá se
kvadratická forma Q(x) indefinitnı́.

http://euler.fd.cvut.cz
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Věta 5 (Sylvestrovo kritérium). Necht’ je Q(x) kvadratická forma
tvaru (7.3). Označme

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13 . . . a1k
a12 a22 a23 . . . a2k
a13 a23 a33 . . . a3k
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a1k a2k a3k . . . akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, 2, . . . , n . (7.4)

Necht’ je Dn 6= 0 .

➥ Je-li Dk > 0 pro každé k = 1, 2, . . . , n, je kvadratická forma
Q(x) pozitivně definitnı́.

➥ Je-li (−1)kDk > 0 pro každé k = 1, 2, . . . , n (tj.D1 = a11 < 0
a determinantyDk z (7.4) střı́dajı́ znaménka), je kvadratická
forma Q(x) negativně definitnı́.

➥ Jestliže nenastává ani jedna ze dvou výše uvedených mož-
nostı́, je kvadratická forma Q(x) indefinitnı́.

http://euler.fd.cvut.cz
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☛ Přı́klad 1. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f(x, y, z) = x3 + y2 +
1
2

z2 −
3xz − 2y + 2z.
Řešenı́. Funkce f(x, y, z)má spojité derivace všech řádu na celé množině R3,
proto existuje diferenciál libovolného řádu. Prvnı́ diferenciál je df(x, y, z) =
3
(
x2−z

)
dx+2(y−1)dy+(z−3x+2)dz. Tedy lokálnı́ extrémy mohou existovat

v bodech, kde

∂f

∂x
= 3
(
x2 − z

)
,

∂f

∂y
= 2
(
y − 1

)
,

∂f

∂z
= z − 3x+ 2 .

Tato soustava má dvě řešenı́ a1 = [1; 1; 1] a a2 = [2; 1; 4].
Druhý diferenciál funkce f(x, y, z) je d2f(x, y, z) = 6xdx2+2dy2+dz2−6dxdz.
V bodě a1 = [1; 1; 1] je odpovı́dajı́cı́ kvadratická forma

Φ(h, k, l) = 6h2 + 2k2 + l2 − 6hl = 6

(
h− 1
2

l

)2
+ 2k2 − 1

2
l2 .

Jak je vidět, je tato kvadratická forma indefinitnı́, a tedy v bodě a1 = [1; 1; 1]
nemá funkce f(x, y, z) lokálnı́ extrém.
V bodě a2 = [2; 1; 4] je kvadratická forma

Φ(h, k, l) = 12h2 + 2k2 + l2 − 6hl = 12

(
x− 1
4

l

)2
+ 2k2 +

1
4

l2 .

Tedy kvadratická forma je v tomto přı́padě pozitivně definitnı́, a proto má funkce
f(x, y, z) v bodě a2 = [2; 1; 4] lokálnı́ minimum.
Ukážeme ještě použitı́ Sylvestrova kritéria. Matice druhých derivacı́ v bodě a1
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je A =

 6 0 −3
0 2 0

−3 0 1

. Z nı́ dostaneme

D1 = 6 > 0 , D2 =

∣∣∣∣ 6 0
0 2

∣∣∣∣ = 12 > 0 ,

∣∣∣∣∣∣
6 0 −3
0 2 0

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = −6 < 0 .

Tedy forma Φ(h, k, l) je indefinitnı́ a funkce nemá v bodě a1 lokálnı́ extrém.

V bodě a2 je matice druhých derivacı́ A =

∣∣∣∣∣∣
12 0 −3
0 2 0

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣ . Protože

D1 = 12 > 0 , D2 =

∣∣∣∣ 12 0
0 2

∣∣∣∣ = 24 > 0 ,

∣∣∣∣∣∣
12 0 −3
0 2 0

−3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 6 > 0 ,

je kvadratická forma Φ(h, k, l) pozitivně definitnı́, a tedy v bodě a2 má funkce
f(x, y, z) lokálnı́ minimum.
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7.2. Vázané extrémy

V této části se budeme zabývat výpočtem lokálnı́ch extrémů
funkce f(x), x =

(
x1, x2, . . . , xn

)
na množině M , která je dána

soustavou rovnic

gk(x) = 0 , k = 1, 2, . . . , r . (7.5)

Vztahy (7.5) se často nazývajı́ vazby, a proto se často mluvı́ o
vázaných extrémech.
Nejprve na přı́padě n = 2 a r = 1 ukážeme různé způsoby řešenı́
této úlohy. Máme tedy najı́t lokálnı́ extrémy funkce f(x, y) na
množině, která je určena rovnicı́ g(x, y) = 0.
Jestliže se nám podařı́ explicitně z rovnice g(x, y) = 0 vyjádřit
jednu proměnnou jako funkci druhé, napřı́klad najı́t funkci y =
ϕ(x), lze za y dosadit do funkce f(x, y) a hledat extrém funkce
jedné proměnné F (x) = f

(
x, ϕ(x)

)
. Ale to je úloha, kterou jsme

se zabývali v přednášce z MA1.
Jiná možnost je popsat množinu M parametricky, tj. najı́t funkce
x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ T , takové, že g

(
ϕ(t), ψ(t)

)
= 0. Jestliže

tyto vztahy dosadı́me do funkce f(x, y), můžeme lokálnı́ extrémy
hledat pro funkci jedné proměnné Φ(t) = f

(
ϕ(t), ψ(t)

)
, kde t ∈ T .

http://euler.fd.cvut.cz
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Existuje ale ještě jiná možnost, při které nemusı́me znát řešenı́
rovnice g(x, y) = 0. Předpokládejme, že funkce g(x, y) má spojité

parciálnı́ derivace na otevřené množině E ⊂ R2 a
∂g

∂y
6= 0 na M .

Pak lze podle věty o implicitnı́ch funkcı́ch vyjádřit alespoň lokálně
vyjádřit y jako funkci proměnné x, tj. y = ϕ(x). Když dosadı́me
tento vztah do funkce f(x, y), máme najı́t lokálnı́ extrém funkce
jedné proměnné F (x) = f

(
x, ϕ(x)

)
. Jak je známo z MA1 extrém

funkce F (x) může existovat pouze v bodě a, ve kterém je

F ′(a) = f ′x
(
a, ϕ(a)

)
+ f ′y

(
a, ϕ(a)

)
ϕ′(a) = 0 . (7.6)

V bodě, kde je lokálnı́ extrém máme tedy dvě rovnice, (7.6) a
g
(
a, ϕ(a)

)
= 0, pro tři proměnné a, ϕ(a) a ϕ′(a). Tedy musı́me

najı́t ještě jednu rovnici. Ale tu zı́skáme derivovánı́m vazbové
podmı́nky v bodě a. Z té plyne vztah

g′x
(
a, ϕ(a)

)
+ g′y

(
a, ϕ(a)

)
ϕ′(a) = 0 .

Tedy v bodě, kde má funkce f(x, y) lokálnı́ extrém, musı́ platit
rovnice

f ′x(a, b) + f
′
y(a, b)y

′(a) = 0 , (7.7)

g′x(a, b) + g
′
y(a, b)y

′(a) = 0 , (7.8)

g(a, b) = 0 , (7.9)
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kde jsme označili b = ϕ(a) a y′(a) = ϕ′(a). Soustava (7.7)–(7.9)
je již soustavou třı́ rovnic pro tři neznámé a v principu ji lze řešit.
Většinou se ale použı́vá jistá metoda řešenı́ této soustavy. Pro-
tože jsme předpokládali, že je g′y(a, b) 6= 0 existuje právě jedna
konstanta λ taková, že

f ′y(a, b) + λg
′
y(a, b) = 0 . (7.10)

Jestliže vynásobı́me rovnici (7.8) čı́slem λ a přičteme k rovnici
(7.7), dostaneme vzhledem k podmı́nce (7.10), že pro takové λ

musı́ platit také
f ′x(a, b) + λg

′
x(a, b) = 0 . (7.11)

Tedy jestliže má funkce f(x, y) s vazbovou podmı́nkou g(x, y) = 0
v bodě (a, b) lokálnı́ extrém, musı́ existovat konstanta λ taková,
že platı́

f ′x(a, b) + λg
′
x(a, b) = 0 , (7.12)

f ′y(a, b) + λg
′
y(a, b) = 0 , (7.13)

g(a, b) = 0 . (7.14)

Abychom rozhodli o druhu lokálnı́ho extrému, najdeme druhý di-
ferenciál funkce F (x) = f

(
x, ϕ(x)

)
v bodě a. Z věty o diferenciálu
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složené funkce dostaneme

d2F (a) = f ′xx(a, b)dx
2 + 2f ′xy(a, b)dxdy+

+ f ′yy(a, b)dy
2 + f ′y(a, b)d

2y . (7.15)

Ale z vazbové podmı́nky plynou vztahy:

dg(a, b) = g′x(a, b)dx+ g
′
y(a, b)dy = 0 (7.16)

d2g(a, b) = g′xx(a, b)dx
2 + 2g′xy(a, b)dxdy+

+ g′yy(a, b)dy
2 + g′y(a, b)d

2y = 0 (7.17)

Jestliže rovnici (7.17) čı́slem λ a přičteme k rovnici (7.15), dosta-
neme vzhledem k podmı́nce (7.13) pro druhý diferenciál vztah

d2F (a) =
(
f ′xx(a, b)λg

′
xx(a, b)

)
dx2+2

(
f ′xy(a, b)+λg

′
xy(a, b)

)
dxdy+

+
(
f ′yy(a, b) + λg

′
yy(a, b)

)
dy2 . (7.18)

Ale dx a dy splňujı́ podmı́nku (7.16), a tedy nejsou nezávislé.
Proto musı́me za jednu z těchto proměnných dosadit z (7.16).
Tı́m zı́skáme kvadratickou formu v jedné proměnné. Je-li tato
forma pozitivně definitnı́, má funkce f(x, y) v bodě (a, b) ostré lo-
kálnı́ minimum a je-li negativně definitnı́, má v tomto bodě lokálnı́
maximum.
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Čı́slo λ se nazývá Lagrangeův multiplikátor a celá metoda pak
metoda Lagrangeova multiplikátoru. Tuto metodu hledánı́ lo-
kálnı́ch vázaných extrémů lze formulovat pro obecný přı́pad.

Věta 6. Necht’ funkce

f(x) = f(x1, x2, . . . , xn) , gk(x) = gk(x1, x2, . . . , xn) , k = 1, 2, . . . , r
(7.19)

majı́ spojité parciálnı́ derivace prvnı́ho řádu v otevřené množině
E ⊂ Rn. Necht’ je v každém bodě množiny E hodnost matice

W =



∂g1
∂x1

∂g1
∂x2

. . .
∂g1
∂xn

∂g2
∂x1

∂g2
∂x2

. . .
∂g2
∂xn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂gr

∂x1

∂gr

∂x2
. . .

∂gr

∂xn


(7.20)

rovna r a necht’ je M množina všech bodů x = (x1, x2, . . . , xn),
které splňujı́ rovnice

gk(x) = gk(x1, x2, . . . , xn) = 0 . (7.21)

Pak platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.
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Jestliže má funkce f(x) v bodě a ∈ E lokálnı́ extrém vzhledem k
množině M , existujı́ reálná čı́sla λ1, λ2, . . . , λr taková, že

∂f

∂xi

(a) +
r∑

k=1

λk
∂gk

∂xi

(a) = 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n (7.22)

gk(a) = 0 pro každé k = 1, 2, . . . , r (7.23)

Necht’ je bod a ∈ E a λk čı́sla, pro která platı́ (7.22) a (7.23),
a necht’ majı́ funkce (7.19) v bodě a diferenciál druhého řádu.
Sestrojme kvadratickou formu proměnných dx1, dx2, . . . , dxn

Ψ
(
dx1, dx2, . . . , dxn

)
=

n∑
i,j=1

(
∂2f

∂xi∂xj

(a) +
r∑

k=1

λk
∂2gk

∂xi∂xj

(a)

)
dxi dxj .

(7.24)
Protože maticeWmá v bodě a hodnost r, existuje alespoň jeden
jejı́ nenulový determinant řádu r. Necht’ je to napřı́klad determi-
nant

W =
D
(
g1, g2, . . . , gr

)
D
(
x1, x2, . . . , xr

)(a) 6= 0 . (7.25)
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Zpět

Fullscreen

Tisk

Zavřı́t
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Když ze soustavy r rovnic

n∑
i=1

∂gk

∂xi

(a) dxi = 0 (7.26)

vyjádřı́me dx1, dx2, . . . , dxr jako lineárnı́ formy proměnných dxr+1,
dxr+2, . . . , dxn a dosadı́me je do kvadratické formy Ψ, zı́skáme
kvadratickou formu Φ proměnných dxr+1, dxr+2, . . . , dxn. Jestliže
je tato kvadratická forma pozitivně, resp. negativně, definitnı́, má
funkce f(x) v bodě a ostré lokálnı́ minimum, resp. maximum,
vzhledem k množině M . Jestliže je kvadratická forma Φ inde-
finitnı́, nemá funkce f(x) v bodě a lokálnı́ extrém vzhledem k
množině M .

Poznámka. Konstanty λ1, . . . , λr z této věty se často nazývajı́
Lagrangeovy multiplikátory a uvedená metoda hledánı́ váza-
ných extrémů metoda Lagrangeových multiplikátorů.
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Jednoduše řečeno, metodu Lagrangeových multiplikátorů lze po-
psat následujı́cı́m způsobem.

Sestrojı́me tzv. Lagrangeovu funkci

L(x) = f(x) +
r∑

k=1

λkgk(x) , (7.27)

kde λk jsou zatı́m neurčené konstanty. S touto funkcı́ zacházı́me
stejně, jako by vazbové podmı́nky neexistovaly, tj. najdeme body
a takové, že

∂L

∂x1
(a) =

∂L

∂x2
(a) = · · · = ∂L

∂xn

(a) = 0 . (7.28)

Přitom se ale musı́me omezit na body a, pro které je

g1(a) = g2(a) = · · · = gr(a) = 0 . (7.29)

Soustava rovnic (7.28) a (7.29) je soustava (n + r) rovnic pro
(n+ r) proměnných a =

(
a1, a2, . . . , an

)
a λ1, . . . , λr.

Když najdeme takové body, sestrojı́me druhý diferenciál funkce
L(x) v bodě a, tj.

d2L =
m∑

k,l=1

∂2L

∂xk∂xl

dxkdxl . (7.30)
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Úvod

JJ II

J I

Strana 111

Zpět
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Z rovnic

dgi(a) =
n∑

k=1

∂gi

∂xk

(a) dxk = 0

vypočteme r z hodnot dx1, . . . , dxn pomocı́ (n − r) ostatnı́ch
a dosadı́me do (7.30). Tak zı́skáme kvadratickou formu (n − r)
proměnných, která rozhoduje o typu extrému v bodě a stejně jako
kvadratická forma Φ definovaná v (7.2) ve větě 4.
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☛ Přı́klad 2. Najděte lokálnı́ extrémy funkce f(x, y, z) = x+y+z na množině
M , která je dána rovnicı́ g(x, y, z) = xyz − 1 = 0.

Řešenı́. Úlohu bychom mohli řešit tak, že bychom z vazbové podmı́nky vyjá-

dřili napřı́klad z =
1
xy

a pak hledali lokálnı́ extrémy funkce dvou proměnných

F (x, y) = x+ y +
1
xy

. Ale na tomto přı́kladě ukážeme použitı́ metody Lagran-

geových multiplikátorů. Tato metoda by mohla selhat pouze v bodech, kde by
bylo g(x, y, z) = g′x(x, y, z) = g′y(x, y, z) = g′z(x, y, z) = 0. Ale takové body
neexistujı́, a proto lze metodu použı́t bez obav.
Sestrojı́me Lagrangeovy funkci L(x, y, z) = f(x, y, z) + λg(x, y, z) = x + y +
z + λ(xyz − 1). Nutné podmı́nky pro extrém jsou

∂L

∂x
= 1 + λyz =

∂L

∂y
= 1 + λxz =

∂L

∂z
= 1 + λxy = 0 , xyz = 1 .

Tato soustava má pouze jediné řešenı́ x = y = z = 1, λ = −1. Abychom
rozhodli o typu extrému, sestrojı́me v tomto bodě druhý diferenciál funkce
L(x, y, z). Ten je d2L(1, 1, 1) = −2(dxdy + dxdz + dydz). Ale tato kvadratická
forma třı́ proměnných je indefinitnı́. Ale diferenciál vazebné podmı́nky dává
vztah dg(1, 1, 1) = dx+ dy + dz = 0. Z toho plyne, že dz = −dx− dy. Jestliže
dosadı́me tento vztah do d2L(1, 1, 1), dostaneme kvadratickou formu Φ dvou
proměnných dx a dy tvaru Φ = 2

(
dx2 + dxdy + dy2

)
, která je, jak se lze

snadno přesvědčit pozitivně definitnı́. Tedy funkce f(x, y, z) na v bodě [1; 1; 1]
ostré lokálnı́ minimum vzhledem k množině M =

{
[x; y; z] ∈ R3 ; xyz = 1

}
.
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7.3. Globálnı́ extrémy na kompaktnı́

množině

Mnohdy vedou řešené problémy na úlohu najı́t největšı́ nebo
nejmenšı́ hodnotu funkce f(x) na množině M , která je dána jis-
tými nerovnostmi. Jestliže je množina M kompaktnı́, tj. omezená
a uzavřená, a funkce f(x) na množině M spojitá, vı́me z Weier-
strassovy věty, že v množiněM existustujı́ body a1 a a2 takové, že
pro všechna x ∈M platı́ nerovnosti f

(
a1
)
≤ f(x) ≤ f

(
a2
)
. Tedy

funkce f(x) nabývá na množině M nejmenšı́ a největšı́ hodnoty.
Tyto hodnoty mohou byt vnitřnı́ body množiny M nebo mohou le-
žet na hraniciM . Jestliže funkce f(x) nabývá extrému ve vnitřnı́m
bodě a množiny M, musı́ mı́t v bodě a lokálnı́ extrém. Tedy pokud
existujı́ parciálnı́ derivace musı́ v bodě a platit (7.1). Nabývá-li
funkce f(x) extrém v bodě a, který je hraničnı́ bod množiny M ,
musı́ mı́t funkce f(x) v bodě a lokálnı́ extrém vzhledem k hranici
množiny M . Jestliže je hranice M dána pomocı́ rovnic gk(x) = 0,
lze v těchto bodech použı́t metodu Lagrangeových multiplikátorů.
Abychom tedy našli největšı́ a nejmenšı́ hodnotu diferencovatelné
funkce f(x) na kompaktnı́ množině M stačı́ najı́t vnitřnı́ body
množiny M , ve kterých platı́ (7.1) a hraničnı́ body M , kde by
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mohl být extrém. Jestliže je těchto bodů konečně mnoho, stačı́ z
těchto bodů vybrat ten, ve kterém je funkčnı́ hodnota f(x) největšı́
nebo nejmenšı́.

Tento postup ilustrujeme v následujı́cı́m přı́kladě.

☛ Přı́klad 3. Najděte nejmenšı́ a největšı́ hodnotu funkce f(x, y) = x3+ y3−
3xy na množině M ⊂ R2 dané nerovnostmi 0 ≤ x ≤ 3 a 0 ≤ y ≤ 2x2.

Řešenı́. Nejprve budeme zkoumat vnitřnı́ body množiny M , tj. body, které
vyhovujı́ nerovnostem 0 < x < 3 a 0 < y < 2x2. Aby funkce f(x, y) nabývala
v tomto bodě své nejmenšı́ nebo největšı́ hodnoty, musı́ platit (7.1), tj.

∂f

∂x
= 3x2 − 3y = 0 , ∂f

∂y
= 3y2 − 3x = 0 .

Tyto rovnice jsou splněny pouze v bodech x = y = 0 nebo x = y = 1. Ale
bod [0; 0] nenı́ vnitřnı́m bodem množiny M . Tedy jediný vnitřnı́ bod, ve kterém
může funkce f(x, y) nabývat extrém je bod a1 = [1; 1].
Hranice množiny M je tvořena třemi křivkami:

1. x = 3, 0 ≤ y ≤ 18

2. y = 0, 0 ≤ x ≤ 3

3. y = 2x2, 0 ≤ x ≤ 3

Na prvnı́ křivce je f(3, y) = F1(y) = y3 − 9y + 27. Tato funkce může nabývat
extrém v bodech y ∈ (0, 18), kde F ′

1(y) = 0 nebo v krajnı́ch bodech. Protože
F ′
1(y) = 3y

2 − 9, dostaneme pomocı́ derivace jediný bod a2 =
[
3;
√
3
]
.
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V bodech druhé křivky budeme hledat body, v nichž může mı́t lokálnı́ extrém
funkce F2(x) = f(x, 0) = x3, x ∈ (0, 3). V těchto bodech je derivace F ′

2(x) =
3x2 6= 0.
Ve třetı́m přı́padě hledáme body, ve kterých je derivace funkce F3(x) =
f
(
x, 2x2

)
= 8x6 − 5x3, x ∈ (0, 3), rovna nule. Protože F ′

3(x) = 48x
5 − 15x2.

Protože bod x = 0 nevyhovuje podmı́nce x ∈ (0, 3), dostáváme jediný bod

a3 =

[
1
2
3

√
5
2
;
1
2
3

√
25
4

]
.

Konečně nám zbývajı́ body, které jsou průnikem dvou hraničnı́ch křivek, tedy
body a4 = [0; 0], a5 = [3; 0] a a6 = [3; 18].

Protože je f
(
a1
)
= −1, f

(
a2
)
= 27− 3

√
3, f

(
a3
)
= −25
32

, f
(
a4
)
= 0, f

(
a5
)
=

27 a f
(
a5
)
= 5697, nabývá funkce f(x, y) na množině M největšı́ hodnoty

5697 v bodě [3; 18] a nejmenšı́ hodnoty −1 v bodě [1; 1].
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8 RIEMANNŮV INTEGRÁL

V Rn

8.1. Zavedenı́ Riemannova integrálu v Rn

Necht’ je I ⊂ Rn omezený uzavřený interval, tj.

I =
〈
a1, b1

〉
×
〈
a2, b2

〉
×· · ·×

〈
an, bn

〉
; ai , bi ∈ R ; ai ≤ bi . (8.1)
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Definice 1. Necht’ je I ⊂ Rn interval definovaný v (8.1).
Každou množinu bodů

{xij , i = 1, 2, . . . , n, j = 0, 1, 2 . . . , Ni ∈ N} ,

kde
xi0 = ai ≤ xi1 ≤ xi2 ≤ · · · ≤ xiNi

= bi ,

nazýváme dělenı́ intervalu I. Dělenı́ intervalu, tj. výše
uvedenou množinu bodů, budeme značit D. Množinu všech
dělenı́ intervalu I budeme značit D.

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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Pro každé dělenı́ D intervalu I označme Ij1,j2,...,jn, 1 ≤ jk ≤ Nk,
interval

Ij1,j2,...,jn =
〈
xj1−1, xj1

〉
×
〈
xj2−1, xj2

〉
× · · · ×

〈
xjn−1, xjn

〉
(8.2)

a

dj1,j2,...,jn =
(
xj1 − xj1−1

)(
xj2 − xj2−1

)
. . .
(
xjn − xjn−1

)
(8.3)

obsah n-dimenzionálnı́ho intervalu Ij1,j2,...,jn.
Necht’ je f(x) reálná funkce omezená na intervalu I. Pro každé
dělenı́ D označme

mj1,j2,...,jn = inf
x∈Ij1,...,jn

(
f(x)

)
(8.4)

Mj1,j2,...,jn = sup
x∈Ij1,...,jn

(
f(x)

)
(8.5)

a definujme

s(f,D) =
N1∑

j1=1

N2∑
j2=1

· · ·
Nn∑

jn=1

mj1,j2,...,jndj1,j2,...,jn (8.6)

S(f,D) =
N1∑

j1=1

N2∑
j2=1

· · ·
Nn∑

jn=1

Mj1,j2,...,jndj1,j2,...,jn . (8.7)
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Čı́sla s(f,D), resp. S(f,D) se nazývá dolnı́, resp. hornı́ inte-
grálnı́ součet funkce f(x) přı́slušný k dělenı́ D. Protože je
funkce f(x) omezená na I, existujı́ reálná čı́sla m = inf

x∈I
f(x) a

M = sup
x∈I

f(x). Ze zřejmého vztahu m ≤ mj1,...,jn ≤ Mj1,...,jn ≤ M

plyne, že pro každé dělenı́ D intervalu I platı́ nerovnost

mdI ≤ s(f,D) ≤ S(f,D) ≤MdI , (8.8)

kde dI je obsah intervalu I.

Definice 2. Necht’ je I je interval (8.1) a D1, D2 jeho
dvě dělenı́. Je-li každý bod dělenı́ D1 bodem dělenı́ D2,
nazveme dělenı́ D2 zjemněnı́m dělenı́ D1.

Poznámka: Z definice 2 plyne, že když je dělenı́ D2 zjemněnı́m dělenı́ D1,
obsahuje D2 všechny body dělenı́ D1 a třeba i některé dalšı́ dělı́cı́ body. Tedy
každý interval Ik1,k2,...,kn dělenı́ D1 je sjednocenı́m konečného počtu intervalů
Jα dělenı́ D2.

Věta 1. Je-li dělenı́ D2 intervalu I zjemněnı́m dělenı́ D1 intervalu
I, je

s
(
f,D1

)
≤ s
(
f,D2

)
≤ S

(
f,D2

)
≤ S

(
f,D1

)
. (8.9)
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Věta 2. Jsou-li D1 a D2 dvě dělenı́ intervalu I, pak platı́:

s
(
f,D1

)
≤ S

(
f,D2

)
. (8.10)

Ze vztahu (8.8) plyne, že existujı́ konečná reálná čı́sla s(f), S(f) :

s(f) = sup
D∈D

s(f,D) ≤ inf
D∈D

S(f,D) = S(f) . (8.11)

Definice 3. Čı́sla s(f), resp. S(f) ze vztahu (8.11) nazý-
váme dolnı́, resp. hornı́ Riemannův integrál funkce f(x)
přes interval I.

Jestliže v (8.11) platı́ rovnost s(f) = S(f) , nazýváme toto
čı́slo (Riemannův) integrál funkce f(x) přes interval I
a řı́káme, že funkce f(x) je integrovatelná na intervalu I.
Pro tento integrál použı́váme označenı́∫

I
f
(
x1, x2, . . . , xn

)
dx1 dx2 . . . dxn =

∫
I
f(x) dV . (8.12)
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Definice 4. Necht’M ⊂ Rn je omezená množina a χM(x)
je tzv. charakteristická funkce množiny M , která je defino-
vána předpisem

χM(x) =

{
1 pro x ∈M
0 pro x /∈M

(8.13)

Protože je M omezená, existuje interval I ∈ Rn takový, že
M ⊂ I. Jestliže existuje Riemannův integrál

d(M) =
∫
I
χM(x) dV ,

řı́káme, že množina M je (Riemannovsky) měřitelná a
čı́slo d(M) se nazýváme mı́rou (obsahem) množiny M .

Poznámka. Snadno se lze přesvědčit, že nezáležı́ na volbě in-
tervalu I ⊂M .
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Definice 5. Necht’ je M ⊂ Rn je Riemannovsky měřitelná
množina a f(x) funkce omezená na množině M . Necht’ je
I interval v Rn takový, že M ⊂ I. Definujme funkci

f̂(x) =

{
f(x) pro x ∈M
0 pro x ∈ I \M

Je-li funkce f̂(x) integrovatelná na intervalu I, řı́káme, že
funkce f(x) je integrovatelná na množině M a pı́šeme∫

M

f(x) dV =
∫

M

f
(
x1, x2, . . . , xn

)
dx1 dx2 . . . dxn =

=
∫
I
f̂
(
x1, x2, . . . , xn

)
dx1 dx2 . . . dxn . (8.14)

Množinu všech funkcı́, které majı́ Riemannův integrál přes
množinu M budeme značit R(M).

Poznámka. Opět se lze snadno přesvědčit, že nezáležı́ na volbě
intervalu M ⊂ I.
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Věta 3. Necht’ jsou funkce f , f1, f2 ∈ R(M) a c ∈ R je konstanta.
Pak jsou také funkce cf ∈ R(M) a f1 + f2 ∈ R(M) a platı́∫

M

cF (x) dV = c
∫

M

f(x) dV , (8.15)∫
M

(
f1(x) + f2(x)

)
dV =

∫
M

f1(x) dV +
∫

M

f2(x) dV . (8.16)

Důsledek. Jsou-li funkce fk ∈ R(M) , c1, c2, . . . , cr ∈ R , pak je
f(x) = c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ crfr(x) ∈ R(M) a platı́:∫

M

(c1f1(x) + · · ·+ crfr(x)) dV =

= c1

∫
M

f1(x) dV + · · ·+ cr
∫

M

fr(x) dV . (8.17)
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Velmi důležitou roli v teorii integrálu hrajı́ tzv. množiny nulové mı́ry.

Definice 6. Jestliže je M ⊂ Rn měřitelná množina taková,
že

d(M) =
∫

M

χM(x) dV = 0 ,

nazýváme množinu M množinou mı́ry nula nebo množi-
nou nulové mı́ry.

Definice 7. Jestliže nějaká vlastnost V (x) platı́ pro všechna
x ∈M mimo bodů z množiny N ⊂M a množina N má mı́ru
nula, budeme řı́kat, že vlastnost V (x) platı́ skoro všude
na množině M .

Věta 4. Necht’ je f(x) = 0 skoro všude na M . Pak je∫
M

f(x) dV = 0

Věta 5. Necht’ je M měřitelná množina taková, že jejı́ hranice
∂M má mı́ru nula. Pak každá funkce, která je na M spojitá a
omezená, je na množině M integrovatelná.
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8.2. Speciálnı́ přı́pady

8.2.1. Dvojný integrál – Riemannův integrál v R2

Riemannův integrál v R2 se nazývá rovněž dvojný integrál a značı́
se obvykle ∫

M

f(x) dV =
∫∫

M

f(x, y) dx dy .

Při studiu dvojných integrálů budeme zpravidla pro jednoduchost
předpokládat, že množina M je tzv. přı́pustná oblast, tj. ome-
zená množina, jejı́ž hranici tvořı́ konečně mnoho prostých křivek.
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Pro ještě většı́ jednoduchost a názornost budeme předpokládat,
že hranici přı́pustné oblasti lze popsat jako graf dvou funkcı́,
g1(x), g2(x), resp. h1(y), h2(y) . Nenı́-li možné hranici takto popsat,
rozdělı́me oblast tak, jak to znázorňuje obr. vpravo.

Geometrický význam dvojného integrálu

Uvažujme funkci f a interval I, necht’ je f ≥ 0 na I . Existuje-li
Riemannův integrál

∫
I f dV , lze se na jeho hodnotu dı́vat jako na

objem tělesa V ohraničeného grafem dané funkce:

V = {(x, y, z) ∈ R3|(x, y) ∈ I, 0 ≤ z ≤ f(x, y)} .
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Dalšı́ aplikace dvojného integrálu

Necht’M ⊂ R2 je přı́pustná oblast.

• Plošný obsah rovinného obrazce M :

µ(M) =
∫∫

M

dx dy .

• Hmotnost tenké desky M :

m(M) =
∫∫

M

σ(x, y) dx dy ,

kde σ(x, y) značı́ plošnou hustotu. Veličina σ(x, y) může
rovněž udávat hustotu náboje a výsledný integrál celkový
náboj tenké desky.

• Statické momenty rovinného obrazce M :

Sx(M) =
∫∫

M

yσ(x, y) dx dy , Sy(M) =
∫∫

M

xσ(x, y) dx dy ,

kde σ(x, y) je plošná hustota.

• Souřadnice těžiště rovinného obrazce M :

xt(M) =
Sy(M)
m(M)

, yt(M) =
Sx(M)
m(M)

.
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Úvod

JJ II

J I

Strana 128

Zpět
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8.3. Metody výpočtu Riemannova integrálu

8.3.1. Fubiniova věta

Zaved’me následujı́cı́ označenı́:

z = (x,y) ∈ Rn = Rr+s = Rr × Rs , x ∈ Rr , y ∈ Rs ,

tj. x = (x1, x2, . . . , xr), y = (y1, y2, . . . , ys), r + s = n,

z = (x1, x2, . . . , xr, y1, y2, . . . , ys).

Je-li M ⊂ Rn, budeme psát

Mx =
{
y ∈ Rs ; (x,y) ∈M

}
, My =

{
x ∈ Rr ; (x,y) ∈M

}
.

Mx =
{
x ∈ Rr ; Mx 6= ∅

}
, My =

{
y ∈ Rs ; My 6= ∅

}
.

Je-li f(z) = f(x,y) funkce definovaná na množině M ⊂ Rn,
definujme funkce fx :Mx → R a fy :My → R předpisem

fx(y) = fy(x) = f(x,y) .

Jestliže je I ⊂ Rn interval, platı́ rovnost

I = Iy × Ix = Ix × Iy = Ix × Ix = Iy × Iy .
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Je zřejmé, že pro objem těchto intervalů platı́ rovnosti

V
(
I
)
= V

(
Ix
)
· V
(
Ix

)
= V

(
Iy
)
· V
(
Iy

)
.

Pomocı́ Riemannova integrálu lze tuto rovnost zapsat jako∫
I
χI(z) dV =

∫
Ix

(∫
Ix

χx(y) dVy

)
dVx =

=
∫
Iy

(∫
Iy

χy(x) dVx

)
dVy , (8.18)

kde symbol dVx, resp. dVy, znamená, že integrujeme přes pro-
měnnou x, resp. y.
Vztah (8.18) zobecňuje následujı́cı́ věta.
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Věta 6 (Fubini) Necht’ je funkce f(x,y) definovaná na M ⊂ Rn .

Necht’ existuje integrál ∫
M

f(x,y) dV (8.19)

a pro skoro všechna x ∈Mx, resp. y ∈My, existujı́ integrály

F (x) =
∫

Mx

fx(y) dVy =
∫

Mx

fx(y) dy1 . . . dys , (8.20)

resp.

G(y) =
∫

My

fy(x) dVx =
∫

My

fy(x) dx1 . . . dxr . (8.21)

Jestliže rozšı́řı́me funkci F (x) na množinu Mx, resp. G(y) na
množinu My, v bodech, kde nenı́ definována, nulou, pak platı́:∫

M

f(x,y) dV =
∫

Mx

F (x) dVx =
∫

My

G(y) dVy , (8.22)

tj. ∫
M

f(x,y) dV =
∫

Mx

(∫
Mx

fx(y) dy1 . . . dys

)
dx1 . . . dxr =

=
∫

My

(∫
My

fy(x) dx1 . . . dxr

)
dy1 . . . dys .
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Podle této věty lze Riemannův integrál v Rn najı́t pomocı́ výpo-
čtu dvou Riemannových integrálů v prostorech menšı́ dimenze.
Postupnou aplikacı́ této věty je pak možné najı́t integrál v Rn, po-
kud existuje, pomocı́ výpočtu n jednorozměrných Riemannových
integrálů.

Speciálnı́ přı́pad: R2

Při hledánı́ Riemannova integrálu v R2 budeme zpravidla použı́vat
Fubiniovu větu v následujı́cı́m zněnı́:
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Věta (Fubiniova pro R2). Necht’M je omezená množina, jejı́ž
hranici lze popsat pomocı́ dvojic funkcı́ g1(x), g2(x) a h1(y), h2(y)
- viz obr. výše. Necht’ existuje dvojný integrál

f(x, y) dx dy .

Existuje-li jeden z integrálů

F (x) =
∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy, x ∈ 〈a, b〉 ,

G(y) =
∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y) dx, y ∈ 〈c, d〉,

pak existuje i druhý a platı́:

f(x, y) dx dy =
∫ b

a

F (x)dx =
∫ b

a

(∫ g2(x)

g1(x)
f(x, y)dy

)
dx =

=
∫ d

c

G(y)dy =
∫ d

c

(∫ h2(y)

h1(y)
f(x, y)dx

)
dy .
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Zavřı́t

Konec

☛ Přı́klad 1. Nalezněte integrál
∫∫
Ω xy2 dxdy , kde Ω je oblast ohrani-

čená parabolou y2 = 2px a přı́mkou x = p/2 .

Řešenı́.

∫∫
Ω

xy2 dxdy =
∫ p

−p

(∫ p
2

y2

2p

xy2 dx

)
dy =

=
∫ p

−p

(
y2
∫ p

2

y2

2p

xdx

)
dy =

∫ p

−p

(
y2
[
x2

2

] p
2

y2

2p

)
dy =

=
∫ p

−p

(
y2
(

p2

8
− y4

8p2

))
dy =

=
p2

8

[
y3

3

]p

−p

− 1
8p2

[
y7

7

]p

−p

=
p5

21

http://euler.fd.cvut.cz


Home
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8.3.2. Věta o substituci

Věta 7 (O substituci) Necht’ je ϕ(x) prosté regulárnı́ zobrazenı́
otevřené množiny X ⊂ Rn na množinu Y ⊂ Rn. Necht’ je M ⊂ X,
f(y) funkce definovaná na ϕ(M) a Dϕ(x) jakobián zobrazenı́ ϕ.
Pak platı́∫

ϕ(M)
f(y) dy1 . . . dyn =

∫
M

f
(
ϕ(x)

)∣∣Dϕ(x)
∣∣ dx1 . . . dxn , (8.23)

pokud oba integrály v (8.23) existujı́.

Jak je vidět z věty 7, substituce neměnı́ pouze integrovanou
funkci, ale také podstatně oblast M , přes kterou integrujeme.
Proto se na rozdı́l od jednorozměrných integrálů pomocı́ substi-
tuce nesnažı́me pouze zjednodušit integrovanou funkci, ale také
integračnı́ oblast. To je při výpočtu vı́cerozměrných integrálů velmi
podstatné. Napřı́klad jestliže se nám podařı́ transformovat oblast
M na interval, stačı́ podle Fubiniovy věty najı́t n jednorozměrných
integrálů, i když většinou poměrně složitých.
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