MATEMATICKA ANALYZA 2
PREHLED LATKY

Metrické a normované prostory
Posloupnosti v metrickych prostorech
Limita a spojitost zobrazeni

Diferencialni pocCet funkci vice proménnych
Diferencialy vyssich radu

Funkce definované implicitné

Extrémy funkci vice proménnych

Riemanndyv integral v R"

© 00 N o o b~ w N P

KF¥ivkovy integral
10 PloSny integral

11 Integralni véty


http://euler.fd.cvut.cz

1 METRICKE
A NORMOVANE PROSTORY

1.1. Prostor R" a jeho podmnoziny

PFfipomenme, Ze prostorem R” rozumime mnozinu usporadanych
n—tic realnych Cisel, tj.

RnZI\RXRX---X]@.

n krat

Prvky R" budeme znait =, tj. © = (z1,25,...,,), kde z; € R,
1=1,2,...,n.

V prostoru R™ se definuji operace nasobeni realnym cislem a
a sCitani vztahy

axr = a(xl,xg, o ,xn) = (axl,axg, .. .,axn) ,

T+Yy = (xl,xg, e ,xn)-l—(yl,yz, e ,yn) = (x1+y1,x2—|—y2, o ,xn—i—yn) .
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Jak vime z linearni algebry, mnoZina R" s uvedenymi operacemi
tvori vektorovy prostor nad télesem realnych Cisel.

Aby bylo mozné vySetfovat limity v prostoru R", je tfeba zavést
pojem okoli bodu. To Ize definovat pomoci vzdalenosti dvou
bod.

1.2. Metricky prostor

Definice 1. Necht je M mnozina. Funkci p : M x M — R
nazveme metrikou, jestlize spliuje nasledujici podminky:

(1) prokazdé x € M je p(xz,z) =0;
(2) prokazdéz,y € M,z #y,je p(z,y) = p(y, ) > 0;
(3) prokazdéz, y, = € M plati p(z, z) < p(z,y)+p(y, 2).

Mnozinu M, na které je definovana metrika, nazyvame
metricky prostor. Pokud budeme chtit zdlraznit, Ze M je
metricky prostor s metrikou p, budeme psét (M, p).

Pomoci metriky definujeme v metrickém prostoru okoli bod.


http://euler.fd.cvut.cz

Definice 2. Necht je (M, p) metricky prostor a o € M. Pro
kazdé ¢ > 0 nazyvame mnozinu vSech x € M, pro ktera je
p(z, ) < e okolim bodu z, (pfesné&ji otevienym c—ovym
okolim bodu z,. e—ové okoli bodu z, budeme znacit U. ().

MnoZinu vSech bodll x € M, pro ktera je 0 < p(az,xo) <e€
nazyvame prstencové okoli bodu z, a budeme jej znacit

P‘E (xo) .
Poznamka. Zfejmé plati:

P, (:ch) = U, (xo) \ {xo} )

O Pfiklad 1. Necht M je libovoln& neprdzdna mnozina.
Definujme funkci p : M x M — R pfedpisem

(2,9) 0 prox=y
Z, =
Py 1 prox#y.

Snadno se ukaze, Ze p je metrikana M.Proe > 1axy € M je
U.(z0) = M a P.(x9) = M \ {x,}. Proe < 1 akazdé z, € M je
U.(z0) = {0}, tedy jednobodova mnoZzina obsahujici pouze bod
xo @ P.(z9) = (). Takto definovana metrika se nazyva diskrétni.
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Definice 3. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M.
Bod x € X nazveme vnitini bod mnoZiny X pravé tehdy,
kdyz existuje okoli U.(x) takové, ze U.(z) C X. MnoZinu
vSech vnitfnich bodl mnoZiny X ¢ M nazyvame vnitfkem
mnoziny M a znaCime X°.

Definice 4. Necht (M, p) je metricky prostor. MnoZina
X C M se nazyva oteviena prave tehdy, je-li kazdy bod
x € X vnitfnim bodem mnoziny X, tj. pravé tehdy, kdyz
X = X°.

Definice 5. Necht (M, p) a (M, o) jsou metrické prostory.
Jestlize existuji reélné Cisla a a b, 0 < a < b takova, Ze pro
kazdé z, y € M plati ap(z,y) < o(z,y) < bp(x,y) nazveme
metriky p a o ekvivalentni.
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Véta 1. Necht jsou (M, p) a (M, o) metrické prostory s ekviva-
lentnimi metrikami p a 0. MnoZina X C M je oteviena v metrice
p pravé tehdy, kdyz je oteviena v metrice o.

Dlkaz. Necht je X C M oteviena mnoZina v metrice p a x € X. Pak existuje
e > 0 takové, Ze kazdé y € M, pro které plati p(z,y) < ¢, je prvkem X.
Z nerovnosti o(x,y) < bp(z,y) plyne, Ze kazdy bod y € M, pro ktery je
o(x,y) < be patfi do mnoziny X. Tedy z je vnitfni bod mnoZiny X v metrice o.
Podobné je-li v metrice o okoli bodu =z € X s polomérem ¢ podmnoZinou X,
staci zvolit v metrice p okoli s polomérem ¢/a. O

Véta 2. Necht'je (M, p) metricky prostor. Pak jsou () a M oteviené
mnoziny.
Jestlize jsou X, C M, a € A, kde A je mnoZina, oteviené mno-
ziny, je mnozina U X, oteviend mnoZina.
acA
Jestlize jsou X; ¢ M, kde i = 1,2,..., N, oteviené mnoziny, je
N

mnozina ﬂ X, oteviena.

i=1
Dikaz. Protoze () neobsahuje zadny bod, je kazdy jeji bod jejim vnitfnim bo-
dem (ukaZzte, Ze neplati opacné tvrzeni), a tedy prazdna mnozina je oteviena.
ProtoZe pro kazdé = € M a libovolné ¢ > 0 je U.(x) C M, je mnozina M
otevfena.

Necht je x € U X,. Pak existuje index a € A takovy, Ze x € X,. Protoze
a€A
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je mnozina X, otevfen4, existuje pro kazdé = € X, okoli U.(z) C X,. Tedy

Uz(z) C | Xa
a€A
N

Necht z € ﬂXi. Pak je pro kazdé i = 1,...,N bod = € X,. Protoze
i=1

jsou mnozZiny X; otevfené, existuji okoli U.,(z) C X,. Jestlize zvolime ¢ =

min(eq,...ex) > 0 pro kazdé i = 1,..., N okoli U.(z) C U.,(z) C X;, a tedy

N
také U.(z) C (] X;. O
i=1

Véta 3. Vnitfek mnoziny X C M je nejvétsi oteviena podmnozina
X, . jestlize je Y C X oteviena mnozina, pak Y C X°.

X° je sjednoceni vSech otevienych podmnoZzin Y mnoziny X.
Dlkaz. Necht je Y C X oteviena mnoZina. Pak je kazdy bod = € Y vnitni
bod mnoziny X, atedy x € X°.

Druhé tvrzeni plyne z toho, Ze sjednoceni libovolné mnoziny otevfenych mno-
Zin je oteviena mnozina. O
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Definice 6. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M. Bod
x € M nazyvame hromadny bod mnoziny X prave tehdy,
kdyz kazdé prstencové okoli P.(z) obsahuje alespor jeden
bod mnoziny X. MnoZzinu vSech hromadnych bodl mnoZiny
X budeme znacit der X.

Poznamka. Je-li x hromadny bod mnoziny X, pak kazdé okoli
bodu z obsahuje nekone¢né mnoho bodl mnoZiny X.

Definice 7. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M.
Pak mnozinu X = Xuder X nazyvame uzavér mnoziny X.

Definice 8. PodmnoZina X metrického prostoru (M, p) se
nazyva uzaviena pravé tehdy, kdyz obsahuje vSechny své
hromadné body, tj. pravé kdyz X = X.
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Véta 4. Necht (M, p) je metricky prostor.

e MnoZina X C M je uzaviena prave tehdy, kdyz je M \ X
oteviena.

e MnozZina X C M je oteviena praveé tehdy, kdyz je mnozina
M \ X uzavfena.

Dikaz. Necht je mnozina X uzaviena. Je-liz € M\ X, pak neni prvkem der X .
Tedy existuje prstencové okoli P.(x) bodu z takové, Ze P.(z) N X = (. Tedy
pro toto ¢ plati U.(z) C M \ X a tedy x je vnitfrnim bodem mnoziny M \ X.
Necht je mnozina M \ X otevifena a = € der X. Pak pro kazdé prstencové
okoli P.(z) je P.(z) N X # (. Tedy protoZe je M \ X oteviena mnoZina, plati
x ¢ M\ X, .z € X.Tedy mnozina X obsahuje vSechny své hromadné body.
Tvrzeni ¢4sti (2) Ize dok&zat pomoci rovnosti X = M \ (M \ X). O

Véta 5. Necht je (M, p) metricky prostor. Pak jsou mnoziny () a
M uzaviené.

Jestlize jsou X,, a € A, kde A je libovolna mnozina, uzaviené
mnoziny. Pak je mnozina X = ﬂ X, uzavrena.

acA
Jestlize jsou X;, i =1, 2, ..., N, uzaviené mnoZziny, je mnozina

N
X = J X uzaviena.

i=1
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Dikaz. Sta¢i pouZit vétu 2 a de Morganovy vzorce

U(M\Xa):M\ ﬂxa, ﬂ(M\Xa):M\ UXa. O

a€A a€A a€A a€A

Véta 6. Necht (M, p) je metricky prostor a X C M. Pak plati:

e X je nejmensi uzaviena mnozina, pro kterou je X C X, fj.
je-li X C Y aY je uzaviena, pak X C Y.

e X je prinik vdech uzavienych mnozin Y takovych, ze X C
Y.

Dlkaz. Tuto vétu Ize dokazat stejné jako jeji analogii pro oteviené mnoziny
(Véta 3) nebo pomoci de Morganovych vzorcd. O

Definice 9. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M.
Hranici mnoziny X nazyvame mnozinu 0X = X N M \ X.
Bod = € 0X se nazyva hrani¢ni bod mnozZiny X.
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Definice 10. Necht je (M, p) metricky prostor a X C M je
neprazdna. Primérem mnoziny X nazyvame cislo

diam(X) = sup p(zx,y).
z,yeX

Je-li X =0, klademe diam(X) = 0.

MnozZina X C M se nazyva omezena, je-li diam(X) < oo.

Véta 7. PodmnozZina X metrického prostoru (M, p) je omezena
prave tehdy, kdyz existuje y € M a K € R takové, Ze pro kazdé
veXjepyx) < K.

Dlkaz. Necht y € M. Pro kazdé z1, z» € X plyne z trojahelnikové nerovnosti
p(z1,22) < p(w1,y) + p(y,x2). Jestlize pro kazdé = € X plati nerovnost

p(z,y) < K, pak pro kazdé z1, z; € X plati nerovnost p(xz1,z2) < 2K. Z toho
ale plyne, Ze diam(X) = sup p(21,72) < 2K.

x1, 26X
Necht je mnoZina X omezenad a y € M. Necht je zo € M pevné. Pro kazdé
x € X plyne z trojahelnikové nerovnosti vztah p(y,z) < p(y, o) + p(z0, ) <
K, kde K = p(y, zo) + diam(X). O
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Definice 11. Necht je (M, p) metricky prostor. MnoZina
X C M se nazyva nesouvisla pravé tehdy, kdyz exis-
tuji podmnoziny A, B C X takové, 7Ze X = AUB a
ANB=ANB = (. Mnozina X C M se nazyva souvisla
pravé tehdy, kdyZ neni nesouvisla.

Definice 12. Vzdalenosti dvou neprazdnych podmnozin X
a Y metrického prostoru (M, p) nazyvame cislo

dist(X,Y) = inf p(z,y).
reX
yey
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1.2.1. Normovany prostor

Definice 13. Necht je V vektorovy prostor nad télesem R.
Zobrazeni v : V — R, pro které plati:

se nazyva norma. Vektorovy prostor V, na kterém je
definovana norma se nazyva normovany prostor. Jestlize
chceme zdUraznit, Ze V' je normovany prostor s normou v,
budeme psét (V, v).

Véta 8. Je-li (V,rv) normovany prostor, je (V,p), kde p(z,y) =
v(x — y), metricky prostor.

Dikaz. ProtoZze v(0) = 0, je p(x,z) = v(z — z) = v(0) = 0.
Jestlize x # y jsou libovoIné dva prvky V, pak p(z,y) = v(z —y) = v(y —x) =
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p(y,x) # 0. Pro kazdé tfi prvky =, y, z € V plati

p(z,2) =v(z—z2) = v((@—y)+{y—2)) <ve—y)+v(y—=2) = p(z,y)+py, 2).

Tedy p je metrika. O

Definice 14. Dvé normy v, a v, vektorového prostoru V' se
nazyvaji ekvivalentni, jestlize existuji a, b € R, 0 < a < b,
takove, Ze av(x) < va(z) < by (z).

Poznamka. Je zfejmé, Ze metriky p; a p, generované ekvivalent-
nimi normami v; a v, jsou ekvivalentni.

Poznamka. Lze ukazat, Ze pro kazdé p > 1 je

norma v prostoru R™ a Ze tyto normy jsou ekvivalentni.
Pro nas budou dllezité normy v, 15 @ vy = lim v,. Pro tyto
p—00

normy plati


http://euler.fd.cvut.cz

Ukéazeme, Ze vSechny tyto normy jsou navzjem ekvivalentni.
Z nerovnosti

n

Vmax(€) = max (a1, |22, ... |za]) < |ai| = mi(z) <
k=1
< nmax(|x1|, |zal, .. ., |a:n|) = NVpax(T)

plyne, Ze normy v a vy, jSOU ekvivalentni.
Ekvivalence norem v, a v, plyne z nerovnosti

1/2
Vinax (T) = max(|a:1|, |a], . . |xn| (2]33Z ) =
= y(x) < vnmax(|z1], |22, ..., |[Ta]) = VAlinax() .

Z nerovnosti a® + b < (a +b)? a 2ab < a® + b?, které plati pro a,
b > 0 plyne, Ze

Zx (Z}aﬂ) =vi(z) <n Y 2} =nw(x).

k=1

3

Tedy plati nerovnost vy (x) < vi(x) < /na(x).
Obecné lIze ukazat, Ze v R" jsou vzajemné ekvivalentni vSechny
normy v,(x), kde p > 1.
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Dale budeme prostor R povaZovat za metricky prostor s metrikou
generovanou jednou z ekvivalentnich norem vy, v, N€bO vy, .
[0 Priklad 2. Necht je M C R a B(M) je vektorovy prostor
vSech funkci omezenych na M. Ve vektorovém prostoru B(M)
Ize zavést normu v vztahem v(f) = su]\p;(|f(x)‘).

S

V prostoru R™ je norma v, z pfikladu 2 definovana pomoci ope-

race, ktera se nazyva skalarni soucin.

Definice 15. Necht je V' vektorovy prostor nad télesem R.
Pak funkci (-,-) : V xV — R, ktera méa pro kazdé z,y, z € V
a a, b € R vlastnosti:

nazyvame skalarni soucin. Casto se znaéi (z,z) = ||z||2.
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O Pfiklad 3. Ve vektorovém prostoru R™ definujeme skalarni

sougin vztahem (z,y) = Z TiVi.
=1

Véta 9 (Schwarzova nerovnost) Jestlize je V' vektorovy prostor
se skalarnim soucinem, pak pro kazdé z, y € V plati nerovnost
(z,9)? < ||z||?|ly||*>. PFitom rovnost plati pouze tehdy, kdyZ = a y
jsou linearné zavislé.
Dlkaz. Je-li y = 0, plati znak rovnosti.
Necht y # 0. Pro kazdé A € R plati

0< (z—Xy,z—Xy) = z]* = 2X(z, y) + A2[ly|*.

PFitom rovnost plati pouze tehdy, kdyZz = — Ay = 0, tj. kdyZ jsou jsou z a y

linearné zavislé. Zvolme )\ = % Pak z uvedené nerovnosti dostaneme
Yy
T, 2 z,y)? z,y)?
0§||x”2_2( yg +( ’yl :||x||2_( 7yg ’
Iyl Iyl Iyl

z ¢ehoz plyne dokazované nerovnost. [J
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Poznamka. Ze Schwarzovy nerovnosti plyne pro ||z, ||y|| # 0,

) — -yl el el o
uhel mezi vektory = a y. V pfipadé R” je tedy Uhel mezi dvéma

nenulovymi vektory x a y dan vztahem

n n n _1/2
cosy = (Z xz?/z) : (Z - Zyﬁ) :
=1 i=1 k=1

< 1. Proto Ize psat = cos p, kde ¢ je

Véta 10. Jestlize je V' vektorovy prostor se skalarnim soucinem,
je V normovany prostor s normou definovanou vztahem v(z) =

V(@ x) = =[],

Dikaz. Ovéfeni vlastnosti normy je zfejmé. Snad aZ na nerovnost ||z + y|| <
lz]| + |ly||. Ta plyne ze Schwarzovy nerovnosti, nebot

Iz +yl* = (z +y, 2 +y) = [[l* + 2z, ) + ylI* <
2
<l + 2l - flyll + Iyl = (el + lyll)"
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Definice 16. Necht je V vektorovy prostor a z, y € V.
Mnozina v8ech bodli z = z + (y — 2)t, t € (0,1) se nazyva
UseCka z bodu = do bodu y. Bod z je pocatecni bod a y
koncovy bod této tsecky.

Definice 17. Podmnozina M vektorového prostoru V' se
nazyva konvexni, jestlize pro kazdé dva body z, y € M
leZi cela Usecka z bodu = do bodu y v mnoziné M, tj. pro
kazdét € (0,1)jex + (y — z)t € M.

Definice 18. Podmnozina M C R™ s metrikou generovanou
normou v, se nazyva kompaktni, jestlize je omezena a
uzaviena.

Poznamka. Vyznam kompaktnich mnoZzin pro matematickou ana-
Iyzu bude zfejmy, aZz zavedeme pojem limity posloupnosti.
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2 POSLOUPNOSTI

V METRICKYCH PROSTORECH

2.1. Posloupnost, vybrana posloupnost

Definice 1. Posloupnosti v metrickém prostoru M nazy-
vame kazdé zobrazeni f : N — M. Pro posloupnosti se
obvykle pouziva znaceni f(n) = x,,.

Definice 2. Posloupnost z,, v metrickém prostoru (1, p) se
nazyva omezena pravé tehdy, kdyZ je omezena mnoZina
{z,; n € N}, tj. kdyZ existuje = € M a K € R takové, Ze
pro kazdé n € N je p(z,x,) < K.

Véta 1. Jsou-li metriky p; a p, ekvivalentni, je posloupnost z,
omezenav metrice p; prave tehdy, kdyZ je omezena v metrice ps.

Dlkaz. Tvrzeni je zfejmé z definice ekvivalentnich metrik. [
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Definice 3. Necht je x,, posloupnost a ky < kg -+ < k...,
k; € N. Pak posloupnost y, = xz,, hazyvame vybranou
posloupnosti z posloupnosti z,,.

O Priklad 1. Prikladem posloupnosti v R* je posloupnost

1 ’I’L-|-3 2n—1 '
x,= |2 ——, ,sinn | .
n+1 \n+1

Tato posloupnost je omezena, protozZze napfiklad pro metriku ge-
nerovanou NOrMOU Uy j€ p(Xn, 0) = Vimax(0 — x,,) < 100.

Posloupnost

) 1 o+ 3\t )
:wn: b) b 7ln
Yn = *2 m+1\2n+1 St =n

je vybrana posloupnost z posloupnosti x,,.

0 Priklad 2. Prikladem neomezené posloupnosti v R* je napfi-
klad posloupnost

Zp = (cos nm,5, (—1)"n,n* + 3n + 1) )
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2.2. Limita posloupnosti

Definice 4. Necht je x,, posloupnost v metrickém prostoru
(M, p). Prvek x € M se nazyva limitou posloupnosti z,
pravé tehdy, kdyz le p(x,x,) = 0, tj. kdyZz ke kazdému
e > 0 existuje ng € In\I togkové, Ze pro kazdé n € N, n > ny je
p(x,z,) < e. Jestlize je x limitou posloupnosti z,, piSeme
li_)m x, = x a fikhme, Ze posloupnost z, konverguje k
prvku .

Posloupnosti z,,, které maji limitu se nazyvaji konvergentni
a posloupnosti, jejichZ limita neexistuje nazyvame diver-
gentni posloupnosti.

Véta 2. Kazda posloupnost v metrickém prostoru (M, p) ma nej-
vySe jednu limitu.

Dl kaz. Necht ma posloupnost z,, v metrickém prostoru M dvé limity 2 # y. Pak
€= %p(m, y) > 0. Ktomuto e existuji ng  a ng ,, takove, Ze prokazdén > ng , je

p(z,z,) < e aprokazdén > ng, je p(y,z,) < c. Necht ng = max(no’z, nO,y)-
Tedy pro kazdé n > ng plati nerovnost

2
p(x,y) < p(x,2,) + p(y, ) <e+e= 3 p(z,y) .

To je ale spor s tim, Ze p(z,y) > 0. Tedy p(z,y) =0axz=y. O
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Véta 3. Kazda konvergentni posloupnost je omezena.

Dlkaz. Nechtje lim z, = x. Proe = 1 existuje n, takové, Ze pro kazdé n > ng

plati nerovnost p(x,x,) < 1. Pro K = max(l,p(x,xl), plx,x2),. .. ,p(a:,a?no))
je splnéna nerovnost p(z, z,) < K pro kazdé n € N. O

Véta 4. Jestlize je posloupnost y, vybrana z konvergentni po-
sloupnosti x,,, je konvergentni a lim y, = lim x,.

Dlkaz. ProtoZe lim z, = =z, existuje ke kazdému ¢ > 0 Cislo ng takove,

n—oo

Ze pro kazdé n > ng je p(z,z,) < e. ProtoZe je y, vybran posloupnost z
posloupnosti x,,, je y, = x,, kde m > n. Proto staci k danému ¢ > 0 zvolit ve
vybrané posloupnosti y,, stejné Cislo ny. O

Véta 5. Necht jsou p; a p, dvé ekvivalentni metriky v metrickém
prostoru M. Pak posloupnost z,, konverguje k = v metrice p, pravé
tehdy, kdyz konverguje k x v metrice p,.

Dikaz. Plyne bezprostfedné z definice ekvivalentnich metrik. [
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Véta 6. Nechtje @, = (21, 22, - . ., T4, ) POSlOUPNOSt v prostoru
R*. Pak lim ¢, = © = (z1,79,...,2;) pravé tehdy, kdyZ pro

n—oo

kazdou slozku je lim z;, =x;,1=1,2, ..., k.
n—oo

Dlkaz. Necht lim =, = x. Pak ke kazdému ¢ > 0 existuje n, takové, Ze pro
k
kazdé n > ng je Z|mkn — 24| < e. Ale z toho plyne, Ze pro n > ng a kazdé

=1
!
i=1,2,...,kje |z, — §Z|xzn—xl| <e. Tedy prokazdéi=1,2,....,k
=1
je lim z;, = ;.

n—oo
. . « s . . . . ., €
Naopak jestlize pro kazdé i = 1,2,...,k je lim z;, = z; existuji pro z
n—oo
- 7 xr _ ~ 4z . 13
pfirozena €isla ng,; takova, Ze pro kazdé n; > no; je |z, — x| < o Ale pak
k €
pro ng = max(no71,n0,2, . ,noyk) je E ‘xi,n — l‘l‘ < kE =c. O

i=1

O Priklad 3.

. n>+n+1 n+3\"?% /2 "
lim , , | —arctgn =
n—oo \ 3n2+2n+3' \n+1
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O Priklad 4. Posloupnost z, = 2z pro = € (0,1) nekonver-
guje u prostoru B((0,1)) k nule, pfestoZe pro kazdé = € (0,1) je

lim 2" = 0. Prokazdé n € Njetotiz sup 2" = 1. Protoproe <1

neexistuje n, takové, aby pro kazdé n > ng bylo p(z™,0) < e.

2.3. Bodovaastejnomérnakonvergence

V matematické analyze hraje konvergence v prostoru B(M ), kde
M je mnozina, velmi dllezitou roli. Konvergence v tomto prostoru
se nazyva stejnomérna konvergence na rozdil od tak zvané
bodové konvergence. Proto budeme pfesnéji definovat tyto dva
pojmy nejprve na prostoru omezenych funkci na mnoziné M C R.

Definice 5. Necht je f,(z) posloupnost omezenych funkci
na mnoziné M c R. Rekneme, Ze posloupnost fn(2)
konverguje bodové k funkci f(z), jestlize pro kazdé ¢ > 0
a pro kazdé = € M existuje no(x) takové, Ze pro kazdé
n > ng(z) je |fu(z) — f(z)| < e. Bodovou konvergenci
posloupnosti funkci f,(z) k funkci f(z) budeme znacit

fu(@) = f().
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Definice 6. Necht je f,(x) posloupnost omezenych funkci
na mnoziné M C R. Rekneme, Ze posloupnost fn(x)
konverguje stejnomérné k funkci f(z), jestlize pro kazdé
e > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé = € M a
pro kazdé n > ng je |f.(z) — f(z)| < e. Stejnomérmou
konvergenci posloupnosti funkci f,(x) k funkci f(x) budeme
znacit f,(z) = f(x).

Poznamka. Rozdil mezi bodovou a stejnomérnou konvergenci spociva v tom,
Ze pfi bodové konvergenci mlize byt ny zavislé na x € M, kdeZto pfi stejno-
mérné konvergenci je toto ny pro vSechna = € M stejné. ZapiSeme bodovou
a stejnomérnou konvergenci symbolicky

lim f,(z) = f(z) bodové «<—

n—oo

— (Ve>0VzeMIngeN: n>ny = |f(z)— fulz)]<e)

lim f,(x) = f(x) stejnomérné <—

n—0o0

— Me>0IngeN;VeeM: n>ny = !f(:z:)—fn(x)|<6)

Z tohoto zapisu je zfejmé, Ze pokud posloupnost funkci f,,(z) konverguje k
funkei f(x) stejnomérné, konverguje k ni také bodové. Ale opak neni pravda.
Pravé stejnomérnéa konvergence je konvergence v prostoru B(M).
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O Prfiklad 5. Na intervalu (0, 1) uvazujme posloupnost f,(z) =
x2". Necht ¢ > 0. Necht je 0 < ¢ < 1. Hledejme n, tak, aby pro

- : , 1
kazdé z € (0,1) platila nerovnost 2z < . Pak je ny > ln—g Ale
nxr
Ine

protoze lir{1 e — +00, neni mozné zvolit ng nezavisle na z.
z—1_INxT

no je vlastné neomezenou funkci =z € (0,1). Proto posloupnost
funkci f,,(z) = 2™ konverguje sice bodoveé k funkci f(x) = 0, ale
nekonverguije k této funkci stejnomérné, tj. v prostoru B((0,1)).

2.4. Uplné metrické prostory

Véta 7 (Cauchy-Bolzanova podminka konvergence) Necht
je posloupnost z,, v metrickém prostoru M konvergentni. Pak ke
kazdému ¢ > 0 existuje n, takove, Ze pro kazdé m, n > ny plati
nerovnost p(x,,, x,) < .

Dikaz. Necht posloupnost z,, konverguje k x € M a e > 0. Pak k g exis-

tuje no takové, Ze pro kazdé m, n > ng je p(x,xn,) < % a p(x,x,) < g z
trojuhelnikové nerovnosti plyne, Ze pro kazdé m, n > ng plati p(zm,z,) <

€ €
(T, x) + p(,2p) < 5-1-5 =e. O
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Definice 7. Posloupnost z,, v metrickém prostoru M se
nazyva Cauchyovska prave tehdy, kdyz splfiuje Cauchy—
Bolzanovu podminku: Ke kazdému e > 0 existuje
no takové, ze pro vSechna m, n > ny plati nerovnost

(T, ) < €.

Poznamka. Véta 7. fika, Zze kazda konvergentni posloupnost je
Cauchyovska. Opak neni obecné pravda. Napfiklad v mnoziné
racionalnich Cisel Q nekonverguje kazda Cauchyovska posloup-
nost k racionalnimu cCislu. Proto se mnozina racionalnich Cisel Q
rozSifuje na mnozinu realnych Cisel R, ve které uz kazda Cau-
chyovska posloupnost konvergentni.

Definice 8. Metricky prostor (M, p) se nazyva uplny, ma-li
kazda Cauchyovska posloupnost =, v M limitu v M.

O Priklad 6. Pro kazdé k je prostor R” je GpIny. To plyne z toho,
Ze kdyz je posloupnost x,, v R* Cauchyovska, jsou Cauchyov-
ské vSechny posloupnosti zy, jejich slozek. Uplnost pak plyne z
Uplnosti mnoziny realnych Cisel.

O Priklad 7. Necht je C'(X) C B(X) vektorovy prostor omeze-
nych spojitych funkci na mnoziné X C R se supremovou normoul.
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Tento prostor je Gplny.

O Priklad 8. Necht je C((0,2)) vektorovy prostor vSech ome-
zenych spojitych funkci na intervalu (0,2) s metrikou generova-
2

nou normou v(f) = / \f(x)| dz. Uk&dzeme, Ze tento prostor neni

0
aplny. UvaZujme posloupnost funkci

{x" pro z € (0,1),

fnle) = 1 pro z € (1,2).

Nechtjes > 0an <m. Pak je

o b) = (= 1) = [ 150) = fl) e =

o 1 1 1
= (x - )dx: — < :
0 n+1l m+4+1 n+1

< , o 1-— ,
Z toho plyne, Ze k danému 0 < ¢ < 1 existuje ngy > i~ takové,
9

Ze pro kazdé m a n > ng je p(fu, fn) < €. (pro e > 1 Ize zvolit
ng = 1). Mame tedy Cauchyovskou posloupnost. Bodova limita
posloupnosti funkci f,,(z) je funkce

_Jo pro z € (0,1),
fle) = {1 pro z € (1,2).
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Pak je

/|f n(:v)|dx:/01x"d$:n_1i_1.

Ale funkce f(x) neni spojita v bodé x = 1, a tedy neni ani limitou
posloupnosti funkci f,(z) v uvazovaném prostoru.

Poznamka. Ke kaZzdému metrickému prostoru M Ize sestrojit
metricky prostor M’ > M, ktery je Gplny. Touto konstrukci Ize
napfiklad mnoziné racionalnich Cisel Q sestrojit mnozinu R real-
nych Cisel. V pfipadé vektorového prostoru C(X), kde X C R,
s normou pouzitou v pfikladu 7, dostaneme tzv. prostor L'(X).
Pro zavedeni takovych prostor(l je ale tfeba integraly chapat v
Lebesqueové smyslu.

Véta 8. Necht je V normovany vektorovy prostor, lim z, = x a
n—od

lim y, = y. Pak posloupnost x,, + y,, konverguje a plati lim (a:n +

n—oo n—oo

Dlkaz. ProtoZze lim z, = z a hm yn = v, existuji ke kazdému ¢ > 0 pfiro-

zena Cisla ng , a ng, takova, Ze pro kazdé n > ng, je |:c — xn| < 5 a pro

kazdé n > ngy je |y — yn| < —. Pak pro kazdé n > ng = max(ng,no,y) plati
nerovnost

+

N ™

V(»"”‘H/—fvn—yn)SV($—$n)+V(y—yn)<
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Véta 9. Necht'je V normovany vektorovy prostor, lim x,, = x apro
realnou posloupnost a, plati lim a, = a € R. Pak je posloupnost

n—oo
a,x, konvergentni a plati lim (a,z,) = az.
n—oo
Dlkaz. Pouzijeme nerovnosti

v(ax — an®n) = v((a = an)z + an(z — ) < |a — an|v(@) + |an|v(z — z,) .

Protoze je posloupnost a, konvergentni, je omezena. Existuje tedy K € R
takové, Ze pro vSechna n € N plati nerovnost |an| < K. Pak ale je

I/(a:c - an:cn) < |a - an|1/(9:) + Kz/(x - a:n) .
Tvrzeni véty pak snadno plyne z této nerovnosti. [

Veéta 10. Necht je V' vektorovy prostor se skalarnim soucinem,
lim z, = z a lim y, = y. Pak je realna posloupnost (z,,y,)
konvergentni a lim (z,,y,) = (z,y).
Dlkaz. Pouzijeme nerovnost
|(@,9) = (@, yn) | = [(@=20,9) + (@0, y=yn) | < [(@=20, ) |+] (20, y=yn) | <
<z =aall - [lyll + lzall - ly = wnll -

Protoze je posloupnost z,, konvergentni, je omezena. Tj. existuje K € R
takové, ze pro kazdé n € N je ||z, || < K. Pak ale plati nerovnost

|(@,9) = (@ns90) | < lle=al|-lyll+lza][-[y=yall < llyll-llz=zall+Kly=ya]
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ze které jiz snadno plyne dokazované tvrzeni. [

Nyni uvedeme jednu vétu o Gplnych metrickych prostorech, ktera
je mnohych pripadech uziteCna pfi diikazu existence a jedno-
znacnosti fesSeni rovnic.

Véta 11 (véta o pevném bodé). Necht je M Uplny metricky
prostor a zobrazeni f : M — M ma nasledujici vlastnost: Exis-
tuie K € (0,1) takové, Ze pro kazdé z, y € M plati nerov-
nost p(f(z), f(y)) < Kp(z,y). (Takové zobrazeni se €asto na-
zyva kontrahujici.) Pak existuje pravé jedno =z € M takové, ze
Dikaz. Necht z; je libovolny prvek M. Sestrojme posloupnost zo = f(z1),
x3 = f(x2), ..., Tny1 = f(xy), .... Jestlize tato posloupnost konverguje k
x € M je toto x feSenim rovnice z = f(x). To plyne limitnim pfechodem ve
vztahu x, 11 = f(z,). Jsou-li x = f(z) a y = f(y), pak dostaneme p(z,y) =
p(f(z), f(y)) < Kp(z,y). Protoze K € (0,1), plyne z toho, Ze p(z,y) = 0, a
tedy « = y. To dokazuje jednozna€nost. Musime tedy dokéazat, Ze za danych

predpokladl je posloupnost x,, konvergentni.
Indukci Ize snadno dokéazat, Ze plati nerovnost

P($n+17$n) = P(f(xn)v f(xn—l)) < Kp(zn, 2n-1) < Kn_lp($2vx1) .

Tedy pro m > n plyne z trojuhelnikové nerovnosti pfedchoziho vztahu nerov-
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nost

m—1 m—1
P(Tm, Tn) < Z p(xr+17$r) < Z Kr_lp(x%zl) <
r=—n r—n

> Kn—1
<D KT p(az,m) = T Pz, 7).

r=n

Protoze K € (0,1) Ize pro dané ¢ > 0 najit ny tak, aby pro kazdé m > n >
ng platila nerovnost p(z,,,x,) < e. Tedy posloupnost z,, je Cauchyovska. Z
Uplnosti metrického prostoru M pak plyne existence limity lim x, =z € M.
Na zaveér se jesté zminime o dvou velmi d&leiiwgﬁofllastnostech
kompaktnich, tj. omezenych uzavienych, mnozin v R¥,

Véta 12. Podmnozina X C R* je kompaktni pravé tehdy, kdyz z
kazdé posloupnosti «,, € X lze vybrat konvergentni podposloup-
nost y,,, ktera je v X konvergentni.

Poznamka. V obecnych metrickych prostorech slouZi vlastnost
kompaktnich mnozZin popsana ve vété 12 k jejich definici: Pod-
mnoZzina X metrického prostoru M se nazyva kompaktni pravé
tehdy, kdyZ z kaZzdé posloupnosti v X |ze vybrat podposloupnost,
ktera je v X konvergentni.

Abychom mohli formulovat dal$i velmi diileZitou vlastnost kom-
paktnich mnozin, budeme nejprve definovat pojem oteviené po-
kryti mnoziny X C M, kde (M, p) je metricky prostor.
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Definice 9. Necht je X podmnoZina metrického prostoru
(M, p) a A je libovolnd mnoZina. Systém otevienych mnozin

U,, kde a € A, takovy, Ze X C U U,, nazyvame oteviené
acA

pokryti mnoziny X.

Véta 13. Podmnozina X C R* je kompaktni pravé tehdy, kdyz z
kazdého otevieného pokryti U;, i € N, mnoziny X Ize vybrat jeji

konecCné pokryti, tj. existuje n € N takove, Zze X C U U;.

i=1
Poznamka. Pro kompaktni mnoziny plati obecngjsi véta nez
pravé uvedena véta:

Véta 14. MnoZina X je kompaktni pravé tehdy, kdyz z kazdého
otevieného pokryti U,, o € A, mnoziny X lze vybrat kone¢né
pokryti, tj. kdyZ existuje n € N a ay, as, ..., a, € A takové, Ze

X c | U,

=1
Poznamka. V diferencialnim poctu zkoumame pomoci derivaci
lokalni vlastnosti funkci, tj. vlastnosti v néjakém otevieném okoli
bodu x. Ale vétSinou nas vice zajimaji globalni viastnosti funkce,


http://euler.fd.cvut.cz

tj. vlastnosti funkce na jisté mnoziné X. Je-li mnozina X ¢ R*
kompaktni a funkce ma urcitou vlastnost v néjakém okoli U(x)
kazdého bodu = € X, pokryvaji oteviené mnoZziny U(x) mno-
Zinu X. Z véty 13a plyne, Ze existuje konecny pocet takovych
okoli, ktery pokryva celou mnozinu X. Timto zplisobem Ize pro
kompaktni mnoziny Casto prejit od lokalnich vilastnosti funkce ke
globalnim vlastnostem na kompaktni mnoziné.
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3 LIMITA A SPOJITOST
ZOBRAZENI

3.1. Limita zobrazeni

Definice 1. Necht f : X — Y je zobrazeni metrického
prostoru (X, p) do metrického prostoru (Y, o). Necht a je
hromadny bod X. Rekneme, 7e A € Y je limitou zobrazeni
f abodé qa, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 takove,
Ze pro kazdé z € X, p(a,z) <6,z #a,je o (4, f(z)) <e.
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Definice 2. Necht f : X — Y je zobrazeni metrického pro-
storu (X, p) do metrického prostoru (Y,0) a M C X. Rek-
neme, Ze funkce f(x) mé v bodé a, ktery je hromadny bod
mnoziny M limitu A vzhledem k mnoZziné M pravé tehdy,
kdyZ ma funkce f = f}M v bodé « limitu A. Pak piseme

lim f(z)=A4.

reM

Véta 1. Necht' je f : X — Y zobrazeni metrického prostoru X
do metrického prostoru Y. Pak je lim f(z) = A pravé tehdy,
kdyz pro kazdou posloupnost z,, € X, x, # a, a lim z, = a,
je lim f(x,) = A.

Dikaz. Necht je lim f(x) = A. Pak ke kazdému e > 0 existuje § > 0 takové,

Ze pro kazdé x € X, pro které je 0 < p(a,z) < 6, je o (A, f(z)) < e. Jestlize je
ZTn, Tn 7# a, posloupnost v X, ktera konverguje k a, existuje pro § > 0 pfirozené
gislo ng takové, Ze pro kazdé n > ng je 0 < p(a,z,) < é. Pak ale pro kazdé
n > ng plati nerovnost o (A, f(z,)) < ¢, a tedy Jim f(zn) = A

Opacné tvrzeni dokazeme nepfimo. Necht « je hromadny bod mnoziny X a
limita ;l_rgl f(z) # A. To znamen4, Ze existuje ¢ > 0 takové, Ze pro kazdé § > 0

existuje z € X NPs(a) takové, Ze o (A, f(z)) > . Ke kazdémun € N vybereme
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r, € X N Py/y,(a), které ma tuto vlastnost. Pak je x,, posloupnost, pro kterou
jexn, #a, lim z, =a,ale lim f(z,)#A. O

Véta 2. Zobrazeni f metrického prostoru X do metrického pro-
storu Y ma v bodé a nejvySe jednu limitu.

Dlkaz. Tvrzeni se dokazZe standardnim zplisobem, a proto jej nechavam jako
cviceni. O

Véta 3. (Cauchy—Bolzanova podminka) Jestlize limita zobrazeni
f metrického prostoru X do metrického prostoru Y v bodé a
existuje, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro
kazdé z, y € X N Ps(a) je o(f(x), f(y)) <e.

Dikaz. Necht lim f(z) = A. Pak pro kazdé ¢ > 0 existuje § > 0 takové,

7e pro kazdé = € NPy(a) je o(f(x), A) < g Necht =, y € X N Ps(a). Pak z

trojihelnikové nerovnosti plyne, ze o(f(z), f(y)) < (A, f(z)) + o (4, f(y)) <
e.

Véta 4. JestliZze je metricky prostor Y Uplny, pak limita zobrazeni
f: X — Y vbodé a existuje pravé tehdy, je-li splnéna Cauchy—
Bolzanova podminka.

Dl kaz. Necht je z,, libovolna posloupnostv X, z,, # aa lim x, = a. Nechtje

n—oo

¢ > 0. ProtoZe je spInéna Cauchy—Bolzanova podminka, existuje ke kazdému
£ > 06 > 0takové, Ze prokazdé z, y € XN Ps(a)je o(f(z), f(y)) < e. Protoze
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lim z, = a, existuje ng takové, Ze pro kazdé n > ng je z,, € XNPs(a). Proto je

n—oo

posloupnost f(z,) Cauchyovska a existence limity posloupnosti f(z,) plyne
z Uplnosti metrického prostoru (Y, o). Tvrzeni pak plyne z véty 1. O

Véta 5. Necht'jsou (X, p), (Y,0) a (Z, ) metrické prostory. Necht

jsouf: X —Yag:Y — Zzobrazeni, lim f(x) = Aa lilr}‘g(y) =
r—a y—

B. Déale necht existuje prstencové okoli Ps,(a) takové, Ze pro

kazdé z € X N Ps,(a) je f(z) # A. Pak plati

lim(go f)(z) = lim g(y) = B.

T—a y—A

Dlkaz. ProtoZe lin,lqg(y> = B, ke kazdému ¢ > 0 existuje n > 0 takové, zZe
’y—)

pro kazdé y € Y, pro které je 0 < o(y, A) < n, plati 7(g(y),b) < e. Protoze
lim f(x) = A, existuje k n > 0 §; takové, Ze pro kazdé z € X, 0 < p(z,a) < 41
je o(f(z),A) < n. Ale podle pfedpokladu plati pro § = min(dy,d;) a z € X,
0 < p(z,a) < 6 nerovnost 0 < o(f(x), A) < n. Tedy pro kazdé takové = plati
nerovnost 7(g(f(z)),4) <e. O

Véta 6. Necht jsou f(x) zobrazeni a g(x) zobrazeni metrického
prostoru X do normovaného vektorového prostoru V. Necht exis-
tuji limity lim f(z) = A a lim g(z) = B. Pak existuje také lim (f +
9)(z)=A+B.


http://euler.fd.cvut.cz

Dlikaz. Necht ¢ > 0. Pak existuji 6; > 0 a §, > 0 takové, Ze pro kazdé
x € X, pro které je 0 < p(a,z) < &g, resp. 0 < p(a,x) < &, plati nerovnost
v(f(z)—A) < g resp. v(g(z) — B) < % Kdyz zvolime ¢ = min(d,,d,) > 0,
dostaneme pro kazdé x € X, pro které je 0 < p(x,a) < 6 nerovnost u(f(x) +
g(x) —A—B) <v(f(z)— A) +v(9(z) - B) <e. O

Véta 7. Necht je f(x) zobrazeni metrického prostoru X do nor-
movaného vektorového prostoru V' a «(x) je zobrazeni met-
rického prostoru X do R. Necht existuji lim f(z) = A € V a

lim a(z) = a € R. Pak existuje také lim (a(z) f(z)) = aA.

r—a

Dilkaz. Plyne z nerovnosti

V(a(x)f(x)—ozA) = Z/(a(ac)-(f(x)—A)—l—(a(a:)—a)-A) < ’a(a:)}-V(f(x)—A)+|a(x)—a‘-1/(

Protoze existuje limita ;13}1 a(x) = o € R je funkce a(z) v jistém okoli bodu a
omezena. Z toho se jiz snadno dokaze uvedené tvrzeni. [

Poznamka. VSechny uvedené véty plati po pfisluSsnych modifikacich také pro
limitu vzhledem k mnoZziné.

V dalsim omezime na metrické prostory R a zobrazeni f : X —
Y, kde X Cc R* a Y C RF. Kazdé takové zobrazeni je dano
predpisem

_f(CB) = f(l'l,xz, . ,(,Cn) = (fl(a:), fg(a,'), . ,fk(m)) s
kde f; : X - R,1=1,2,...,k, jsou realné funkce n proménnych,
tj fi($1,$2, e 7.’L’n).
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Protoze R* je Gplny normovany prostor, plati pro limity zobrazeni
f : R — R¥ vSechny vySe uvedené véty.
Véta 8. Necht je f : X — R*, kde X C R". Pak je lim f(xz) = A

r—a

pravé tehdy, kdyz pro kazdé i = 1,2,...,k je lim f;(x) = A,.

Dlkaz. je podobny jako dllkaz podobné véty pro posloupnosti. Proto jej na
tomto misté nebudeme opakovat. [

Poznamka. Z véty 8 ihned plyne, Ze se staci zabyvat limitou funkci vice
proménnych, tj. limitou funkce f : X — R.

Véta 9. Necht jsou f a g funkce n proménnych, lim f(x) = A a
lim g(x) = B. Pak plati lim f(x) - g(x) = AB aje-li B # 0 také
lim ﬂ = é

r—a .’.U) B
Dlkaz. je analogii diikazu pro realné funkce jedné realné proménné. O

Definice 3. Necht' je f : X — R, kde X c R", je funkce n
promé&nnych a a je hromadny bod mnoZiny X. Rekneme,
Ze funkce f(x) ma v bodé a limitu plus nekonecno, resp.
l[imitu minus nekonecno, jestlize ke kazdému K € R
existuje prstencové okoli Ps;(a) takové, Ze pro kazdé
x € XNPs(a)je f(x) > K, resp. f(x) < K. Pak piSeme
i.i_r,%f(m) = 00, resp. imf(m) = —00.
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Poznamka. VSechny typy limit Ize definovat pomoci okoli bodu.

Definice 4. MnoZina X se systémem 2( podmnozin X, pro
které plati:

(1) 0 a X patfi do systému £,

(2) jestlize U,, a € A, kde A je mnoZzina, patfi do 2, pak
U U, patfi do 2,

acA

(3) jestlize Uj, i = 1,2,...,n patfi do 2, pak také (| U;
i=1
patfi do 2,

se nazyva topologicky prostor. Mnoziny ze systému 2 se
nazyvaji oteviené mnoziny. Okoli bodu a« € X se nazyva
kazda oteviena mnozina, ktera obsahuije a.

V metrickych prostorech jsme definovali systém 2 otevienych
mnoZin pomoci pojmu vzdalenosti. Obecné se v topologickych
prostorech definuje limita nasledovné:
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Definice 5. Necht je f zobrazeni topologického prostoru
X do topologického prostoru Y a a je hromadny bod X.
Bod A € Y nazveme limitou zobrazeni f v bodé a pravé
tehdy, kdyZ pro kazdé okoli U(A) C Y existuje prstencové
okoli P(a) = U(a) \ {a} takové, Ze pro kazdé x € X N P(a)
je f(x) € U(A).

Pro limity funkci vice proménnych plati véty, které jsou podobné
vétam o limitach funkci jedné proménné. Také diikazy téchto vét
jsou analogické dikazdim pro limity funkci jedné proménné, a
proto je vétSinou nebudeme uvadet.

Véta 10. Necht existuje prstencové okoli P(a) takové, Ze pro
kazdé x € X N P(a) plati f(x) < g(x). Pak lim f(x) < lim g(x)
(za predpokladu, Ze limity existuji).

Véta 11. Necht existuje prstencové okoli P(a) takové, Ze pro
kazdé x € X N P(a) plati nerovnost f(x) < g(x) < h(x). Jestlize
je lim f(x) = lim h(x) = A, pak existuje také lim g(x) = A.

Véta 12. Jestlize je lim f(x) = 0 a existuje prstencové okoli P(a)
takové, Ze je funkce g(x) vtomto okoli omezena, je lim f(x)g(x) =
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0.

Poznamka. Podle definice je :113}1 f(x) = A € R prave tehdy, kdyZ ke kazdému
e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé x € X, pro které je 0 < p(x,a) < 4,
plati nerovnost |f(:c) - A| < e. Vezméme v prostoru R™ metriku po, které je
Z(xi —y;)%. Kazdé x € R",
i=1

x # a, Ize zapsat pravé jednim zplsobem ve tvaru * = a + nr, kde n je
jednotkovy vektor s pocate€nim bodem a a koncovym bodem, x a » > 0. Pak
je p(x,a) = r. Pak Ize pfepsat vyrok hln f(x) = A jako: Ke kazdému ¢ > 0
existuje § > 0 takové, Ze pro kazdé mr % < r < ¢ a pro kazdy jednotkovy
vektor n plati |f(rn) — A[ < e. Tedy nejen Ze A nesmi zaviset na jednotkovém
vektoru n, ale také ¢ musime vybrat nezavisle na n. Jedna se tedy o jistou
stejnomérnou konvergenci. To déla vypocet limit neurditych vyrazli zna¢né
komplikovany. Jednoduché je, kdy? je limita zavisla na n, tj. z rlznych smérd
je rizna. Ale pokud jsou limity stejné ze vSech smérl, neplyne z toho, Ze limita
existuje, protoZe k jistému ¢ > 0 nemusi byt mozné zvolit § nezavisle na sméru
n.

O Priklad 1. Najdéte nasledujici limity:

generovana skalarnim soucinem, tj. p(x,y) =

(Ey2 Ty C) (EyQ

a lim —2—, b lim —2 lim —2 .
) (@) —(0.0) T + y? ) (@y)—(0,0) 2 + y? (@y)—(0,0) 2 + y*
Jednotkovy smér v R? Ize psat jako n = (cos ¢, sin p), kde ¢ € (0,2r). Pak
kazdé (z,y) # (0,0) Ize jedingm zplsobem vyjadfit ve tvaru = = rcos,

y =rsing, r > 0. (r a ¢ jsou tzv. polarni soufadnice v R?).
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V pfipadé a) dostaneme

2
Y lim rcospsin? o =0,

lim Y =
() o(00) T2 g2 o0

protoze |cosg0sin2 cp| <1.

V pfipadé b) je

lim —22  — lim coswsin o = cos v sin
(2,y)—(0,0) T2 +y2  r—04 psin @ @sing

a limita neexistuje, protozZe zavisi na ¢, tedy na sméru.

V pfipadé c) je situace ponékud komplikovangjsi. Jestlize je x # 0, tj. ¢ # 0, ,
l’yz ny

I S G

.732 + y4 — .232

je z = 0, je cely vyraz roven nule, a tedy v téchto smérech je limita také rovna

nule. Tedy ve vSech smérech je limita nulova. Ale pfesto dana limita neexistuje.

je a stejné jako v pfipadé a) je tato limita rovna nule. Jestlize

o 9 1 L P
TotiZz na parabole = = y* je vyraz roven 3 a tedy po této kfivce neni limita

rovna nule. Aby tato limita byla rovna nule, museli bychom ke kazdému ¢ > 0
najit 6 > 0 (nez4vislé na ¢ € (0,27)) tak, aby pro kazdé r, 0 < r < § platila

nerovnost
7 COS sin? ©

<e.
cos? ¢ 4+ r2sin? ¢

Ale Ize ukazat, Ze takové ¢ neexistuje.
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3.2. Spojitost funkce

Definice 6. Necht f : M — S je zobrazeni metrického
prostoru (M, p) do metrického prostoru (S, o). Rekneme, Ze
zobrazeni f je spojité v bodé a € M, jestlize ke kazdému
e > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdé = € M, pro které
je p(a,z) < 6, plati nerovnost o (f(a), f(z)) <e.

Definice 7. Necht je f : M — S zobrazeni metrického
prostoru M do metrického prostoru S a necht X c M.
Rikame, Ze zobrazeni f je spojité v bodé a € X vzhledem
k mnoziné X, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0
takové, Ze pro kazdé x € X, pro které je p(a,z) < 0, plati
nerovnost o ( f(a), f(z)) < e.

Véta 13. Zobrazeni f : M — S je spojité v bodé a € M pravé

tehdy, kdyZ pro kazdou posloupnost z,, € M, pro kterouje lim x,

a,je lim f(z,) = f(a). o
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Dikaz. Necht je f(x) spojita v bodé € M. K danému ¢ > 0 zvolme 6§ > 0
takové, ze pro kazdé = € M, p(a,z) < 6, je o(f(a), f(z)) < e. Necht je z,
libovoln4 posloupnost v M takova, Z2e lim z, = a. Pak k naSemu § > 0

n—oo

existuje no takové, Ze pro vSechna n > ng je p(a,z,) < 0. Ale pak také pro
vdechna n > ng plati nerovnost o (f(a), f(z,)) < e, atedy lim f(z,) = f(a).
Necht neni zobrazeni f(x) spojité v bodé a € M. Pak exigajog e > 0 takové,
Ze pro kazdé § > 0 existuje z € X, p(a,z) < 6, je o(f(a),f(z)) > e. K
tomuto ¢ zvolme z,, € M takové, Ze p(a,z,) < % ao(f(a),f(z,)) > e. Tato
posloupnost z,, € M konverguje k a € M, ale lim f(z,) # f(a). O

Poznamka. Z definice plyne, Ze zobrazeni f (xTSTeoospojité v bodé a € M pravé
tehdy, kdyz je a izolovany bod metrického prostoru M nebo plati $11_r>[31 fz) =

f(a).

Definice 8. Necht je f : M — S zobrazeni metrického
prostoru (M, p) do metrického prostoru (S,0) a X C M.
Rikame, Ze zobrazeni f je spojité na mnoziné X pravé
tehdy, kdyZ je spojité v kazdém bodé mnoziny X.

Véta 14. Zobrazeni f metrického prostoru M do metrického pro-
storu S je spojité na mnoziné X C M pravé tehdy, kdyzZ je vzor
kazdé oteviené mnoziny V' C S oteviena mnoZina v X, tj. kdyz
pro kazdou otevienou podmnozinu V' C S plati f_1)(V) = X NU,
kde U C M je oteviena mnozina.
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Dikaz. Necht je vzor kazdé oteviené mnoziny V C S oteviena mnozina a
a€ XNf—(V). Pakje A = f(a) bodem oteviené mnoZiny V. Nechtje ¢ > 0.
Pak je mnozina U.(A) NV oteviena. A podle pfedpokladu je f(_1)(U.(A)NV)
je oteviend v X. ProtoZe je a prvkem této oteviené mnoZiny, existuje § > 0
takové, Ze Us(a) C f(—1)(U-(A) NV). Ale z toho plyne, Ze pro kazdé = <
XNUs(a) je f(x) € U(A), atedy zobrazeni f je spojité v kazdém bodé a € X.
Necht je zobrazeni f spojité v kazdém bodé x € X a V C S je oteviena
mnozina. Je zfejmé, Ze f(_1(V) = f—1)(V N f(X)). ProtoZe je V oteviena
mnoZzina, existuje ke kazdému y € V takové ¢, > 0, pro které je U, (y) C V.

PakaleV = | U, afy(V)=Ffy | U (U, ) N f(X)) | Jestize
yeV yef(X)

a € fi—1)(V), pak existuje A € VN f(X) takove, Zze A = f(a). ProtoZe je podle

pfedpokladu zobrazeni f(z) spojité v bodé a, existuje k e 4 > 0 €islo 4, takové,

Ze pro kazdé x € X NUs,(a) je f(z) € U-,(A). Tedy bod « je vnitfnim bodem

f(=1(V) amnoZina f_,)(V) otevienav X. [

Véta 15. Necht'je f : M — S, resp. g : S — T zobrazeni met-
rického prostoru (M, p) do metrického prostoru (.S, o), resp. me-
trického prostoru (.S, o) do metrického prostoru (7', 7). Necht je
gré f(z) = A a g je zobrazeni spojité v bodé A. Pak je glcifﬁ(g o

(@) = 1lim g(f(x)) = g(A).

Dilkaz. Nechtje ¢ > 0. ProtoZe je zobrazeni g spojité vbodé A ¢ S existuje n >

0takové, Ze prov3echnay € S, prokteraje o(A,y) < n, plati 7(g(A), g(y)) < e.

Ale protozZe lim f(x) = A, existuje k n > 0 danému vySe § > 0 takové, Ze pro
r—a
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kazdé z € M, pro které je 0 < p(a,z) < é je o (A, f(z)) < n. Tedy pro takova
z plati nerovnost 7(g(A), g(f(z))) <e. O

Véta 16. Necht'je f : M — S, resp. g : S — T zobrazeni met-
rického prostoru (M, p) do metrického prostoru (.S, o), resp. met-
rického prostoru (S, o) do metrického prostoru (7', 7). Necht f je
Spojité v bodé a € M a g je spojité v bodé f(a). Pak je slozené
zobrazeni go f : M — T spojité v bodé a.

Jestlize je f spojité na M a g spojité na S, pak je sloZzené zobra-
zenigo f: M — T spojité na M.

Dikaz. Necht a € M a A = f(a). Pro dané ¢ > 0 existuje > 0 takové, Ze
pro kazdé y € SNU,(A) je g(y) € U.(g(A)). K tomuto 1 > existuje § > 0
takove, Ze pro kazdé x € M NUs(a) je f(z) € SNU,(A). Tedy pro takové z je
9(f(z)) € U-(g(A)), coz dokazuje spojitost sloZzené funkce v bodé a.

Druha ¢ast tvrzeni plyne z prvni a z toho, Ze f je spojité v kazdém bodé = € M
a g je spojité v kazdém bodé y € S. O

Véta 17. Necht'jsou f: M — V ag: M — V zobrazeni metric-
kého prostoru M do normovaného vektorového prostoru V/, které
jsou spojité v bodé a a o : M — R je funkce, ktera je spojita v
bodé a. Pak jsou zobrazeni f + g a a - f spojité v bodé a.

Dikaz. se provede obvyklym zplisobem, a proto jej nebudeme uvadét.

Véta 18. Necht'jsou f: M — V ag: M — V zobrazeni metric-
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kého prostoru M do vektorového prostoru V' se skalarnim souci-
nem, které jsou spojité v bodé a. Pak ( f, g) spojita funkce v bodé
a.

Dl kaz. se provede obvyklym zplisobem, a proto jej nebudeme uvadét.

Véta 19. Zobrazeni F : M — R™ metrického prostoru M je spojité
v bodé « pravé tehdy, kdyz jsou v bodé a spojité vSechny funkce
fi:M—-R,i=12,... n.

Dlkaz. se provede obvyklym zplisobem, a proto jej nebudeme uvadét.

Véta 20. Nechtjsou f : M — Rag: M — R funkce na metrickém
prostoru M, které jsou spojité v bodé a. Pak jsou funkce fg, a

jestlize g(a) # 0 také funkce = spojité v bodé a.
g

Dlkaz. se provede obvyklym zptisobem, a proto jej nebudeme uvadeét.
Poznamka. Véty obdobné vétam 17-20 plati s pFisluSnymi modifikacemi také
pro spojita zobrazeni na mnoziné M.

Uvedeme jeSté jednu vétu, kterd se tyka spojitych funkci na
kompaktnich mnozinach v R™: Véta 21. (Weierstrass) Necht' je

f : X — R spojitd funkce na kompaktni mnoziné X C R". Pak
v X existuji body x,, a x,; takové, Ze pro kazdé = € X plati
flxm) < f(x)a f(xx) > f(x). Tedy spojita funkce na kompaktni


http://euler.fd.cvut.cz

mnoziné X C R™ nabyva na mnoziné X svého minima a maxima.

Dlkaz. Nejprve pfipomefime, Ze pro kaZzdou posloupnost x,, na kompaktni
mnoziné X existuje vybrana podposloupnost y,,, kter4 v X konverguje. Nej-
prve ukadzeme, Ze spojita funkce na kompaktni mnoziné je omezena. Pred-
pokladejme, Ze funkce f(x) neni omezend. Pak je pro kazdé n € N mnoZina
X, = {& € X; f(x) > n} neprazdna. Pro kazdé n € N vybereme prvek
x, € X,. Takto ziskdme posloupnost x,, na kompaktni mnoziné X. Z Ize vy-
brat konvergentni podposloupnost y,,. Tedy existuje nan;O y, =y € X. Ale

protoze f(y,) > nje lim f(y,) = +oo. To je spor s tim, Ze funkce f(x) je

spojita na X. Podobné se ukaze, Ze je funkce f(x) omezena zdola.

ProtoZe je funkce f(x) omezen4, existuji S = sup f(x)as = ig{f(x). Z defi-
xzeX T

. . < 1z . . 1
nice supremaplyne, Ze prokazdén € Njemnozina X, = qx € X; f(x) > S — —}
n

nepradzdné. Pro kazdé n € N vyberme z,, € X,,. ProtoZe je X kompaktni, Ize
z této posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost y,,. Pak je zfejmé

fly,) > S — l ProtoZe existuje lim y, = y € X dostaneme limitnim pfe-
n n— 00
chodem f(y) > S. Ale protoZe S je supremum, musi platit f(y) = S. Tedy
existuje y € X takové, Ze pro kazdé x € X je f(y) = sup f(x) > f(=x).
xreX

Analogicky je ukaze existence bodu, ve kterém ma funkce f(a) minimum. O
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4 DIFERENCIALNI POCET

FUNKCI VICE PROMENNYCH

4.1. Diferencial funkce

V diferencialnim poctu se snaZime lokalné, tj. v okoli daného bodu, nahra-
zovat zobrazeni zobrazenim jednoduSSim. V nulté aproximaci zobrazenim
konstantnim; tomu odpovida limita zobrazeni. Prvni aproximace je nahrazeni
dané funkce v okoli daného bodu rovinou. Tato rovina se voli tak, aby se v okoli
bodu co nejméné liSila od grafu funkce. To znamena, Ze se voli te€na rovina.
Za druhou aproximaci se voli kvadraticka plocha, ktera v pfesné daném smyslu
co nejlépe aproximuje v okoli daného bodu graf funkce, atd. Tento princip Ize
obecné pouZit pfi zavedeni diferencialniho po¢tu v Gplnych normovanych, tzv.
Banachovych prostorech. My se nebudeme zabyvat diferencialnim poctem v
takovych obecnych prostorech, ale pouze diferencialnim poctem v prostorech
R™. Pfipomenme, Ze R™ povazujeme za Uplny normovany prostor s metrikou
generovanou jednou z ekvivalentnich norem vy, v, Nnebo v, V geometrickych
Gvahach je nejvhodnéjsi norma v», ktera je generovana skalarnim soucinem.
Pouze v prostorech se skalarnim sou¢inem ma smysl hovofit o Ghlu dvou vek-
tor(, a tedy o kolmych vektorech. S touto normou je prostor R™ Gplny vektorovy
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prostor se skalarnim soucinem, tzv. Hilbertlv prostor.

Necht je dana funkce f : R" — R a bod a € D}. NaSe snaha bude nahradit v
okoli bodu a funkci f(x) pomoci linearni funkce, tj. vyjadfit ji ve tvaru

f(z) ~ fla)+c (xl—a1)+02 ($2—02)+' ctcn (xn—an = +Z ce(Tr— ak
k=
1 (4.2)

kde ¢; jsou vhodna reéln& Cisla. Tedy rozdil mezi pfesnou hodnotou funkce
f(x) od nasi prvni aproximace je
n(a,z —a)= f(x) - f(a) - Zci (wk - ak:) . (4.2)
k=1
Po Cislech ¢; budeme poZadovat, aby byl tento rozdil pro malé ||z — a| maly.
Pfesnégji aby platilo

i M@z —a)| 4.3)
a—z [z —all ' '
Jestlize zavedeme novou proménnou h = x — a, lze vztahy (4.1)—(4.3) zapsat

ve tvaru

f(a+h) :f(a)+Clh1+C2h2+"'+cnhn+n(aah’):

= f(a)+ > cxhe +n(a,h), (4.4)
limh_,() J%[ =0.

To nas vede k nasledujici definici:
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Definice 1. Necht je dana funkce f : R* — R abod a € Dj5.
Jestlize existuji realna Cisla ¢, £ = 1,2,...,n takova, Ze
plati (4.4), nazyvame linearni funkci

df(a,h) = c1hy + coho + - - - + cphy, = chhk =c-h (4.5)

k=1

proménné h = (hy, hs, ..., h,) diferenciadlem funkce f(x)
v bodé a.

Jestlize existuje diferencial funkce f(x) v bodé a, nazyva
se funkce diferencovatelna v bodé a. Funkce f(x) se
nazyva diferencovatelna na mnoziné M C R", je-li
diferencovatelna v kazdém bodé mnoZziny M.

Protoze pro funkce f;, : R™ — R definované pfedpisem f(x) = zj
je dfx(a, h) = dzy = hy, Casto se diferencial (4.6) piSe ve tvaru

df = Cldl'l + ngl‘g + -+ CndiL’n = Z del'k =c-dx. (46)

k=1
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Poznadmka. Jestlize je funkce y = f(x) diferencovateln4d v bodé a a df =

Z cxh*, |1ze jeji graf aproximovat v malém okoli bodu (a, f(a)) te€nou rovinou.
k=1
Ta ma rovnici

n
y:f(a)+01(1171—a1)+62(9€2—a2)+--~+Cn(xn = +ch xk—ak
k=1

4.7)
Naopak jestlize funkce y = f(x) neni diferencovatelna v bodé a, neexistuje
ke grafu této funkce v bodé a te€na rovina.
Nechtje v prostoru R* dana rovina jejim normalovym vektoremn = (ny, na, ..., ny)
a bodem a, kterym prochazi. Pak je kazdy vektor, ktery lezi v této roviné kolmy
na vektor n. To ale znamen4, Ze pro kazdy bod x této roviny je vektor x — a
kolmy na vektor n, neboli

n-(x—a) = 0 < ny(z1—a1)+na(ra—a2)+...ngx(zr—ar) Zn, a;) =
(4.8)

KdyZ srovndme vztahy (4.7) a (4.8), vidime, Ze te€n4 rovina je kolm& na (n+1)—

rozmérny vektor n = (ci, ca, . . ., ¢y, —1) aprochazibodem (ay, az, . . ., a,, f(a)).

Pfimka, ktera prochazi bodem (a, f(a)) a je kolma na te¢nou rovinu v tomto
bod&, se nazyva normala ke grafu funkce y = f(a) v bodé (a, f(a). Jeji
parametrické rovnice tedy jsou

rp=ap+cpt, y=f(a)—t, (4.9)

kdek=1,2,...,nateR.
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Obdobné se definuje pojem diferencialu a diferencovatelného
zobrazeni pro zobrazeni f : R® — R*.

Definice 2. Necht je f : R* — R* a a € D}. Necht existuje
matice C typu (k x n) s prvky c;; takova, Ze

fla+h) = f(a) + Ch+n(a,h) (4.10)
: [n(a, h)|
g na,

Pak linearni zobrazeni

y=Ch <y =) cjhy (4.12)
j=1

nazyvame diferencialem zobrazeni f(x) v bodé a.

Jestlize existuje diferencial zobrazeni f(x) v bodé a, nazyvame
toto zobrazeni diferencovatelné v bodé a. Zobrazeni f(x) se
nazyva diferencovatelné na mnoziné M c R", jestlize je dife-
rencovatelné v kazdém bodé a € M.
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Byva zvykem psét diferencial zobrazeni y = f(x) ve tvaru

k
dy = Cdz < dy; = > _c;;da; . (4.13)

J=1

Véta 1. Zobrazeni f : R® — R” je diferencovatelné v bodé a
pravé tehdy, kdyz jsou v bodé a diferencovatelné vSechny funkce
fi(x),i=1,2,... k. Pfitom plati

dfi(a,h) = Zcm, i=1,2,... k,
kde ¢;; jsou slozky matice C.

Véta 2. M&-li funkce f(x) v bodé a diferencial, je v tomto bodé
spojita.
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Véta 3. Necht' jsou f a g funkce z R™ do R, které jsou diferen-
covatelné v bodé a a o € R je konstanta. Pak jsou v bodé a

diferencovatelné funkce - f, (f +g), f - g aje-li g(a) # 0 také 5
a plati:

d(af)(a,, h) =adf(a,h), (4.14)

d(f + g)(a, h) =df(a,h) +dg(a,h), (4.15)

d(f-g)(a,h) =g(a)-df(a,h) + f(a)-dg(a,h), (4.16)

d (1) (a,h) = derailatyf@dlan) (4.17)

Véta 4. Necht jsou f(x) a g(x) zobrazeni z R" do R*, ktera jsou
diferencovatelna v bodé a a a(x) je funkce na R™ diferencovatelna
v bodé a. Pak jsou v bodé a diferencovatelné funkce (af)(x),
(f+g)(x)a(fg)(z), skalarni soucin, a plati

d(af)(a,h) = f(a)da(a, h) + a(a)df(a, h),
d(f +g)(a,h) = df(a,h) +dg(a,h),
d(f - g)(a,h) =df(a,h) g(a)+ f(a)-dg(a,h).
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Véta 5. (diferencial sloZzeného zobrazeni) Necht f : R* — R™
ag:R™ — R* zobrazeni f(x) je diferencovatelné v bodé a
a zobrazeni g(y) je diferencovatelné v bodé A = f(a). Pak je
sloZzené zobrazeni g o f : R® — R diferencovatelné v bodé a a
platid(gof)(a,h) = dg(A,df(a, h)). Jestlize piSeme df (a, h) =
Ch a dg(A,k) = Dk, pak d(g o f)(a,h) = DCh, neboli ve
sloZzkach

m

(g f Z Z drscst ht )

s=1 t=1

kder =1,2,... k.

4.2. Parcialni derivace

Jak je znamo z pfednaSky MAL, diferencial funkce f(x) jedné
proménné v bodé a existuje pravé tehdy, kdyZ existuje derivace
f'(a) funkce f(z) v bodé a. Pak je df(a,h) = f'(a)h. Podobné
Ize diferencial funkce vice proménnych vyjadfit pomoci derivaci.
Ale umime derivovat pouze funkce jedné proménné. Proto se pro
funkce vice proménnych zavadéji derivace podle vektoru.
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Definice 3. Necht je f : R® — R funkce n proménnych
a € Dyav = (v1,vs,...,v,) vektor vR". Necht je bod a hro-
madnym bodem mnoziny M = {z; x = a+vt, t € R}ND;
a F(t) = f(a + vt). Jestlize existuje derivace F’(0), Fek-
neme, Ze funkce f(x) ma v bodé a derivaci podle vektoru
v rovnou F’(0). Derivaci funkce f(x) podle vektoru v

0
znacime 8_f f1 apod.
v
Jestlize je ||v| = 1, nazyvame derivaci podle vektoru v

derivace ve sméru v.

Jestlize je vektor v jeden z jednotkovych vektordi ve sméru
soufadnicovych os, tj. v = e;, nazyvame derivaci f., ve
smeéru e; parcialni derivaci podle proménné z;. Parcialni

nebo f/.

derivace budeme znacit

(2

Poznadmka. Podle definice je derivace funkce f(x) podle vektoru v rovna

by e fEtvt) — f(x)
_ lim f(xl+vlt,x2+v2t,...,xn+vnt)—f(ml,xz,...,xn)

t—0 t

Specialné parcialni derivace podle proménné z; je

8f f(:l)l, ey Lj—1,T5 —|—t,1?7;+1, .o ,l'n) - f(1'1, ey Lj—1,Lq, Lj41y - - - ,l‘n)

—— = lim
8.%‘1' t—0 t
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To znamen4, Ze parciélni derivaci funkce f(x) podle proménné z; najdeme
tak, Ze vSechny proménné mimo x; povaZzujeme za konstanty a derivujeme
podle z; jako funkci jedné proménné.

ZA

%ﬁ’(}fﬁt,m

Bl o cccooooooo

~ Y

ZA

LN (x,,p,10)

N

0 t
Podobné se definuje derivace podle vektoru v zobrazeni f :
R" — R*. ProtoZe takové zobrazeni je jednoznacéné uréeno k
funkcemi f; : R* — R, budeme, pokud neni fe€eno jinak, for-
mulovat véty pro funkce f : R® — R. Zobecnéni na zobrazeni
f : R* — RF je zfejmé.
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ProtoZe jsou derivace podle vektoru derivace funkce jedné pro-
meénngé, plati pro né vztahy znamé z MAL.

Véta 6. Necht maji funkce f(x) a g(x) derivace podle vektoru v
v bodé a a a € R je konstanta. Pak plati

(af), (a) = a ( ),
(f+g) a) = [,(a) + g,(a),
(f9),(a )ZfL( )9 (a) + f(a)g,(a)

aje-lig(a) # 0 také

([)' Q) = fv(a@)g(a) — fla)g,(a)

9/ 9*(a)

Véta 7. Pro kazdy vektor v a a € R plati f/ (x) = af,(x).

Poznamka. Pro derivaci podle vektoru obecné neplati f{, .., = fi, + f,-
Tedy derivace podle vektoru neni linearni funkci vektoru v.

Véta 8. Ma-li funkce f(x) v bodé a diferencial, existuje derivace
funkce f(x) v bodé a podle kazdého vektoru v a plati f(a) =

df(a,v).
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Poznadmka. Z véty 8 plyne, Ze je-li funkce f(x) diferencovatelna v bodé a,
je zobrazeni v — f’( ) Iineérni funkci vektoru v. Konkrétné je-li df(a,h) =

Z cLhy, pak e f/ Z CLUk.

k=1

Ve specialnim pfipadé parciélnich derivaci je gf

Lq

(@) = ¢;. Tedy jestlize ma

of

funkce f(x) v bodé a diferencial, existuji vSechny parcialni derivace 3
T

(a)a
plati

Z &ck

Ale v obecném pfipadé nezarucuje existence vSech parcialnich derivaci exis-
tenci diferencialu funkce, a tedy ani existenci tecné roviny ke grafu funkce
y = f(z) v bodé a. V pfednaSce se nebudeme zabyvat zkoumanim parcial-
nich derivaci funkce f(x) v pfipadé, Ze neexistuje jeji diferencial. Pokud tedy
budeme mluvit o parcialnich derivacich funkce f(x), budeme predpokladat, ze
je funkce diferencovatelna, a proto Ize odvodit mnohé vztahy mezi derivacemi
pomoci podobnych vztahtl pro diferencialy a vztahu (21).
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Definice 4. Necht mé funkce f(x) v bodé a diferencial. Pak
vektor

grad f(a) = (fi(a), f3(a),..., fi(a))

nazyvame gradient funkce f(x) v bodé a.

Podle véty 8 pak mizeme v pfipadé, Ze je funkce f(x) diferen-
covatelna v bodé a, psat

fol@) =v - grad f(a).

Véta 9. (parcialni derivace sloZzené funkce) Necht'je f : R" —
R™ zobrazeni diferencovatelné vbodé aa g : R™ — R* zobrazeni
diferencovatelné v bodé A = f(a). Pak existuji parcialni derivace
sloZzené funkce H = go f : R" — R* a plati

891 8]‘}

Pro diferencovatelné funkce vice proménnych plati nékteré véty
analogické vétam o diferencovatelnych funkcich jedné proménné.
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Napfriklad analogie k Lagrangeove vété o stfedni hodnoté je

Véta 10. Necht je funkce f(x) diferencovatelna na oteviené kon-
vexni mnoziné M € R". Pak pro kazdé dva body a, b € M
existuje & € M takovy, Ze

f(b) = f(a) =df(£,b—a) = Zaxk (b — ax)

Dusledek. Jestlize je funkce f(x) diferencovatelna na oteviené
konvexni mnoZziné M a vSechny jeji parcialni derivace jsou rovny
nule, je funkce f(x) na mnoziné M konstantni.

Poznamka. Vy3e uvedeny dlsledek plati v mnohem obecnéj$i mnoziny M C
R™. Z dlikazu je zfejmé, Ze pro jeho platnost potfebujeme pouze to, aby exis-
toval bod a € M takovy, Ze kazdy bod = € M lze spojit s bodem a lomenou
carou. Lze ukéazat, Zze pokud M je oteviena souvisla podmnozina v R", funkce

f(x) je diferencovatelnd v M a pro kazdé k = 1,2,...,n je %(m) =0, je
k
funkce f(x) konstantniv M.

Z toho, co bylo fe€eno vySe, plyne, Ze pokud existuje diferen-
cial funkce f(x) umime je vyjadfit pomoci parcialnich derivaci.
Ale otazkou je, jak snadno ukazat existenci diferencialu. Jednu z
odpoveédi dava nasledujici véta.
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Véta 11. Necht ma funkce f(x) v okoli bodu a parcialni derivace,
které jsou spojité v bodé a. Pak je funkce f(x) diferencovatelna
v bodé a.

Tvrzeni 1. Necht mafunkce f(x) vSechny parcialni derivace
vV mnoziné M = (a; — €1,a1 +€1) X (ag —€2,a2 +€3) X -+ - X
(an, — en,a, + €,). Pak pro kazdé b € M existuji v M body
€D @ €™ takove, Ze

f®) = fl@)=> (™) (b — ar).

Poznamka. VSimnéte si, Ze na rozdil od véty 10 nepoZadujeme, aby funkce
f(x) byla na M diferencovatelné.

Definice 5. JestliZe m& zobrazeni f(x) na oteviené
mnoziné M C R™ spojité parcialni derivace, tj. vSechny
jeho slozky f;(x), i =1,2,...,n, maji na M spojité parcialni
derivace, nazyvame zobrazeni f(x) zobrazenim tFidy
C7 na mnoziné M. MnoZzina vSech zobrazeni tfidy C; na
mnoZziné M se obvykle znaci Cy(M).
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Véta 12. Jestlize je zobrazeni f € C,(M), pak je f(x) diferenco-
vatelné.

Z tvrzeni 1. plyne velmi uzite€na véta
Véta 13. Necht m& funkce f(x) v jisttm okoli bodu a vSechny

parcialni derivace f,(x), které jsou spojité v bodé a. Pak existuje
okoli bodu a, na kterém je funkce f(x) spojita.
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5 DIFERENCIALY
VYSSiCH RADU

Definice 1. Rekneme, Ze funkce f(a) ma v bodé a diferen-
cial druhého fadu neboli druhy diferencial, jestlize

(1) funkce f(x) ma diferencial prvniho fadu v jistém
okoli bodu a,

(2) vSechny parcialni derivace f;, maji v bodé a diferen-
cial prvniho fadu.

Druhy diferencial funkce f(x) v bodé a budeme znacit
d*f(a, h) a plati

- "9 of
de(a,, h) = Z Bz, (axs

r,s=1

) (a) hyhs . (5.1)
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Z rovnice (5.1) vidime, Ze pro vypocCet druhého diferencialu po-
tfebujeme parcialni derivace z parcialnich derivaci, tj. druhé par-
cialni derivace.

af
.. - . - axz - -
jisttm okoli bodu a. Jestlize existuje parcialni derivace

Definice 2. Necht parcialni derivace (x) existuje v

9 (9 (a) nazyvame tento vyraz druhou parcialni de-
Oxy, \ Ox;

rivaci funkce f(x) podle proménnych x; a x; v bodé a.
Druhé parcialni derivace se ¢asto znaci

o (of 2f
o (52 @ = 5ot (@) = fula)

Poznamka: V obecném pfipadé je nutné zachovavat poradi derivovani. Tedy
obecné je f/, (a) # f},(a). Ale pokud mé funkce druhy diferenciél plati nasle-
dujici véta:

Véta 1. Necht je f(z1,x2) funkce dvou proménnych a necht jeji

parcialni derivace g_f =fia g—f = f5 existuji v jistém okoli bodu
T )

a = (a1, az) a maji diferencial v bodé a. Pak je fi,(a) = f},(a).
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Disledek. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a druhy diferencial,
plati pro kazdé i,k = 1,2,...,n rovnost

aii (a%) (a) = aik (gi ) (a).

Protoze pro funkce, které maji druhy diferencial jsou parcialni
derivace zaménné, tj. plati f/.(a) = f,.(a), I1ze vztah (5.1) psat ve
tvaru

qu h2+2fzk hh'k_

i#£k

Zf” i +2 > frla)hihy. (5.2)

1<i<k<n

Véta 1 o zaménnosti parcialnich derivaci vyZzaduje pfedpoklad
existence diferencialu prvnich parcialnich derivaci. Tento pfedpo-
klad se da pomérné obtizné ovéfit. Jedna z moznosti, jak ovéfit
existenci druhého diferencialu dava nasledujici véta.
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Véta 2. Necht méa funkce f(x) vSechny prvni parcialni derivace
v jistétm okoli bodu a a v3echny druhé parcialni derivace jsou
spojité v bodé a. Pak v bodé a existuje druhy diferencial funkce
f(@).

Tedy pokud mé funkce f(x) na mnoziné M spojité druhé deri-
vace, jsou zaménné. Ale abychom ovéfili pfedpoklady této véty,
musime védét, Ze jsou spojité obé derivace f/, a f;,. Tedy tato
véta nema prilis velky prakticky vyznam pro to, abychom zjistili,
Ze parcialni derivace jsou zameénné. Ale plati nasledujici

Véta 3. Necht'je f(x) funkce n proménnych. Necht'v jistém okoli
bodu a existuji prvni parcialni derivace f/(x) a f.(x) a necht
je fl.(x) = (ff);(m) je spojita v bodé a. Pak v bodé a existuje

(]

fii(a) = (fi),(a) aplati fi(a) = fi,(a).

Abychom definovali diferencial k—tého fadu, budeme nejprve de-
finovat parcialni derivace k—tého fadu.
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Definice 3. Necht je f(x) funkce n proménnych. Jestlize
existuje parcialni derivace

’ CARE SR 33 S E—
8l‘ik 8xik_18xik_2 000 8:}@1 N 8xik8xik_1 000 81‘i1 B

/
= ’ilig...ikflik<a')7
nazyvame tento vyraz parcialni derivaci funkce f(x) podle
proménnych iy, s, ..., i, V bodé a.

Obecné zavisi parcialni derivace k—tého fadu na poradi, ve které
derivujeme. Ale plati véty, které jsou analogické vétam 1, 2 a 3:

Véta 4. Necht vSechny parcialni derivace funkce f(x) az do fadu
(k — 2) v€etné maji diferencial v jistém okoli bodu a a vSechny
parcialni derivace fadu (k — 1) maji diferencial v bodé a. Pak
existuji vSechny parcialni derivace funkce f(x) v okoli bodu a az
do Fadu k v€etné a nezavisi na poradi, v némz derivujeme.
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Véta 5. Necht jsou vSechny parcialni derivace az do fadu (k — 1)
zaménné v jistém okoli bodu a. Je-li v bodé a spojita parcialni de-
rivace (fili},.%l);k(a), pak pro kazdou permutaci (ji,j, . .., jx)
indextl (iis, ..., i) existuje parciani derivace

Fisiad (@) = fiyiy.i(@).

Poznamka: Jestlize m4 funkce f(x) v bodé a zdménné parciélni derivace
fadu k, pouzivame pro parcialni derivace zkracené znaceni
ok f B ok f

- )
(9l‘i1 8.’17i2 . 6.%‘7;k az’fl 8:1:]2” . 8xﬁ"

kde k = ki +ko+---+k, ak; je poCet parcialnich derivaci podle z1, k- je poCet
parciélnich derivaci podle zo, atd. Pfitom je-li k; = 0, vynechavame symbol
ox?.

af
013022022015

Nyni zobecnime definici 1 na pfipad diferencialu libovolného fadu.

Tedy napfiklad f{514514 =
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Definice 4. Necht je dana funkce f(x) = f(z1,22,...,2,).
Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé a diferencial fadu
nebo diferenciél k—tého Fadu, jestlize

(1) vSechny parcialni derivace funkce f(x) aZz do Fadu
(k — 2) v€etné maji diferencial prvniho fadu v jistém
okoli bodu a

(2) vSechny parcialni derivace funkce f(x) fadu (k — 1)
maji v bodé a diferencial prvniho fadu.

Pak definujeme k—ty diferencial funkce f(x) v bodé a
vztahem d*f(a,h) = d(d*~'f(x, h))(a, h), kde diferencial
fadu (k — 1) povazujeme za funkci proménné x.

Véta 6. Jestlize ma funkce f(x) v bodé a diferencial fadu k,
pak jsou jeji vSechny parcialni derivace aZ do fadu £ v bodé a
zaménné.
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Definice 5. Necht je M C R™ otevienda mnoZina. Jestlize
ma funkce f(x) na mnoziné M vSechny parcialni derivace
az do fadu k vCetné spojité, fikame, Ze je tiidy Cy(M).
Jestlize ma funkce f(x) na oteviené mnoziné M C R"
spojité parcialni derivace vSech fadl, fikame, Ze je tfidy
Cw(M) neboli Ze je hladka na M.

Véta 7. Kazda funkce f(x) € C,(M) mé& na mnoziné M diferen-
cial fadu k a vSechny jeji parcialni derivace az do fadu & jsou na
mnoziné M zaménné.

Jak jsme se jiz zminili, Ize diferencialy vyjadfit pomoci parcialnich
derivaci. Prvni diferenciél je funkce f(x) je

Protoze druhy diferencial je prvni diferencial druhého diferencialu

je
Z &Urazvs
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Obecné je k-ty diferencial funkce f(x) roven

dFf( Z fw o (@il (5.3)

11,82,..,0

Jestlize ma funkce f(x) diferencial k—tého fadu jsou podle véty
4 vSechny parcialni derivace fadu £ zaménné. To nam umoznuje
sloucit v (5.3) Cleny, které se |iSi pouze pofadim derivovani. Po-
Cet vSech permutaci k& prvkové mnoziny je k!. Jestlize se v této
mnoziné vyskytuje derivace podle prvni proménné k;—kréat, deri-
vaci podle druhé promeénné k,—krat atd., nezméni se permutace,
jestlize permutujeme k; prvkovou mnoZzinu, ktera obsahuje deri-
vace podle proménné z, k; prvkovou mnoZzinu, ktera obsahuje
derivace podle proménné z,, atd. Tedy (5.3) Ize zapsat ve tvaru

d*f(x, h) =

| k
= > i o] (z)hkrhke . pEn

[N IR | k1 9,.k2 kn,
k1+kottkn=k kl' k?- kn 8271 8172 R axn

(5.4)

Poznamka: Jestlize si uvédomime, Ze pro kazdé k € N plati vztah

k k! ki k
(a1—|—a2—|—~~+an) = E —afaf...afl",
kithkot-+hn=k n
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Ize vztah (5.4) pfepsat ve tvaru

k
d*f(x, h) = (hla%l + haa%z 4+ hn%> f(zx).

Z véty 4.9 vime, Ze kdyZ ma zobrazeni g : R® — R™ v bodé a

diferenciél prvniho fadu a funkce f : R™ — R v bodé A = g(a)

diferencial prvniho fadu, existuje diferencial prvniho fadu, a tedy

i vS8echny parcialni derivace sloZzené funkce H = fog : R" — R.

Pfitom jsou parcialni derivace dany vztahem

=Y ) ).

- r—1 ayr . aZIJ@

Tedy jestlize existuji prvni diferencialy zobrazeni g(x) v jistém
okoli bodu a a funkce f(y) v jistém okoli bodu A existuje parcialni
derivace sloZené funkce H(z) = f(g(x)) v jistém okoli bodu a a
je rovna

O oy =3 2 (g(a)) - 2 (a). (5.5)

Jestlize budeme pfedpokladat, Ze zobrazeni g(x) a funkce f(y)
maji diferencialy druhého fadu, Ize derivovat rovnost (5.5) podle
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1. Derivaci dostaneme
o (0H B 0 (0f 99y _
D (8301-) (“")_ < Dy, (3yr( (z)) &vi(m)) -

=3[k (G o) e+ et (5) )

r=1

nMs

g; (g(x)) je slozena funkce a druhé parcialni derivace

jsou zaménné (pfedpokladali jsme, Ze existuje druhy diferencial),
dostaneme

82H - 095 a9,
&viamk Z 8yrays 3xk (@) 0w, @)+

3 Y (ga)) aikg; (z). (56)

Podobné jako jsme odvodili ze vztahu (5.5) rovnost (5.6), Ize za
predpokladu existence tfetich diferencialli zobrazeni f(y) a g(x)
najit tfeti parcialni derivace sloZzené funkce H = f o g(x), atd.
Obecné plati:
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Véta 8. Necht ma zobrazeni g : R* — R™ v bodé a diferencial
k—tého fadu a funkce f : R™ — R v bodé A = g(a) diferencial
k—tého fadu. Pak v bodé a méa slozena funkce H = f o g vSechny
parcialni derivace aZ do fadu & a tyto derivace jsou zameénné.

Véta 9. Jestlize je zobrazeni g : R* — R™ tfidy Cy(M), kde M
je oteviend podmnoZzina R" a funkce f : R™ — R je tfidy Cy(N),
kde N C R™ je oteviena mnoZzina takova, Zze g(M) C N, pak je
sloZzen& funkce H = f o g € Ci(M).

Véta 10. Necht ma zobrazeni g : R* — R™ v bodé a diferencial
k—tého Fadu a funkce f : R — R v bodé A = g(a) diferencial k—
tého fadu. Pak v bodé a ma sloZzena funkce H = f o g diferencial
k—tého Fadu.

PT¥i pocitani s diferencialy se €asto pouZziva velmi uziteCna sym-
bolika. Zavedme v R™ specialni funkce V;(x) = x;. Funkcim V;(x)
mdZeme fikat tfeba "i—ta nezavisla proménna”. Funkce V;(x) maji
diferencialy vSech fadd a pfitom je dV;(z,h) = h; a d*V;(z) = 0
pro kazdé k > 1. Jestlize jsme diferencial funkce f znacili df, je
pfirozené psat h; = dV; = dz;. Pfi tomto oznaceni se zapiSe jako

dfz) = jj () dz,

r=1
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nebo prosté

df:;amr dx,:;ﬂdxr.

Toto oznaceni je velmi vyhodné i pro zapis diferencialu sloZzené
funkce. Je-litotiz f : R — Rag: R" — R™, kde zobrazeni g =
(91,92, - - ., 9m), pak Ize prvni diferencial slozené funkce H = fog
zapsat ve tvaru

dH = i i f;gr,s dxs = i Hyladgr )
r=1

r=1 s=1

n
protoZe dg, = ) _ g,.. dz,. Mnohdy se jest& micky pouziva imluva,
s=1

Ze slozenou funkci H(xz) = f(g(xz)) znatime také f. Pfi této
umluvé vzdy plati vztah

df =Y fi(y)dy,.
r=1

Pak zavisi na tom, jestli povazujeme funkci f za funkci nezavisle
proménné y nebo je to proménna, ktera jesté zavisi na proménné
.

Ale obecné lIze zavést operaci diferencovani d, ktera funkci f
pfifadi funkci d f. Tato operace ma nasledujici vlastnosti:
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(1) d(af +bg) = adf + bdg, kde a a b jsou realné konstanty
() d(fg) =gdf + fdg

(3) d(f™) =mfm'df, kdem € R

(4) d(dkf) =dktif,

Pfitom si je ale tfeba uvédomit, Ze pokud jsou x; nezavisle pro-
ménné, je d*z; = 0 pro k > 2.

Spravné pouzivani téchto oznaceni mnohdy déla vypocty pro
parcialni derivace a diferencialy prehlednéjsi. Tohoto oznaceni
budeme Casto pouZivat zejména v pfednaSce 7 pfi vypoctu tzv.
vazanych extrém{ funkce vice proménnych.

Na zavér uvedeme analogii Taylorova vzorce pro funkci vice pro-
meénnych.

Véta 11. Necht' je f : R™ — R funkce, ktera ma v kazdém bodé
useCky x = a + th, t € (0,1) diferencial (k + 1)—niho fadu. Pak
existuje © € (0,1) takové, ze

1 1, 1,

+ d**'f(a + Oh,h). (5.7)

(k+1)!
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N A

V praxi je mnohdy vyhodné&jSi trochu slabsi tvrzenti, které ukazuje,
jak Ize pomoci diferencialCi nahradit funkci n proménnych f(x)
aproximovat polynomem do fadu k.

Véta 12. Necht je funkce f(x) € Ci(M), kde M C R” je oteviena
konvexnimnozZinaaa € M. Pakpro kazdé htakové, Zze a+h € M
plati

f(a+h):f(a)—|—%df(a,h)+%d2f(a,h)+---+

+ % d*(a,h) +n(a,h), (5.8)

kde
In(a,h)|

lim - =0,
h=o |[h][¥
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6 FUNKCE DEFINOVANE
IMPLICITNE

V této pfednaSce se budeme zabyvat nasledujicim problémem:

Je dano s spoijitych funkci F, (ﬂchxz, Ty YL Y2, - - ,ys) =Fp(z,y),k=1,2,..., 5,

r + s proménnych. Kdy existuji, alespon lokalné, spaojité funkce y; = fi(x),
y2 = fa(x), ..., ys = fs(x) proménnych z1, zo, ..., x, takové, Ze pro kazdé
k=1,2,...,splati

Fk(maf(m)) :Fk(xla,wmfl(w)aafs(m)) =07
V podstaté se jedna o to, kdy mlizeme zarudit, Ze ze soustavy rovnic
Fk(mla"'axrvyla"wys) :0, ]{7:1, 23 sy Sy

Ize, alespon lokalné, najit y;, jako spojité funkce ;.

Re&eni tohoto problému nejprve ukaZeme na pfipadé, kde r = s = 1. Jedna
se tedy o feSeni rovnice F(z,y) = 0. Nejprve musime zarucit, Ze rovnice
ma néjaké feSeni. Proto budeme predpokladat, zZe existuji a a b takova, Ze
F(a,b) = 0. Pro feSeni rovnice F(x,y) = 0 v okoli bodu (a, b) existuji na funkci
F(x,y) rlzné predpoklady. My budeme predpokladat, Ze funkce F(z,y) je v
okoli bodu (a, b) spajita, Ze v jistém okoli bodu (a, b) existuje spojita parcialni

derivace Z—F(x, y), ktera je v bodé (a, b) rlizna od nuly. Za téchto pfedpokladt
Y
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Ize totiz, aspon teoreticky, sestrojit pro kazdé x z jistého okoli bodu « funkci
y = f(z), pro kterou plati F(z, f(z)) = 0. Konstrukce feseni vyuziva vétu o
kontrahujicim zobrazeni v Gplném metrickém prostoru.

OznaCme C' = F (a,b) # 0 a uvazujme zobrazeni ®(z,y) = y — %F(%y).
Rovnice F(z,y) = 0 je ekvivalentni rovnici y = ®(z,y). Navic plati b = ®(a, b),
funkce ®(z,y) je spojita v jisttm okoli bodu (a, b), parcialni derivace @ ,(z,y)
existuje v jistém okoli tohoto bodu a @ ,(a,b) = 0. Necht je dano z. Pozdé&ji
ukadzeme, jaké podminky musi toto x splfiovat. Sestrojme posloupnost i, =
b, y1 = ®(z,90), y2 = ®(z,41), -+ Ynt1 = @(z,yn), .... Jestlize existuje
parcialni derivace ® ,(z,y) na Usecce, ktera spojuje bodu (z,y,) a (z,yn—1),
existuje podle Lagrangeoveé véty o stfedni hodnoté » takové, Ze bod (z,n) lezi
na této Usecce a plati

|yn+1 - yn‘ = ‘(I)(xayn) - q)(xzyn—l)‘ = “I’,y(ﬂﬁ,nﬂ . ‘yn - yn—l‘ .

Bod 2 musime volit tak, aby bylo zaruceno, Ze pro kazdé n takové n existuje
a aby |<I>’y(3:,n)| < 1. Pak je pro takové = zobrazeni ®(z,y) kontrahujici v
proménné y.

ProtoZe je funkce @ ,(z,y) spojita v bodé (a,b) a @ ,(a,b) = 0, existuje A >0
takové, Ze pro kazdé (z,y) € (a— A,a+A) x (b— A, b+ A) je |® y(z,y)| < %
ProtoZe je funkce ®(z, y) v jisttm okoli bodu (a, b) spojita a ®(a, b) = b, existuje

. A

5,0 < § < A takové, ze pro kazdé z € (a — 6,a + 6) je |®(z,b) — b| < T Pak

. 12 . 1 .
pro kazdé = € Us(a) plati [yn+1 — yn| < 3 |Yn = Yn—1|. Z toho plyne, Ze pro

<4, - 1 1 A <z
kazdé n je [ynt1 — yn| < T ly1 — yo| = T |®(,b) — b| < 73 Pro kazdé
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n € N tedy plati nerovnost

n n [e'e) A
’yn+1 - Z/o‘ < Z|yr+l - yr| < ZQ_T’?JI — yo‘ < 22_(T+2)A =5
r=0 r=0 r=0

Z toho ale plyne, Ze pro vSechna x € (a — §,a + 0) lezi cela posloupnost y,, v
intervalu (b— A, b+ A). Tedy pro kazdé takové z an € N existuje n € (yn+t1, Yn)

e 1 < o
takove, ze |®(z, yni1) — (. yn)| = |y (z.n)| < 5+ ProtoZe pro kazdé m > n
je

m—1 0o
|ym - yn| < Z 27T 2A < Z 2-T2A — 2_n_1A,

A
2

. P A
je posloupnost y,, Cauchyovska. Existuje tedy lim y, =y € <b 3 b+ —> C
(b—A,b+A). ProtoZe je funkce ®(z, y) spojita, jey = lim y,41 = lim ®(z,y,) =

®(x,y). Tedy toto y je pro pevné z feSenim rovnice y = ®(z,y). Jestlize je
z € (b— A, b+ A) druhé feeni této rovnice, je |y — z| = |®(z,y) — ®(z, 2)| <
%’y — z|, neboli y = z. Tedy pro kazdé = € (a — 6,a + §) existuje pravé jedno
y € (b—A,b+A) takové, Ze y = ®(x, ), €ili F(z, y) = 0. Proto existuje funkce
f:(a—13d,a+08) — (b— A, b+ A) definovana pfedpisem y = f(z), kde y je
pravé nalezené feSeni rovnice F(z,y) = 0.

Uk&Zeme, Ze pravé sestrojend funkce y = f(z) je na intervalu z € (a —
8,a + &) spojita. ProtoZe yo(z) = b je spojita funkce a y,11(z) = ®(z,yn(z))
plyne z pfedpokladu, Ze y,(z) je spojita funkce, Ze funkce y,1(x) je také
spojita, protoze ®(x,y) je spojitd. Indukci Ize ukézat, Ze vSechny funkce y,, (z)
jsou na intervalu (a — d,a + §) spojité. Podle definice je y(x) = lim y,(x).
Ale z nerovnosti }y(x) — yn(x)l < 27"A plyne, Ze posloupnost funkci y,,(x)
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konverguje k funkci y(x) na intervalu (a — 6, a + §) stejnomérné. Proto je funkce
y = f(z) naintervalu (a — §,a + §) spaojita.

Pfedpokladejme navic, Ze funkce F(x,y) ma diferencial prvniho fadu. Uka-
Zeme, Ze funkce y = f(x) ma diferencial prvniho fadu. ProtoZze ma funkce
F(z,y) diferencial prvniho fadu, plati

F(z+h,y +k) = F(x,y) = Fo(z,9)h + Fy(z,9)k + (|b] + [k[)n(z, y; b, k),
kde . kl) o) n(xz,y;h, k) = 0. Necht je y(z + h) — y(z) = k(h). Pak je
F(z,y(z)) = F(z + h,y(z) + k(h)) = 0, a tedy plati

Fo(z,y(@)h + Fy(z,y(2)) - k(h) + |h + k(h) |n(2,y(x); b, k(h)) =0,
neboli

k(h) (Fy (z,y(w)) :I:n(ac,y(:c); h, k(h)) = —h(wa (x,y(x))j:n(x,y(x); h, k(h)) .

Protoze Jim k(h) = 0 a F,(z,y) # 0, existuje okoli bodu (z,y(x)) takové, ze
na tomto okoli je F, (z,y(x)) £ n(z, y(z); h, k(k)) # 0. Na tomto okoli plati

k(h) = 4§ + shyk(h)) =
Fx z y(x) Folzy(e))£F,y(zy(2)
== n(z,y(x); h, k(h))h.
Fy (z’y(z)) (ac y(x)) ( (x y(m)):l:n(x y(z);h k(h)))
A protoZe }EIL% k(h)=0a " k%lin(o 0 n(z,y;h, k) =0, je

_ Fa(z,y(@)
dy(z) = _F,y (ac,y(x)) dz .
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Tedy pro x € (a — J,a + §) existuje derivace

Fo(z,y(x))

Navic jsou-li obé parcialni derivace funkce F(x,y) spojité, je tato derivace
spojita v jistém okoli bodu z = a.

Ma&-li funkce F(z,y) na néjakém okoli bodu (a,b) diferencial n—tého fadu, je
z (1) vidét, ze v okoli bodu = = a mé& implicitné definovana funkce y = y(z)
také diferencial n—tého fadu a jestlize jsou na jistém okoli bodu (a, b) vSechny
parciélni derivace funkce F'(z,y) aZz do fadu n vcetné spojité, ma funkce y =
y(z) na jistém okoli bodu = = a spojité vSechny derivace az do fadu n.

y'() =—

Pro obecné r a s plati nasledujici véta.
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Véta 1. (o implicitnich funkcich)

Necht'jsou r a s pfirozena islaanechtje a = (a,b) = (ay, ..., a,, b1, ...
Necht'jsou funkce Fi(x,y) = Fi(z1,. .., @, y1, .-, Ys) Kk =1,2, ..., s,

spojité v jistém okoli bodu a a maji v tomto okoli vSechny parci-

fl . ws . OFy L. .

alni derivace prvniho fadu o které jsou spoijité spojité v bodée
Yi

«a. Necht plati:

Fy(a,b) = Fi(ay,...,ap,b1,...,b5) =0 prok=1,2 ...,s
det (%%) (a,b) #0.

(6.1)
Pak existuji > 0a A > 0takova, Ze ke kazdémux = (x1,...,z,) €
J, kde J = {x; |z, —a;| <6,i=1,2,...,r}, existuje pravé jeden

bod y € K, kde K = {y; |yx — be| < A, k =1,2,...,s}, pro
ktery plati Fi(x,y) = Fi(z1,...,20,91,...,ys) = 0 pro vSechna
k=1,2,...,s.

Soufadnice y;, tohoto bodu definuji funkce

yk:SOk(l‘l,Ig,...,l‘T) k=1,2...,5.

Tyto funkce ¢1, @9, ..., v, jSOU SPOJjité na intervalu J.

Jestlize funkce Fi(x,y), k = 1,2,...,s, maji diferencial n—tého
fadu na mnoziné J x K, maji funkce y, = ¢r(x), k = 1,2,...,s
na mnoziné .J diferencial n—tého fadu.

7b8
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Jestlize jsou provSechna k = 1,2, ..., s funkce Fi(x,y) € C,(J x
K), pak jsou funkce y, = ¢i(z1,...,2,.) € C,(J) pro vSechna
k=1,2,...,s.

V praxi se véty o implicitnich funkci pouziva tak, Ze se nej-
prve ovéri jeji pfedpoklady. Pak najdeme prvni diferencial funkci
Fi(x,y) a z rovnic

—~ OF, °. OF,
! =1

i=1

najdeme dy,. Re3eni této soustavy existuje v bodech (z,y), kde

determinant

D(Fy,F,, ..., F,
( ) (z,y) #0.

D(y17y27 cee 7ys)

D(z,y) = det (2—2) (z,y) =

r

Oy,
i=1 8_331

rencialu funkci y, jejich prvni parcialni derivace.

Abychom nasli druhy diferencial funkci y,(x), resp. druhé parci-

alni derivace téchto funkci, diferencujeme rovnici (8). Tim dosta-

neme (pro jednoduchost vynechavame oznaceni bodu, v némz

ProtoZe dy, = dz;, 1ze velmi snadno najit z prvniho dife-
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se pocitaji parcialni derivace)

Z 8:8,8:6] dz; dx; + QZ Z

3,j=1 i=1 m=1

Za a dymd yn+z d2y—0

m,n=1

dz;dy.m,
6x18ym Fitmt

Protoze z (8) jiz zname dy,,,, je soustava (10) soustavou linearnich
rovnic pro d%y,. VSimnéte si, Ze koeficienty u d?y, v (10) jsou
stejné jako koeficienty u dy, v soustavé (9). Abychom tedy nasli
ze soustavy (10) druhé diferencialy d?y, staci znat inverzni matici

a_k' Ale tu jsme vlastn& nasli pfi feseni
Ye

soustavy (8). Jestlize jsme nasli druhé diferencialy d?y,, snadno
najdeme vSechny druhé parcialni derivace funkci y;, protoze

k matici Y s prvky Y, =

r 2
iy = S 0 gy da

Postup pfi vypoctu diferenciall a parcialnich derivaci vy$Sich fadu
je podobny.
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7 EXTREMY FUNKCI
VICE PROMENNYCH

X

\“I‘x
U5(a)

Ostré lokalni maximum

U5 (a)

Ostré lokalni minimum

Vi<
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7.1.

Pfipomenme, Ze ||| znaCime jednu z norem na prostoru R",
definovanou v pfednasce 1. ProtoZe jsou vSechny tyto normy

Zakladni pojmy

ekvivalentni, nezéaleZi na tom, kterou z nich vybereme.

Definice 1. Necht je dana funkce f : M ¢ R* — R a bod
a € M, necht je funkce f definovana na néjakém okoli
bodu a. Jestlize existuje § > 0 takové, Ze pro vSechna =,
pro ktera je 0 < ||x — a|| < ¢, plati nerovnost

0

f(x) > f(a), fekneme, Ze funkce f ma v bodé a
ostré lokalni minimum

f(x) > f(a), fekneme, Ze funkce f m& v bodé a
(neostré) lokalni minimum

f(x) < f(a), Fekneme, Ze funkce f m& v bodé a
ostré lokalni maximum

f(x) < f(a), Fekneme, Ze funkce f m& v bodé a
(neostré) lokalni maximum

Nastane-li néktery z uvedenych pripad, fikame, Ze funkce
f mav bodé a (ostry, neostry) extrém.
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foe)=fia|

Jx) |

Nt ) U@

X X, ex,

Nestré lokalni maximum

S -2

Sx)=f(a) “‘é‘)\é&

X Us(a)

Nestré lokalni minimum
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Definice 2. Necht je dana funkce f : E C R" — R, mnoZina
M C E abod a € M. Jestlize existuje § > 0 takové, ze
pro vSechna x € M, pro kterd je 0 < ||z — a|| < 0, plati
nerovnost

O f(x) > f(a), fekneme, Ze funkce f ma v bodé a
ostré lokalni minimum vzhledem k mnoziné M

O f(x) > f(a), fekneme, Ze funkce f méa v bodé a
(neostré) lokalni minimum vzhledem k mnoziné M

O f(x) < f(a), fekneme, Ze funkce f ma v bodé a
ostré lokalni maximum vzhledem k mnoziné M

O f(x) < f(a), fekneme, Ze funkce f méa v bodé a
(neostré) lokalni maximum vzhledem k mnoziné M

Nastane-li néktery z uvedenych pripadl, fikame, Ze funkce
f ma v bodé a (ostry, neostry) extrém vzhledem k
mnoziné M .
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P¥imo z definice plynou nasledujici dvé véty:

Véta 1. Necht funkce f(x) nabyva na mnoziné M své nejvetsi
hodnoty v bodé a € M. Pak ma funkce f(x) v bodé a lokalni
maximum vzhledem k mnoziné M (maximum nemusi byt ostré).

Véta 2. Je-lia € M C N a funkce f(x) ma v bodé a lokalni
maximum vzhledem k mnoziné N, ma v bodé a lokalni maximum
vzhledem mnoziné M.

Né&sledujici véta udava nutné podminky pro to, aby funkce f(x)
méla v bodé a € M lokéalni extrém.
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Véta 3. Necht je M C R"™ oteviend mnoZina. Jestlize v bodé
a € M existuje derivace funkce f(x) ve sméru n a je rlizna od
nuly, nema funkce v bodé a lokalni extrém.

Dikaz. Z predpokladu véty plyne, Ze funkce jedné proménné F(t) = f(a+mnt)

nema lokalni extrém v bodé ¢ = 0. Proto pro libovolné = > 0 existuji ¢1,t2, |tx| <
T takovd, Ze F(t1) > F(0) > F(t2). Ale to znamen4, Ze pro libovolné okoli ..

bodu a existuji 1 = a + nt; a T2 = a + ni, takové, ze f(x1) > fa) > f(x2).

Tedy funkce f(x) nema v bodé a lokalni extrém. [ ..



http://euler.fd.cvut.cz

Tedy aby funkce f(x) mohla mit v bodé a lokalni extrém, musi
byt jeji derivace bodé a v kazdém smeéru rovna nule nebo nesmi

existovat.

Budou nas proto zajimat body, kde parcialni derivace jsou

of 0 _ Of _of

8901 _8x2(a):_8xn(a):0’

nebo body, kde néktera parcialni derivace neexistuje.

(7.1)
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V bodech, ve kterych plati (7.1), Ize ¢asto o existenci a druhu
extrému rozhodnout podle nasledujici véty.

Véta 4. Necht funkce f(x) ma v bodé a diferencial druhého fadu
a necht' v bodé a plati (7.1). UvaZzujme kvadratickou formu

®(h) = =

r,s=1

8%6% (7.2)

Je-li kvadraticka forma (7.2)

O pozitivné definitni, m& funkce f(x) v bodé a ostré lokalni
minimum,;

O negativné definitni, mafunkce f(x) v bodé a ostré lokalni
maximum;

O indefinitni, nemé& funkce f(x) v bodé a lokalni extrém.
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Poznamka. Pfipomernme si nékteré pojmy a vlastnosti kvadratic-
kych forem, které zname z algebry.

Necht jsou a,, = as, 7, s = 1, 2, ..., n, realna Cisla. Kvadratic-
kou formou nazyvame funkci

Q(QE) = Q(x1,$27 v wrn) = Z ArsTypLs =

r,s=1

= Zarrx + 2 Z arsTrxs. (7.3)

1<r<s<n
Ziejmé Q(0) =
Jestlize pro kazdé x # 0 je
Q(x) > 0, nazyvame formu Q(x) pozitivné definitni.
O Q(x) > 0, nazyvame formu Q(x) pozitivné semidefinitni.
0 Q(x) < 0, nazyvame formu Q(x) negativné definitni.
O Q(x) <0, nazyvame formu Q(x) negativné semidefinitni.

JestliZze existuji x a y takova, Zze Q(xz) > 0 > Q(y), nazyva se
kvadraticka forma @ (x) indefinitni.
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Véta 5 (Sylvestrovo kritérium). Necht je Q(x) kvadraticka forma
tvaru (7.3). OznaCme

11 Q12 @13 ... Qi
Q12 Q22 Q23 ... Q2

Dk = 13 dg23 Q33 ... Aask s k? = 1, 2, Lo, (74)
a1 G2 A3k Ak

Necht'je D, # 0.

0 Je-liD, >0prokazdé k=1, 2, ..., n, je kvadraticka forma
Q(x) pozitivné definitni.

0 Je-li(-1)kD, > 0prokazdék=1,2, ..., n(tj. D, = a;; <0
a determinanty D, z (7.4) stfidaji znaménka), je kvadraticka
forma Q(x) negativné definitni.

0 Jestlize nenastava ani jedna ze dvou vySe uvedenych moz-
nosti, je kvadraticka forma Q(x) indefinitni.


http://euler.fd.cvut.cz

0 PFiklad 1. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y,z) = z* 4+ y> + %f -
3xz — 2y + 2z.
Reseni. Funkce f(z,y, z) ma spojité derivace véech Fadu na celé mnozing R,
proto existuje diferencial libovolného fadu. Prvni diferencial je df(z,y,2) =
3(2%—z)dz+2(y—1)dy+ (2 — 3z +2)d=. Tedy lokalni extrémy mohou existovat
v bodech, kde

%ziﬁ(ﬁ—z), of Z(y—l), %:z—?yx—l—l
Tato soustava méa dvé feSeni a; = [1;1;1] a ax = [2;1;4].
Druhy diferencial funkce f(z,v, 2) je d®f(z,y, z) = 6xdz?+2dy?+dz? —6drdz.
V bodé a; = [1;1;1] je odpovidajici kvadratickéa forma

1\’ 1

O(h,k,1) = 6h> +2k> + 12 —6hl =6 <h— 51) +2k% — 512.
Jak je vidét, je tato kvadraticka forma indefinitni, a tedy v bodé a; = [1;1;1]
nema funkce f(x,y, z) lokalni extrém.
V bodé a, = [2;1;4] je kvadraticka forma

2 2 2 1 2 2 1 2
&(h, k1) = 12h2 + 2k + 1% — 6hl = 12 vl 2R

Tedy kvadraticka forma je v tomto pfipadé pozitivné definitni, a proto ma funkce

f(z,y,z) v bodé as = [2;1;4] lok&Ini minimum.
Ukazeme jeSté pouziti Sylvestrova kritéria. Matice druhych derivaci v bodé a;
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e A= 0 2 0 |.Znidostaneme
-3 0 1
6 0 6 0 -3
D;=6>0, DQ:‘O 2':12>0, 0 2 0|=-6<0.
-3 0 1

Tedy forma &(h, k,1) je indefinitni a funkce nema v bodé a; lokalni extrém.

12 0 -3
V bodé a; je matice druhych derivaci A = 0 2 0].Protoze
-3 0 1
2 0 12 0 -3
D;=12>0, Dy = =24>0, 0 2 0|=6>0,
0 2 -3 0 1

je kvadraticka forma &(h, k, 1) pozitivné definitni, a tedy v bodé a, mé funkce
f(z,y, z) lok&Ini minimum.
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7.2. Vazané extrémy

V této Gasti se budeme zabyvat vypoctem lokalnich extrém
funkce f(x), = (21, 2s,...,2,) Na Mnoziné M, ktera je dana
soustavou rovnic

(@) =0, k=1,2 ... 7. (7.5)

Vztahy (7.5) se Casto nazyvaji vazby, a proto se ¢asto mluvi o
vazanych extrémech.

Nejprve na pfipadé n = 2 ar = 1 ukadZzeme rlizné zplsoby feseni
této Glohy. Mame tedy najit lokalni extrémy funkce f(z,y) na
mnoziné, ktera je ur€ena rovnici g(z,y) = 0.

Jestlize se nam podafi explicitné z rovnice g(z,y) = 0 vyjadfrit
jednu proménnou jako funkci druhé, napfiklad najit funkci y =
(), lze za y dosadit do funkce f(x,y) a hledat extrém funkce
jedné proménné F(z) = f(z,¢(z)). Ale to je Gloha, kterou jsme
se zabyvali v pfednasce z MAL.

Jind moznost je popsat mnoZinu M parametricky, tj. najit funkce
= p(t), y =¥(t), t €T, takové, Ze g(p(t),v(t)) = 0. Jestlize
tyto vztahy dosadime do funkce f(x,y), mizeme lokalni extrémy
hledat pro funkci jedné proménné &(t) = f((t),%(t)), kde t € T.
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Existuje ale jesté jinA moznost, pfi které nemusime znat feSeni
rovnice g(z,y) = 0. Pfedpokladejme, Ze funkce g(z,y) ma spojité

@;AOnaM.
dy

Pak Ize podle véty o implicitnich funkcich vyjadfit alespon lokalné
vyjadfit y jako funkci proménné z, tj. y = ¢(x). KdyZz dosadime
tento vztah do funkce f(z,y), mame najit lokalni extrém funkce
jedné proménné F(z) = f(xz,¢(z)). Jak je znamo z MA1 extrém
funkce F'(x) mlze existovat pouze v bodé a, ve kterém je

F'(a) = fi(a, ¢(a)) + f,(a, (a))¢'(a) = 0. (7.6)

V bodé, kde je lokalni extrém mame tedy dvé rovnice, (7.6) a
g(a,¢(a)) = 0, pro tfi proménné a, ¢(a) a ¢'(a). Tedy musime
najit jesté jednu rovnici. Ale tu ziskame derivovanim vazbové
podminky v bodé a. Z té plyne vztah

gu(a,0(a)) + g, (a, p(a))¢'(a) = 0.

Tedy v bodé, kde ma funkce f(x,y) lokalni extrém, musi platit
rovnice

parcialni derivace na oteviené mnoziné £ Cc R? a

fila,b) + f(a,b)y'(a) =0, (7.7)
9,(a,b) + g,(a,b)y'(a) =0, (7.8)
g(a,b) =0, (7.9)
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kde jsme oznaCili b = ¢(a) a y'(a) = ¢'(a). Soustava (7.7)—(7.9)
je jiz soustavou tfi rovnic pro tfi neznamé a v principu ji Ize fesit.
VeétsSinou se ale pouziva jista metoda feSeni této soustavy. Pro-
toze jsme predpokladali, Ze je g, (a,b) # 0 existuje pravé jedna
konstanta \ takova, Ze

fy(a,b) + Mg, (a,b) = 0. (7.10)

Jestlize vynasobime rovnici (7.8) Cislem \ a pficteme k rovnici
(7.7), dostaneme vzhledem k podmince (7.10), Ze pro takové A
musi platit také

fi(a,b) + Agl(a,b) =0. (7.11)

Tedy jestlize mé funkce f(x,y) s vazbovou podminkou g(z,y) = 0
v bodé (a,b) lokalni extrém, musi existovat konstanta A takova,
Ze plati

fa(a,b) + Ag;(a,b) =0, (7.12)
fi(a,b) + Ag,(a,b) =0, (7.13)
g(a,b) =0. (7.14)

Abychom rozhodli o druhu lokalniho extrému, najdeme druhy di-
ferencial funkce F(z) = f(x, ¢(x)) v bod& a. Z véty o diferencialu
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slozené funkce dostaneme
d*F(a) = fr,(a,b)d2® + 2f; (a,b)dzdy+

+ f1,(a,b)dy® + [, (a,b)d%y. (7.15)

Ale z vazbové podminky plynou vztahy:

dg(a,b) = g,(a,b)dz + g,(a,b)dy = 0 (7.16)
d*g(a,b) = g,,(a,b)dz® + 24, (a, b)dzdy+
+ g,,(a,b)dy® + g, (a,b)d’y = 0 (7.17)

Jestlize rovnici (7.17) Cislem X\ a pficteme k rovnici (7.15), dosta-
neme vzhledem k podmince (7.13) pro druhy diferencial vztah

d*F(a) = (fr.(a, b)Agh,(a, b))dz?+2(fr, (a, b)+ gL, (a, b)) dedy+
+ (f3,(a,b) + Ag),(a,b))dy® . (7.18)

Ale dz a dy spliuji podminku (7.16), a tedy nejsou nezavislé.
Proto musime za jednu z téchto proménnych dosadit z (7.16).
Tim ziskdme kvadratickou formu v jedné proménné. Je-li tato
forma pozitivné definitni, ma funkce f(x,y) v bodé (a,b) ostré lo-
kalni minimum a je-li negativné definitni, ma v tomto bodé lokalni
maximum.
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Cislo A se nazyva Lagrangedv multiplikator a cela metoda pak
metoda Lagrangeova multiplikatoru. Tuto metodu hledani lo-
kalnich vazanych extréml Ize formulovat pro obecny pfipad.

Véta 6. Necht funkce

f(w):f<xlax27"'7xn)a gk(w):gk(xlax%“'?xn)a k:1727

(7.19)
maji spojité parcialni derivace prvniho fadu v oteviené mnoziné
E C R". Necht je v kazdém bodé mnoZziny £ hodnost matice

991 99 91
Oxry Oxy  Oxp
992 992 09>
W=| 0r; 0Ozs Oz, (7.20)
dg, 0g, a9,
O0xy Oxy ox,,
rovna r a necht je M mnozina v8ech bodl = = (z1,7,...,1,),
které splnuji rovnice
gx(x) = gr(z1, 29, ..., 2,) =0. (7.21)

Pak plati nasledujici tvrzeni.
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Jestlize ma funkce f(x) v bodé a € E lokalni extrém vzhledem k

mnoziné M, existuji realna Cisla \;, A9, ..., A\, takova, Ze
89k
=0 prokazdéi=1,2,...,.n (7.22)
0:5Z
gr(a) = O pro kazdé k =1,2,...,r (7.23)

Necht je bod a € E a A, Cisla, pro ktera plati (7.22) a (7.23),
a necht maji funkce (7.19) v bodé a diferencial druhého fadu.
Sestrojme kvadratickou formu proménnych dz,, dz,, ..., dz,

\If(dxl, dzs, . .. 7dxn) = Z (5:518:8] Z k@:xz(?x] ) dwz; dx; .

i,j=1
(7.24)
ProtoZze matice W ma v bodé a hodnost r, existuje alespon jeden
jeji nenulovy determinant fadu ». Necht je to napfiklad determi-

nant
D(gla.927 ce 7gr)

D(xl,xg, - ,xT)

W= (a) £ 0. (7.25)
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Kdyz ze soustavy r rovnic

39k
Z a:cz =0 (7.26)

vyjadfime dzy, dzs, . . ., dz, jako linearni formy proménnych dz, . 1,
dz,,s, ..., dz, a dosadime je do kvadratické formy W, ziskame
kvadratickou formu & proménnych dz, ., dz, s, ..., dz,. Jestlize
je tato kvadraticka forma pozitivné, resp. negativné, definitni, ma
funkce f(x) v bodé a ostré lokalni minimum, resp. maximum,
vzhledem k mnoziné M. Jestlize je kvadraticka forma & inde-
finitni, nemé& funkce f(x) v bodé a lokaIni extrém vzhledem k
mnoziné M.

Poznamka. Konstanty Ay, ..., A\, z této véty se Casto nazyvaji
Lagrangeovy multiplikatory a uvedena metoda hledani vaza-
nych extrémd metoda Lagrangeovych multiplikatord.
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Jednoduse feceno, metodu Lagrangeovych multiplikatort Ize po-
psat nasledujicim zplsobem.

Sestrojime tzv. Lagrangeovu funkci
L(x) = f(x) + Z Akgr(T) | (7.27)

k=1
kde )\, jsou zatim neurCené konstanty. S touto funkci zachazime

stejné, jako by vazbové podminky neexistovaly, tj. najdeme body
a takové, Ze

0L 0L oL
—(a)=—(a)=---= =0. 7.28
7. \Y = o (a) . (a) (7.28)
Pfitom se ale musime omezit na body a, pro které je
g(a) = gx(a) =--- = g,(a) = 0. (7.29)
Soustava rovnic (7.28) a (7.29) je soustava (n + r) rovnic pro
(n+r) proménnych a = (a1, as,...,a,) @A, ..., A

KdyZ najdeme takové body, sestrojime druhy diferencial funkce
L(x) v bodé a, tj.

) . 9’L
’L=">Y" dzydz; . (7.30)

0T
k=1 kY


http://euler.fd.cvut.cz

Z rovnic

dg;(a) = (a)dz, =0

Q

Ea

T
k=1

vypocCteme r z hodnot dzy, ..., dz,, pomoci (n — r) ostatnich
a dosadime do (7.30). Tak ziskame kvadratickou formu (n — r)
proménnych, ktera rozhoduje o typu extrému v bodé a stejné jako
kvadraticka forma ¢ definovana v (7.2) ve vété 4.
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O Priklad 2. Najdéte lokalni extrémy funkce f(z,y, z) = x+y+ 2z na mnoziné
M, které je dana rovnici g(z,y,z) = xyz — 1 = 0.

Reseni. Ulohu bychom mohli fesit tak, Ze bychom z vazbové podminky vyja-
dfili napfiklad z = xi a pak hledali lokalni extrémy funkce dvou proménnych
Y

1 %z i
F(z,y) = x4+ y+ —. Ale na tomto prikladé ukdZeme pouziti metody Lagran-
X

geovych multiplikator(i. Tato metoda by mohla selhat pouze v bodech, kde by
bylo g(x,y,2) = g,(v,y,2) = g,(v,y,2) = g.(z,y,2) = 0. Ale takové body
neexistuji, a proto Ize metodu pouzit bez obav.

Sestrojime Lagrangeovy funkci L(z,y, z) = f(z,y,2) + A\g(z,y,2) =z +y +
z 4+ A(zyz — 1). Nutné podminky pro extrém jsou

oL oL oL
—=1l4+XMyz=—=14+dzz=—=14+Xzy=0, zyz=1.
ox dy 0z

Tato soustava ma pouze jediné feSeni x = y = z = 1, A = —1. Abychom

rozhodli o typu extrému, sestrojime v tomto bodé druhy diferencial funkce
L(z,y,z). Tenje d2L(1,1,1) = —2(dady + dzdz + dydz). Ale tato kvadraticka
forma tfi proménnych je indefinitni. Ale diferencial vazebné podminky dava
vztah dg(1,1,1) = dz + dy + dz = 0. Z toho plyne, Ze dz = —dx — dy. Jestlize
dosadime tento vztah do d?L(1,1, 1), dostaneme kvadratickou formu & dvou
proménnych dz a dy tvaru & = 2(dz? + dady + dy?), ktera je, jak se Ize
snadno pfesvédcit pozitivné definitni. Tedy funkce f(z,y, z) na v bodé [1;1;1]
ostré lokalni minimum vzhledem k mnoziné M = {[z;y; 2] € R®; ayz = 1}.
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7.3. Globalni extrémy na kompaktni
mnoziné

Mnohdy vedou feSené problémy na Glohu najit nejvétSi nebo
nejmensi hodnotu funkce f(x) na mnoziné M, ktera je dana jis-
tymi nerovnostmi. Jestlize je mnoZina M kompaktni, tj. omezena
a uzaviena, a funkce f(x) na mnoziné M spojita, vime z Weier-
strassovy véty, Ze v mnoziné M existustuji body a; a a, takové, ze
pro vdechna x € M plati nerovnosti f(a:) < f(z) < f(as). Tedy
funkce f(x) nabyva na mnoziné M nejmensi a nejvétsi hodnoty.
Tyto hodnoty mohou byt vnitfni body mnoziny M nebo mohou le-
zetna hranici M. Jestlize funkce f(x) nabyva extrému ve vnitfnim
bodé a mnoZziny M, musi mit v bodé a lokalni extrém. Tedy pokud
existuji parcialni derivace musi v bodé a platit (7.1). Nabyva-li
funkce f(x) extrém v bodé a, ktery je hrani¢ni bod mnoziny M,
musi mit funkce f(x) v bodé a lokalni extrém vzhledem k hranici
mnoziny M. JestliZze je hranice M dana pomoci rovnic gx(x) = 0,
Ize v téchto bodech pouZit metodu Lagrangeovych multiplikatord.
Abychom tedy nasli nejvétsi a nejmensi hodnotu diferencovatelné
funkce f(x) na kompaktni mnoziné M staci najit vnitfini body
mnoZziny M, ve kterych plati (7.1) a hrani¢ni body M, kde by
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mohl byt extrém. Jestlize je téchto bodl koneéné mnoho, staci z
téchto bodl vybrat ten, ve kterém je funkéni hodnota f(x) nejvétsi
nebo nejmensi.

Tento postup ilustrujeme v nasledujicim pfikladé.

0 Priklad 3. Najdéte nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(x,y) = 23 +y3 —
3zy na mnoziné M C R? dané nerovnostmi 0 <z <3 a0 <y < 222

Reseni. Nejprve budeme zkoumat vnitfni body mnoZiny M, tj. body, které
vyhovuji nerovnostem 0 < = < 3a 0 < y < 2z%. Aby funkce f(z,y) nabyvala
v tomto bodé své nejmensi nebo nejvétsi hodnoty, musi platit (7.1), tj.

Of _ 4 2 _ of _ o 2 _

6x_3$ 3y=20, 8y_3y 3z =0.

Tyto rovnice jsou spinény pouze v bodech x = y = 0 nebo x = y = 1. Ale
bod [0; 0] neni vnitfnim bodem mnoZiny M. Tedy jediny vnitfni bod, ve kterém
miZe funkce f(x,y) nabyvat extrém je bod a; = [1;1].

Hranice mnoZiny M je tvofena tfemi kfivkami:

1. 2=3,0<y <18
2. y=0,0<x<3
3. y:2x2,0§x§3

Na prvni kiivce je £(3,y) = Fi(y) = y® — 9y + 27. Tato funkce miiZze nabyvat
extrém v bodech y € (0, 18), kde Fj(y) = 0 nebo v krajnich bodech. Protoze
F{(y) = 3y* — 9, dostaneme pomoci derivace jediny bod a, = [3;v/3].
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V bodech druhé kfivky budeme hledat body, v nichz mdZe mit lokalni extrém
funkce Fy(x) = f(x,0) = 23, = € (0,3). V téchto bodech je derivace Fj(x) =
322 # 0.

Ve tfetim pFipadé hledame body, ve kterych je derivace funkce F3(z) =
f(z,22%) = 82° — 523, = € (0,3), rovna nule. ProtoZe Fj(x) = 48z° — 152
ProtoZze bod = = 0 nevyhovuje podmince z € (0,3), dostavame jediny bod

1 i/% 1 i/75
a =15\ 2\ 1|
Konec¢né nam zbyvaji body, které jsou prlinikem dvou hrani€nich kfivek, tedy
bOdy as = [0, 0], as = [3,0] aag = [3, 18]
Protoze je f(ar) = 1, f(a2) = 27~ 3V3, f(as) = o, f(as) =0, [(as) =
27 a f(as) = 5697, nabyva funkce f(z,y) na mnoziné M nejvétsi hodnoty
5697 v bodé [3; 18] a nejmensi hodnoty —1 v bodé [1;1].
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8 RIEMANNUV INTEGRAL
V R"

8.1. ZavedeniRiemannovaintegraluv R"

Necht je Z ¢ R™ omezeny uzavieny interval, tj.
I = <a1,bl>><<a2,b2>><~-><<an,bn>; ai,bi c R; a; < b;. (81)

Az
bs ..

T {ay byyx (s by ) x Gy, by
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Definice 1. Necht je Z C R" interval definovany v (8.1).
Kazdou mnozinu bod{l

{zij,i=1,2,...,n,j=0,1,2..., N; €N},
kde
gy = Oy = By = T S 000 X By = 0

nazyvame déleni intervalu Z. Déleni intervalu, tj. vySe
uvedenou mnozinu bodU, budeme znagit D. Mnozinu viech
déleni intervalu Z budeme znadit ®.

Ay
. I|,2:<x|o>x1|>>< (5 X5 )
bz_sz2
X2
jll IZ,Z
Xo
1z, Z,,
a, =Xy
X
»
0 Q=X Xn X XN, = by
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Pro kazdé déleni D intervalu Z ozna¢me 7, ;, . ., 1 < ji < Ny,
interval

Ij17j27---7jn = <xj1—17$j1> X <xj2—17xj2> X X <$jn—1,$jn> (8.2)

Aji arjn = (333'1 - 1‘11—1) (f’”jz - sz—l) E (xjn - %‘n—l) (8.3)

obsah n-dimenzionalniho intervalu Z;, ;, ;..
Necht je f(x) realna funkce omezena na intervalu Z. Pro kazdé
deleni D oznaCme

M g = mezl]?f] (f(=)) (8.4)
Mjlijw-wjn = e??up (f(w)) (8-5)
rcljy,..., in

a definujme

N1 N Np,
S(f’ D) - Z Z T Z mj17j2,“'7jndjlanv"'}jn (8'6)
Ji=1j2=1 Jn=1
N1 N2

Np,
S(fa D) = Z Z T Z Mjl,j27~-~,jndjl,j2,m,jn : (8.7)

Jj1=172=1 Jn=1
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Cisla s(f, D), resp. S(f,D) se nazyva dolni, resp. horni inte-

gralni soucet funkce f(x) pfislusny k déleni D. ProtozZe je

funkce f(x) omezena na Z, existuji realna Cisla m = ingf(a:) a
xTe

M = sup f(x). Ze ziejmého vztahu m < m;, ; < M, ; <M
x€l
plyne, Ze pro kazdé déleni D intervalu Z plati nerovnost

kde d; je obsah intervalu Z.

Definice 2. Necht je Z je interval (8.1) a D;, Dy jeho
dvé déleni. Je-li kazdy bod déleni D, bodem déleni D,,
nazveme déleni D, zjemnénim déleni D;.

Poznamka: Z definice 2 plyne, ze kdyz je déleni Dy zjemnénim déleni D,
obsahuje D, vSechny body déleni D, a tfeba i nékteré dalSi délici body. Tedy
kazdy interval Zy, , ...k, déleni D; je sjednocenim kone¢ného poctu intervalll
Jo déleni Ds.

.....

Véta 1. Je-li déleni D, intervalu Z zjemnénim déleni D, intervalu
Z, je
s(f,D1) < s(f,D2) < S(f,D2) <S(f.D1)- (8.9)
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Véta 2. Jsou-li D; a D, dvé déleni intervalu Z, pak plati:

Ze vztahu (8.8) plyne, Ze existuji kone€na realna Cisla s(f), S(f) :

s(f) = sup s(f.D) < inf S(, D) = S(f). (8.11)

De®

Definice 3. Cisla s(f), resp. S(f) ze vztahu (8.11) nazy-
vame dolni, resp. horni Riemanndv integral funkce f(z)
pfes interval 7.

Jestlize v (8.11) plati rovnost s(f) = S(f), nazyvame toto
¢islo (Riemanndv) integral funkce f(z) pfes interval 7
a fikame, Ze funkce f(x) je integrovatelna na intervalu Z.
Pro tento integral pouZzivame oznaceni

/f(xl,azg,...,xn)dxld:vg...dxn:/f(a:)dV. (8.12)
I 7
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Definice 4. Necht M C R” je omezena mnoZina a x ()
je tzv. charakteristicka funkce mnoziny M, ktera je defino-
vana predpisem

1 proxeM
m g 8.13
xu (@) {0 prox ¢ M ( )

ProtozZe je M omezen4, existuje interval Z € R” takovy, Ze
M C I. Jestlize existuje Riemanndyv integral

d(M) = / xar(@)dv,

fikhme, Ze mnoZina M je (Riemannovsky) méfitelna a
Cislo d(M) se nazyvame mirou (obsahem) mnozZiny M.

Poznamka. Snadno se Ize pfesveédcit, Ze nezaleZi na volbé in-
tervalu Z C M.
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Definice 5. Necht je M C R" je Riemannovsky méfitelna
mnozina a f(x) funkce omezen& na mnoziné M. Necht je
7 interval v R™ takovy, ze M C Z. Definujme funkci

},\(w) _ {f(:v) prox € M

0 proxeZ\M

~

Je-li funkce f(x) integrovateln& na intervalu Z, fikame, Ze
funkce f(x) je integrovatelnd na mnoziné M a piSeme

/Mf(zc)dV:/Mf(xl,xg,...,xn)dmldxg...dxn:

:/f(xl,xQ,...,xn) dr;dxs ... dx,. (8.14)
7

Mnozinu vSech funkci, které maji Riemanndyv integral pres
mnozinu M budeme znacit R(M).

Poznamka. Opét se Ize snadno presveédcit, Ze nezalezi na volbé
intervalu M C 7.
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Véta 3. Necht'jsou funkce f, fi, fo € R(M) a c € R je konstanta.
Pak jsou také funkce cf € R(M) a f1 + fo € R(M) a plati

/MCF(w)dV:c/Mf(a:)dV, (8.15)
/]M(f1($)+f2(33))dV=/Mfl(az)dV—Ir/Mfg(m)dV. (8.16)

Disledek. Jsou-li funkce f, € R(M), c1,¢s,...,c, € R, pak je
f(@) =c1fi(x) + cafa(x) + -+ + ¢ fr(z) € R(M) a plati:

/M (L fi(@) + -+ e fy (@) AV =

:cl/Mfl(a:)dV+---+c,,/Mfr(a:)dV. (8.17)
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Velmi dilleZitou roli v teorii integralu hraji tzv. mnoZiny nulové miry.

Definice 6. Jestlize je M C R™ méfitelnd mnozina takova,
Ze

d(M) = /M yar(@)dV =0,

nazyvame mnozinu M mnozinou miry nula nebo mnoZzi-
nou nulové miry.

Definice 7. Jestlize n&jaka vlastnost V' (x) plati pro vSechna
x € M mimo bodll z mnoZiny N C M a mnoZina N ma miru
nula, budeme fikat, Ze vlastnost V(x) plati skoro vSude
na mnoziné M.

Véta 4. Necht'je f(x) = 0 skoro vSude na M. Pak je

/f )ydvV =0

Véta 5. Necht je M meéfitelnd mnozina takova, Ze jeji hranice
OM ma miru nula. Pak kazda funkce, ktera je na M spojita a
omezena, je na mnoziné M integrovatelna.
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8.2. Specialni pfipady

8.2.1. Dvojny integral — Riemann(yv integral v R?

Riemann(v integral v R? se nazyvarovnéz dvojny integral a znaci

se obvykle
/Mf(m)dV://Mf(x,y)dxdy.

P¥i studiu dvojnych integralCi budeme zpravidla pro jednoduchost
predpokladat, Ze mnozina M je tzv. pfipustna oblast, tj. ome-
zen& mnozina, jejiz hranici tvofi kone€né mnoho prostych kfivek.

Ny

\ s
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Pro jesté vétsi jednoduchost a nazornost budeme predpokladat,
Ze hranici pfipustné oblasti I1ze popsat jako graf dvou funkci,
g1(x), g2(x), resp. hq(y), h2(y) . Neni-limozné hranici takto popsat,
rozdélime oblast tak, jak to znazornuje obr. vpravo.

Geometricky vyznam dvojného integralu

Uvazujme funkci f a interval Z, necht je f > 0 na Z. Existuje-li
Riemannilv integrél [ f dV, Ize se na jeho hodnotu divat jako na
objem télesa V ohraniCeného grafem dané funkce:

V={(z,y,2) ER(w,y) €T, 0< 2 < f(z,)}.
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DalSi aplikace dvojného integralu

Necht M cC R? je pfipustna oblast.

e PlosSny obsah rovinného obrazce M :

M(M)://M du dy .

e Hmotnost tenké desky M :

mOn) = [[ oteparay.

kde o(z,y) znaci plodnou hustotu. Veli¢ina o(z,y) miZe
rovnéz udavat hustotu naboje a vysledny integral celkovy
naboj tenké desky.

e Statické momenty rovinného obrazce M :

Se(M) = // yo(z,y)dxdy, Sy(M) = // zo(z,y)drdy,
M M
kde o(x,y) je ploSn& hustota.

e Soufadnice tézisté rovinného obrazce M :

(M) =
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8.3. Metody vypoctu Riemannovaintegralu

8.3.1. Fubiniova véta
Zavedme nasledujici oznaceni:
z=(x,y) eER"=R"T=R" xR, zeR", y € R®,
4.z = (v1,20,...,2:), Y= (Y1, %2,---,Ys), 7 +s=n,
z=(T1,T9 ., Try Y1, Y2, -+, Ys)-
Je-li M C R™, budeme psat

My={yeR; (x,y)e M}, My={xecR"; (zv,y)eM}.
M® ={x eR"; M, #0}, MY ={yeR*; M, #0}.

Je-li f(z) = f(x,y) funkce definovana na mnoziné M C R",
definujme funkce f*: M, — R a f¥: M, — R pfedpisem

) = =) = f(=,y).
Jestlize je Z C R™ interval, plati rovnost

T=Tyx1Lpy=T"xTY =1 x1Tpy =Ty xTIY.
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Je zfejmé, Ze pro objem téchto intervalll plati rovnosti
V(T) =V(Z%) - V(Za) = V(T¥) - V(Zy) -

Pomoci Riemannova integralu Ize tuto rovnost zapsat jako

/IXz(z) dv = /z (/m Xa(Y) dVy) av, =
:/Iy (/I Xy(a:)de> av,, (8.18)

kde symbol dV,, resp. dV,, znamena, Ze integrujeme pfes pro-
ménnou x, resp. y.
Vztah (8.18) zobecnuje nasledujici véta.
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Véta 6 (Fubini) Necht je funkce f(x,y) definovanana M C R".
Necht existuje integral

/ flx,y)dV (8.19)
M
a pro skoro vSechna x € M?*, resp. y € MY, existuji integraly
Fx)= [ f“ydvy= [ [fy)dy... dy, (8.20)
M, M
resp.
G(y) = fYx)dV, = f¥x)dx; ... dz, . (8.21)
My My

Jestlize rozSifime funkci F(x) na mnozinu M=, resp. G(y) na
mnozinu MY, v bodech, kde neni definovana, nulou, pak plati:

Af(w,y)dV:/mF(w)de:/ G(y)dV,, (8.22)

My
g.

/]V[f(at:,y)dV:/z < y f‘”(y)dyl...dys) dzy ... dx, =

:/ ( fy(w)d%...dxr) dy; ... dys.
My \Ju,
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{y;g(x)<y<g,(x)}

M,

Podle této véty Ize Riemannlyv integral v R" najit pomoci vypo-
¢tu dvou Riemannovych integralll v prostorech mensi dimenze.
Postupnou aplikaci této véty je pak mozné najit integral v R", po-
kud existuje, pomoci vypoctu n jednorozmérnych Riemannovych

integrall.

Specialni pripad: R?

ho(y)

v oo

S

M,={x;h,()<x<h,()}

b

Pfi hledani Riemannova integralu v R? budeme zpravidla pouzivat

Fubiniovu vétu v nasledujicim znéni:
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Véta (Fubiniova pro R?). Necht M je omezena mnozina, jejiz
hranici Ize popsat pomoci dvojic funkci g, (z), ga(z) a hi(y), ha(y)

- viz obr. vySe. Necht existuje dvojny integral

f(z,y)dzdy.

Existuje-li jeden z integrall

g2(z)
F(fv)Z/() f(z,y)dy, = € (a,b),
gi(x

ha(y)
Gly) = / Fa.y)de, y € (e.d),
hi1(y)

pak existuje i druhy a plati:

f(z,y)dedy = /ab F(z)dx = /ab </glg::) f(:c,y)dy) dr =
- [‘owa=[ ( [ f(m)dcc) .


http://euler.fd.cvut.cz

O Priklad 1. Naleznéte integral [, zy* dz dy , kde € je oblast ohrani-
¢ena parabolou y? = 2px a pfimkou z = p/2.

Reseni.

[y
8
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8.3.2. Veéta o substituci

Véta 7 (O substituci) Necht je ¢(x) prosté regularni zobrazeni
oteviené mnoziny X C R™ namnozinuY C R". Nechtje M C X,
f(y) funkce definovana na ¢(M) a D,(x) jakobian zobrazeni .
Pak plati

| twan . dn = [ fe@)|Da@)] o .. do, (623
(M) M
pokud oba integraly v (8.23) existuji.

Jak je vidét z véty 7, substituce neméni pouze integrovanou
funkci, ale také podstatné oblast M, pfes kterou integrujeme.
Proto se na rozdil od jednorozmérnych integralli pomoci substi-
tuce nesnazime pouze zjednodusit integrovanou funkci, ale také
integra¢ni oblast. To je pfi vypoctu vicerozmeérnych integrall velmi
podstatné. Napfiklad jestlize se ndm podafi transformovat oblast
M nainterval, staci podle Fubiniovy véty najit n jednorozmeérnych
integrald, i kdyZ vétSinou pomérné slozitych.
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