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1 TEORIE ROZHODOVANI
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Ma-li nékdo hledat strategii, jak dosahnout nejzadanéjSiho vy-
sledku, musi mit nejprve jasno v tom, co to vlastné ten nejzada-
néjSi vysledek je. To znamena, Zze musi byt schopen jednotlivé
alternativy, které pfipadaji v Gvahu, uspofradat. PoZadovat pfitom
budeme tzv. GpIné usporfadani - tj. o kazdych dvou alternativach
je doty€ny schopen fici, zda jednu preferuje pfed druhou, ¢i zda
je hodnoti stejné (v tom pfipadé fekneme, Ze je mezi nimi indife-
rentni).

Dale jsme pfi rozhodovani ¢asto nuceni néjakym zplisobem po-
soudit nahodnost. Mame letét letadlem, i kdyZz se miize zfitit?
Mame si koupit los, i kdyZ nemusi vyhrat? Mame uzavfit po-
jistku, i kdyzZ ji tfeba nikdy nevyuZzijeme? Mame si vyjet na kole, i
kdyz miiZe préet? Zadné zazratné fedeni samozfejmé neexistuje
a néktera rozhodnuti budou stale velmi slozita. Nicméné trocha
pravdépodobnostniho hlediska a par empirickych pravidel mo-

hou fadu rozhodnuti usnadnit. P¥i obtiznéjSim rozhodovani pak
mulzeme protichlidné cile uspofadat pomoci funkce uzitku.
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O Priklad 1

Zaspal jste a ted spéchate do prace na jednani, které ma zacit
v 9 hodin. Je 8:50 a péSky to do své kancelafe mate 15 minut
nejrychlejsi moznou chiizi. TakZe pfijdete o pét minut pozdéii.
Zvazujete, jaké jsou moznosti. V tuto dobu byste nikdy nejeli
taxikem. Mohli byste vSak jet autobusem, ktery by vas do prace
dovezl za pét minut. PoCkate-li na zastavce a autobus do péti
minut pfijede, budete v kancelafi v€as. Super!

Jenze autobus je bohuZel velmi nevypocitatelny. Nékdy pfijede
hned, jindy se v8ak neukaze tfeba 20 minut. Budete-li Cekat na
zastavce a budete mit smilu, miZete nakonec na jednani dora-
zit pozdéji o 15 misto o 5 minut. Mate to risknout? Mate Cekat
na autobus, kdyZ mate urcitou Sanci, Ze pfijdete vCas, ale také
riskujete daleko vétsi zpozdéni? Anebo mate jit radéji pésky a s
jistotou pfijit pfesné o pét minut pozdéji?

Uvédomite si, Ze jste v praci ve zkusebni Ihité a prijdete-li pozdé,
vas prisny a dochvilny Séf vas urcité vyrazi. Rozhodnete se po-
Ckat na autobus, protoZe vasi jedinou nadéji je, Ze pfijede rychle
a vy se do prace dostanete v€as. NaStésti uz na vas autobus
¢ekéa a vase misto je zachranéno.

Ve stejny den se méate v 9 hodin vecCer sejit s kamaradem, abyste
spolu trochu ponili. Zase ziistite. ze vvrazite nozdé. a zase se



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

musite rozhodnout mezi mirnym, ale jistym zpoZdénim, které bu-
dete mit, pljdete-li péSky, a mezi ¢ekanim na autobus, ktery vas
mozna doveze na misto setkani v¢as, ale také se mize hodné
opozdit. Pfijdete-li na skleni¢ku o par minut pozdeji, tak se toho
moc nestane; pfijdete-li viak prilis pozdé, mlzZe si kamarad zadit
délat starosti, nebo také miize odejit. Usoudite, Ze tentokrat bude
lepsi jit pésky.

Rozhodovani mezi chlizi a jizdou autobusem zavisi na tom, jak
vnimate rlizné disledky svého véasného pfichodu a mirného
nebo hodné velkého zpozdéni. Teorie pravdépodobnosti mize
pracovat s pravdépodobnostmi jednotlivych vysledkd, avSak k
tomu, abyste se rozhodli, musite také zvazit své hodnoty a pre-
ference. VaSe rozhodnuti nutné zavisi na vasem vlastnim ohod-
noceni toho, do jaké miry jsou jednotlivé vysledky Zadouci Ci
nezadouci.

Md&zeme snad pouzit chladnou, strohou matematiku k tomu, abychom

pracovali s tak subjektivnimi pojmy jako naklonnost €i odpor?
Matematika nikdy nemUze rozlisit spravné od nespravného nebo
dobré od Spatného. Pokud vSak své chapani dobrého a Spat-
ného dokazeme vycislit, mize nam matematika pfi rozhodovani
pomaoci.
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Abyste své preference vyjadrili €isly, potfebujete urcit svou funkci
uzitku, ktera bude vyjadfovat vaSe osobni ohodnoceni vSech
rlznych vysledkd, které mohou nastat. Tato funkce bude kladna
pro dobré véci (¢im vétsi, tim lepsi) a zaporna pro Spatné. Mlzete
napfiklad pfifadit ohodnoceni +10 shlédnuti dobrého filmu, +20
shlédnuti hodné dobrého filmu, a +1 000 000 vyhfe jackpotu v
loterii. Na druhé strané mUzete pfifadit hodnotu 10 nakopnuti
palce, 20 bolesti hlavy a 1 000 vyhazovu z prace.

Funkcemi uZitku se zabyva praveé teorie her, nauka o rozhodo-
vani, ktera je Casto vyuZivana v ekonomii, politologii a sociolo-
gii. Tyto funkce ve Ctyficatych letech dvacatého stoleti studoval
madarsky matematik John von Neumann, jeden z prvnich Sesti
profesorli matematiky (spolu s Albertem Einsteinem) svétové pro-
slulého Gstavu Institute for Advanced Study v Princetonu v New
Jersey.

Funkce uZzitku poskytuji jednoduché a jasné pravidlo pro rozfe-
Seni obtiZznych rozhodovani.
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O Priklad 2

Pfedstavte si napfiklad, Ze chystate svou svatbu a pfemyslite,
kde ji uskute€nit. Vybér uz jste z(Zili na dvé alternativy: prvotfidni
tanecni sal ve meésté a dfevénou chatu v lese. Chata stoji na
neuveritelné krasném misté u zaficiho jezera, kolem jsou stromy
pohupujici se ve vétru. Je tu vSak jeden problém: co kdyZ bude v
den svatby prset?

Abyste své dilema rozresili, mliZete si vytvorit funkci uzitku. Bude-
li svitit slunce, svatba v pfirodé bude tak nadherna, Ze ji pfifadite
hodnotu +1000. Svatba v sale ve mésté (bez ohledu na to, zda
bude prset Ci svitit slunce) by byla také krasna, ale pfece jen o
trochu méne; pfiradite ji hodnotu uZzitku +800.

OvSem svatba v chaté za desté by byla katastrofa: hosté by se
choulili uvnit¥, zablacené boty, dérava stfecha, hadajici se rodiny,
a z krasného vyhledu by nebylo viibec nic. Vase manZelstvi by
samoziejme i presto bylo radostné, ovSem den svatby by odpo-
vidal velké tlusté nule neboli nulové hodnoté uzitku. Na zakladé
toho, jak se vyvijelo po€asi v minulosti, odhadnete Sanci na dést'v
den svatby na 25 Rozhodujete se tedy mezi spolehlivym salem s
hodnotou +800 a riskantni chatou, kterad vam za pékného pocasi
poskytne hodnotu +1000 a za desté 0. Co mate zvolit?
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Ted nastala vhodna chvile na to, abyste zacali pocitat. Chata vam
pfinese hodnotu +1000 s pravdépodobnosti 75 % a hodnotu 0 s
pravdépodobnosti 25 %. To znamen4, Ze rozhodnete-li se pro
chatu, priimérna (neboli otekavana) hodnota vasi funkce uzitku
bude 75 % z +1000 plus 25 % z 0, tedy +750. Rozhodnete-li se
v3ak pro tanecni sal, bude bez ohledu na pocasi vaSe hodnota
uzitku rovna +800. Protoze +800 je vice nez +750, tanec¢ni séal je
lepSi volbou nez chata v lese. Vasi volbou (i kdyZ mozna zdra-
havou) by proto mélo byt zamluveni salu. Pak bude vase svatba
Gspésna, at uz bude prset ¢i nikoli. (A koneckoncl, chatu miizete
vZzdycky navstivit béhem svatebni cesty, v néjaky pékny slunecny
den.) Funkce uzitku vam pomohly ucinit obtizné emocionalni roz-
hodnuti pomoci racionalnich, logickych Gvah.

O Priklad 3

Funkce uzitku jsou uZziteCné i tehdy, rozhodujeme-li se napfiklad
o tom, zda uzavfit pojistku, €i nikoli.

Zvazujete-li pojisténi, méli byste se nejprve sami sebe zeptat:
"Co je z dlouhodobého hlediska pravdépodobnégjsi? Zaplatim na
poplatcich vice, nez kolik dostanu zpét pfi pojistnych udalostech,
nebo dostanu zpét vice, nez zaplatim?” Dostanete-li zpét vice,
bude poiistka rozumnou investici, iinak ne.
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Pfedstavte si, Ze pojistka vasi domacnosti stoji 800 $ rocné. Po
vétSinu let nedojde k Zadnym pojistnym udalostem a vas rocni
zisk z pojistky bude -800 $. Na druhé strané vSak kdykoli mize
dojit k vazné pohromé - pozaru, povodni, vloupani, zficeni stfechy
- avyplacené pojistné mliZze dosahnout mnoha tisic dolar(. VyvaZzi
mala pravdépodobnost ziskani velké ¢astky kazdoro€nich 800 $?
Odpoveéd na tuto otazku je tézké ziskat néjakym pfimym vypo-
¢tem. Zavisi to ostatné na takovych faktorech, jako je primérna
¢etnost pozar( ¢i povodni, primérny rozsah poskozeni pfi pozaru
¢i povodni a uvazeni vSech dalSich udalosti, které by také mohly
vést k naroku na pojistné pInéni. Tyto primérné hodnoty navic
mohou zaviset na tom, kde Zijete, jaké jsou zvyky vasich soused
a podobné. | pfesto vSak mlZete ucinit kvalifikovany odhad.
ohromnych ziskU. VZdyt pojiStovnictvi je jednim z nejvynosnéjsich
odvétvi. Ze zakona velkych Cisel pfitom vime, Ze jedind mozZnost,
jak mdize spole¢nost dlouhodobé vydélat, je vybrat od zakaznikl v
préiméru vice penéz, nez kolik jim vyplati. ProtoZe pojiStovny tolik
vydélavaji, musi to byt jednoduse proto, Ze zakaznici v priméru
zaplati vice, nez kolik dostanou zpét.

Jinymi slovy, aniz byste dohledavali statistiky poZar(, poskozeni
¢i cen pojistného, miiZete s jistotou usoudit, Ze v priiméru je platba
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za pojistku mrhanim penéz. V prliméru zaplatite vice, nez kolik
dostanete zpét na pojistnych pInénich. Znamena to tedy, Ze by se
nikdo nemél pojiStovat? Nikoli, neznamena; a funkce uzitku nam
feknou proc.

Kazdorocni platba 800 $ za pojistku je vcelku mirny vydaj, kte-
rému mizeme pfifadit zapornou hodnotu uzitku feknéme -800.
Nebudete-li vSak pojisténi a pfijde vaZzna pohroma (jako tfeba po-
Zar ¢i povoden), tak dlsledky mohou byt zniGujici. Jestlize vas
napfiklad pohroma donuti prodat d&im nebo vas finanéné zcela
zruinuje, mdze to vas Zivot znicit daleko vice, nez jak to vyja-
dfuji samotné penize. | kdyby byla penézni hodnota vasi ztraty
"pouhych” 100 000 $, mlZe tim byt rozvraceno vase postaveni
a finanéni zajisténi, mlZe se vam rozpadnout manzelstvi, vase
déti mozna budou muset opustit univerzitu; to vSe vam pfinese
zapornou hodnotu uzitku -500 000 nebo jesté horSi. Zkratka a
dobfe, obtiZe vas mohou zasahnout podstatné vice, nez kolik by
odpovidalo pouhé penézni hodnoté ztraty.

Pfedstavte si, Ze kazdy rok je Sance jedna ku 200, Ze dojde k
podobné zniujici pohromé. Potom z ryze finan¢niho hlediska
zaplatite 800 $ za pojistku a méate jednu Sanci ze 200, Ze do-
stanete 100 000 $. To znamena, Ze v priméru zaplatite 800 $
a obdrZite jen 500 $ (tj. 100 000 $ déleno 200), coZ predstavuje
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Cistou ztratu 300 $ ro¢né. Vas primeérny uzitek je vSak ve skutec-
nosti roven 2500 (tj. 500 000 déleno 200) za odvraceni katastrofy
minus 800 za platbu pojistky, coz dava kladny vysledek +1700.
Z tohoto pohledu mdize nékdy pojistka predstavovat situaci, kdy
vyhravaji obé strany: pojistovna v priméru vydéla penize a klient
ziska uzitek. To je vSak mozné jen tehdy, kdyZ se jedna o pojisténi
proti katastrofalnim ztratam, jejichz hodnotu klient chape jako
daleko vySSi, nez kolik Cini pfislusné pojistné plnéni.

Pro ztraty, které nejsou tak zniéujici, je v priméru vzdy lepsi,
"pojistit se sam” tim, Ze pojistku neuzaviete a ztraty zaplatite
z vlastni kapsy. Obcas prijdete o dost penéz, v priméru vSak
na platbach pojistného usSetfite daleko vice, nez kolik pfipadné
zaplatite za napravy Skod, k nimz dojde. Vydélek pojistovny si
zkratka cely miiZete nechat pro sebe.

Abychom byli schopni rozhodovaci situace modelovat pomoci
matematickych modell, zavedeme si nyni nékolik zakladnich
pojmu.
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ZAKLADNI POJMY

X #( .. mnozinavs$ech potencialné moznych vysledkl
dosazitelnych strategickym chovanim

= ... uplné uspofadani na X
D #£0 .. mnozinamoznych rozhodnuti, alternativ
p:®— X .. vysledkovéa funkce: kazdému rozhodnuti d

pfifazuje n&akou matematickou strukturu p(d)
na mnoziné X (rozhodnuti d ,vede* k néjakému
vysledku nebo ke kombinaci vysledkd)

Rozhodovani = akt vybéru jednoho prvku d € ©

Rozhodovatel (U€astnik rozhodovaci situace)

= subjekt, ktery vykonava tento vybér

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rozhodovatel (U€astnik rozhodovaci situace)

= subjekt, ktery vykonava tento vybér

[0 Racionalni (inteligentni) rozhodovatel: jeho rozhodovani
je uvédomélé, zamérené k urcitému cili, vyuziva vSech objek-
tivné dostupnych informaci o dlslednich voleb jednotlivych
alternativ

0 Neracionalni (neinteligentni, indiferentni) rozhodovatel:
lhostejny k disledklim rozhodovani; napf. plsobeni prostiedi

("svét”, "pFiroda”); alternativy volby neinteligentniho rozhodo-
vatele se obvykle nazyvaji stavy

[0 p-inteligentnirozhodovatel: s pravdépodobnosti p se chova
jako inteligentni rozhodovatel, s pravdépodobnosti
1 — p jako neinteligentni
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KLASIFIKACE ROZHODOVACICH SITUACI

Podle poctu charakteristik

[0 Monokriterialnirozhodovani: vysledky jsou subjektem hod-
noceny na zakladeé jedné charakteristiky (kritéria)

[0 Vicekriterialni rozhodovani: vysledky jsou subjektem hod-
noceny podle vice charakteristik (kritérif)

Podle po¢tu rozhodovatel(

0 Rozhodovani s jedinym racionalnim tc¢astnikem

[0 Rozhodovani, jehoz vysledek je ovlivnén alespon dvéma
racionalnimi t€astniky = HRA
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INDIVIDUALNI ROZHODOVANI

Rozhodovani za jistoty

Rekneme, Ze rozhodovani probiha za jistoty, jestlize pro
kazdé d € © plati:
p(d) =z € X,

tj. kazdad z alternativ (mozné jednani) d € © vede ke
znamému, jednoznacéné danému disledku z € X.

Matematické nastroje:

¢ diferencialni pocet (extrémy)
¢ linearni a kvadratické programovani
e variaCni pocet

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Rozhodovani za rizika

Rekneme, Ze rozhodovani probiha zarizika, jestlize vysled-
kova funkce p pfifazuje kazdému rozhodnuti d € © néjaké
rozlozenipravdépodobnosti P, namnoziné vysledkd X,
tj.
p(d) = Fy.

Jinymi slovy, kazdé rozhodnuti vede k né&jakému prvku z
jisté mnoziny vysledkd, pfi¢emz jsou znamy pravdépodob-
nostmi, s nimiz jednotlivé disledky nastanou.

Poznamka. Jistota je degenerovany pfipad rizika s prav. 0 a 1.

00 Priklad 4. Rozhodovatel voli mezi dvéma alternativami:
1. Obdrzi 500 tis. K¢

2. S pravdépodobnosti 1/3 obdrzi 300 tis. K¢, s pravdépodob-
nosti 2/3 obdrzi 600 tis. K
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0 Priklad 5. Uvazujme hru, jejiz G€astnik s pravdépodobnosti
1/3 vyhraje 300 K& a s pravdépodobnosti 2/3 prohraje 90 K¢,
anebo se za urcity obnos vzda ucasti ve hre.

[0 Priklad 6. Obecnégji, uvazujme hru s n moznymi vysledky,
jejichZz hodnoty jsou po fadé aq, as, . .. a,, KE. Pfedpokladejme, Ze
je znamo, Ze jednotlivé vysledky nastavaji s pravdépodobnostm
P1,D2s -+, Pn, PHiCeMZ pro kazdé i = 1,2,... ,njep; € [0,1], p1 +
pe2 + - -+ p, = 1.. Pfi jaké nabidce se vyplati od hry odstoupit?

Penézni oCekavana hodnota: b = a;p; + asps + -+ + an,pn .
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Rozhodovani za neurcitosti

Rekneme, Ze rozhodovani probiha za neurgitosti, jestlize
vysledkova funkce p pfifazuje kazdému rozhodnuti d € ©
néjakou mnozinu vysledkd X, C X, tj.

p(d) = Py C X.

Jinymi slovy, kazdé rozhodnuti vede k néjakému prvek z
jisté mnoziny dlsledkd, pricemzZ pravdépodobnostmi, s ni-
miz jednotlivé disledky nastanou, nejsou znamé (Ci ani ne-
maji smysl).

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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ROZHODOVANI ZA RIZIKA — LOTERIE

HISTORIE: POCATKY TEORIE UZITKU

Daniel Bernoulli (1700-1782)

Vyklad nové teorie ohodnoceni risku
(Petrohrad 1725—-1733, publ. 1838)

Risk by nemél byt hodnocen podle stfedni hodnoty finan¢niho
zisku, ale spiSe podle stfedni hodnoty uZitku, ktery tento zisk
prinese.

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

llustracni priklad: Velmi chudy ¢lovék néjakym zplsobem ziska
los, ktery se stejnou pravdépodobnosti pfinese vyhru dvaceti tisic
dukatli nebo nic. Oceni tento muz svou Sanci na vitézstvi na deset
tisic dukatli? Neproda neuvazené tento los za devét tisic dukatli?
Mné osobné se zda, Ze odpovéd je zaporna. Na druhou stranu
mam sklon veéfit, Ze bohaty muz koupi tohoto losu za deveét tisic
dukatli neuvazené odmitne. Pokud se nemylym, pak je jasné, Ze
pfi hodnoceni hry nemohou vSichni lidé pouZivat stejné pravidlo.
... Neni pochyb, Ze zisk tisice dukatll je mnohem vyznamngjsi
pro Zebraka nez pro bohatého Clovéka, i kdyZ oba ziskaji stejnou
castku.
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Funkce uZitku u(x)

... pocet jednotek uZitku z vlastnictvi penézni ¢astky x
Predpoklad:
pfi zvétSeni ¢astky = na z + dx je prirlstek uZitku du(z) pfimo
ameérny prirdistku dz a nepfimo Umérny ¢astce z :

bd P .
du(z) = Tx b>0 (konstanta Gmeérnosti)
u(z) = blnz+c ceR
= blnz —blna a € (0,400)
u(z) = bln g a — hodnota pocatecniho majetku

VyuZiti: objasnéni Petrohradského paradoxu

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Petrohradsky paradox

Petr hazi minci a pokracuje v tom tak dlouho, dokud nepadne
»hlava“. Souhlasi s tim, Ze da Pavlovi jeden dukat, padne-li hlava
v prvnim hodu, dva dukaty, padne-li v druhém, Ctyfi, padne-li ve
tfetim, osm, padne-li ve Ctvrtém, a tak dale, takze s kazdym dal-
§im hodem se pocet dukatll, které musi zaplatit, zdvojnasobi.
Pfedpokladejme, Ze se snaZzime ur€it hodnotu Pavlova oCeka-
vani ... Rozumny Clovék by s velkym potéSenim prodal svou
Gcast ve hre za dvacet dukatd.

Stfedni hodnota vyhry:

Lo (2 2+ Lot (L n+ L le L

— . — P . — e e e T— — — I ...:m
2 2 2 2 2 2
Paradox:

oCekavana hodnota vyhry je nekonecna, €lovék da prednost po-
meérné skromné castce
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Bernoulli: stfedni hodnota uZzitku, ktery vyhra pfinese:

00 1 2n—1
Z—blnL _
~ AL a

W=

=bln[(a+1)2(a+2)i - (a+2" )z -..] —blna

Castka D, jejiz prfidani k po&ate¢nimu majetku pfinese stejny
uzitek:

a+D

on—1yzmw ...] — pl
: (a+2")% -] ~blna

N

bln — bIn[(a+1)7(a+2)

(a2 ] —a

N

D =[(a+1)(a+2)

Pro nulové pocate¢ni jmeéni:

D=¥1. V3. ¥i. B...=2

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Nedostatky Bernoulliho funkce uzitku:

e Je definovana jen pro kladné hodnoty ¢astky z, zatimco ve
skute€nosti se Casto jednai o ztraty

e U rliznych lidi je funkce uzitku z penéZnich ¢astech rlizna
a neodviji se jen z majetkovych pomérl

Délezity podnét, od néhoz se mohl odrazit dal$i vyvoj
Podobné — avSak nezavislé — Gvahy
(Bernoulli cituje v zavéru svého pojednani):
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Gabriel Cramer (1704-1752)

Dopis Mikulasi Bernoullimu z roku 1728

Myslenka: lidé hodnoti financéni ¢astky podle uZzitku, ktery jim
pfinesou

Predpoklad: jakakoli ¢astka prevysujici 224 dukatd ¢lovéku pfi-
pada stejna jako 2.

Oc¢ekavana hodnota zisku:

1 1 1 Loon . 1 o, 1 o4
5.14_1.24_5.44_..._'_@.2 +ﬁ.2 _._ﬁ.Q +... =
I 1 I 1 1
=44 4. =1241=13.
G tgt gttt -

Mé moralni o¢ekavani je proto redukovano na hodnotu 13 dukatl
a ekvivalentni ¢astka, ktera mi ma byt vyplacena, je redukovana
podobné — to je vysledek, ktery se zda byt mnohem rozumnéjsi
nez uvazovani této ¢astky rovné nekonecnu.



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Daniel Bernoulli
(1700-1782)
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Gabriel Cramer
(1704 -1752)
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00 Priklad 7. Rozhodovatel voli mezi dvéma alternativami:
1. Obdrzi 500 tis. K¢

2. S pravdépodobnosti 1/3 obdrzi 300 tis. K¢,
s pravdépodobnosti 2/3 obdrzi 600 tis. K¢

Ocekavané hodnoty : m; = 500, 75 = £ - 300 + £ - 600 = 500

Rozhodnuti zavisi

na postoji k riziku: averze K riziku

neutrélni postoj k riziku
1 2) 1 2 “) /
u(=a+<2b)>zu(@+5u) \
(3 3 3 3 y 77 sklon k riziku
u(%a+%b):%u(a)+%u(b) / //
u(%a+%b)<%u(a)+%u(b)

u(a) - :

» <

\ 4
ol

S]]

b b
u(h) ... uzZitek z penézni castky h
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Vlyjadfeni postoje k riziku pomoci funkce uzitku

u(h) ... uZitek z penézni Castky h

u ..
A averze K riziku
neutralni postoj k riziku
u(b)
u[(1=p)a+pb] > (1-p) u(a)+pu(b) \

Sklon k riziku
u[(1=p)a+pb] = (1-p) u(a)+pu(b) / /.
u[(1=p)a+pb] < (1-p) u(a)+pu(b)

u(a) f—- ‘
1 > 1
a a+(b—a)p=(1-p)a+pb b

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 8. Investor voli mezi tfemi alternativami:
1. Zakoupit cenné papiry, které s jistotou pfinesou ro¢ni trok 5,5%

2. Zakoupit akcie, které pfinesou rocni arok

3% s pravdépodobnosti

Wl W=

6% s pravdépodobnosti

9% s pravdépodobnosti 3

3. Zakoupit akcie, které pfinesou ro¢ni trok

4% s pravdépodobnosti

N= N

8% s pravdépodobnosti

~~ Rozhodovani mezi loteriemi
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AXIOMATICKA TEORIE UZITKU

A ={A;, As,..., A, } —mnoZina zaékladnich alternativ, cen

Loterie: L = (p1A1,p2As,....0-A;)

— nahodny mechanismus, ktery s pravdépodobnosti p; vybira
cenu A; ; pravdépodobnosti p; jsou zname,

piz0; pr+pr+---+p =1
£ —mnoZzina vsech loterii s cenami z mnoZiny 2

Rozhodovani mezi loteriemi
L= (P1A1,p2142, ce 7prAr) al = (pllAlvpéA% A 7P;«Ar)

Preferuje-li rozhodovatel pokus odpovidajici loterii L pfed poku-
sem odpovidajicim loterii L', pak fekneme, Ze loterie L je prefe-
rovana pred loterii L’
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Podminka 1 (uspofadani alternativ). Na mnoziné za-
kladnich alternativ je definovano Gplné neostré usporadani
"preference nebo indiference”, ozn. A; 7 A;.

Pro kazde A;, A; € 2 tedy plati: A, - A; nebo A; = A;;
je'li A’LiAj aAj iAk, pakAZ ,>\:Ak:

Jestlize plati A; =7 A;, ale nikoli A; 7 A;, pak piSeme A; > A;

Jestlize plati A; 7 A; a zaroven A; = A;, pak piSeme A; ~ A,

Oznaceni:

N A

A1 — nejpreferovanéjsi, A, — nejméné preferovana alternativa

~+ roz§ifeni usporadani mnoziny 2( na mnozinu loterii £

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 9. Uvazujme néasledujici loterie:

EURS | EUR-2 EURS5 | EUR 15 |EUR -2

L: M:

2/3 1/3 1/3 1/6 1/2

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O PrFiklad 10. UvaZujme néasledujici loterie:

EUR5 | EUR -2 EUR5 | EUR 15 |EUR -2
L: M:
2/3 113 1/3 116 112
Ocekavant:
1 8
E(L)=5-24+(=2).=2 =2
(D)=5-3+(-2) 3 =3
1 19
E(M)=5--+15 —+(—2).§=E

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 11.

SloZené loterie — cenami jsou opét loterie:

EUR 15

1/6

q 1-q

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 Priklad 12. Slozené loterie:

EUR 15

q

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

00 Priklad 13. Slozené loterie:

L M

EUR 15 EUR 15
BOE

q 1-q

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze

THHELL
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00 Priklad 14. Slozené loterie:

L M

EUR 15 EUR 15

q 1-q
=qL+(1-q)M
P1=q _+(1—q)-%:%q+%

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 Priklad 15. Slozené loterie:

L M

EUR 15 EUR 15
o [ e -

q 1-q

EUR 15

) m -
2 1 1 1

—g-24(1—q) ===+
n=q-g+1-9¢ 3=35+3¢

1 1 1

= l—q)- = ==-—=
P2=q0+(1-q) p=5-5a

1 11 1
pp=q-3+0-q-5=5-¢cq

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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LW L@ LG . loterie s cenami Ay, Ay, ..., A,

Slozena loterie: (LW, g L@, ... ¢, L)), LW € &

>0, gi+qg+--+qg=1.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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LW L@ L®) . loterie s cenami Ay, Ay, ..., A,

Slozena loterie: (LW, g L@, ... ¢, L)), LW € &

>0, gi+qg+--+qg=1.

Podminka 2 (redukce sloZenych loterif).
Libovolna slozena loterie (¢ LY, g, L?), ... ¢,L¥) , kde
LO = (pgi)Al,pg)Az, e ,pﬁi)Ar) , 1=1,2,...,8,
je indiferentni s jednoduchou loterii
(p1 A1, p2Aa, ..., p-A,), kde

Pi = qlpﬁl) + Q2p§2) 4+ -4 qspgs), 1=1,2,...,s.

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Podminka 3 (spojitost).

Kazda cena A; je indiferentni s néjakou loterii zahrnujici
pouze A; a A,. Tj. existuje takové u; € (0,1), Ze A; je indi-
ferentni s loterii

(uiAl, OAQ, ceey 0Ar—17 (1 - uz)Ar) o
Pro jednoduchost budeme psat:
Al - Az - AT
Pro p blizké 1 ... loterie (pA,, (1 — p)A,) je preferovana pred A,

Pro p blizké 0 ... A, je preferovano pred loterii (pA;, (1 — p)A,)

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Podminka 4 (zaménnost).

V libovolné loterii L Ize zaménit A; za A; , tj.

(plAh 000 7piAi7 000 7p'r‘A7‘) ~ (plAla 000 7piAi7 st ;p'rAr)-

Podminka 5 (tranzitivita).

Relace preference a indiference na mnoziné loterii £ jsou
tranzitivni.

Podminka 6 (monotonie).

(A1, (1 =p)A) Z (WAL, (1 =p)A) & p>7.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Podminka 1 — 5:

(p1A1,P2A2; e 7prAr) ~ (p1A1>p2A27 e ,prfir)

Podminka 2 (redukce sloZenych loterii):

(p1A17p2A27 . ,prAr) ~ (pAl, (1 - p)Ar) )

kde p=pius + paus + - + pru,

Pro libovolné dvé loterie pak pomoci podm. 6 rozhodneme o
preferenci.

Véta 1. Spliuje-li relace ~ podminky 1-6, pak existuji

~Y

takova realna Cisla u;, Ze pro kazdou dvoijici loterii
L= (plAlap2A27 s 7pTAr)7 L, - (pllAlapgA% s 7p;~Ar)
plati:

Lz L's (pu+ -+ powe > phug + -+ pluy) .

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Definice 1. Zavede-li urCita osoba na mnoziné loterii Gplné
usporadani - preferenci a je-li kazdé loterii L pfifazeno
realné Cislo «(L) odrazejici tyto preference, tj. pro kazdou
dvoijici loterii L, L' € £ je

L= L' < u(L)>u(l)

pak fekneme, ze na mnoziné loterii £ existuje funkce
uzitku .

Ma-li navic funkce uzitku tu vlastnost, ze
u(gL,(1—q)L') = qu(L) + (1 — q)u(L)

pro vSechny loterie L, L’ a kazdé ¢ € (0, 1), pak fekneme,
Ze funkce uzitku je linearni.

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Jsou-li splnény podminky 1-6, Ize sestrojit linearni funkci uzitku
nasledujicim pfedpisem:

u(A;) =1
(A;)) =u; pro 1<i<r (podlepodminky 3)

u(4;) =
(

u(p1Ar,p2As, ..., prAr) = prug + paug + - - + pru,

u

Je-li u funkce uZitku na £, a,b € R, a > 0, pak funkce ', kde
v (L) = au(L) +b pro kazdou loterii L € £,
je rovnéz funkci uzitku.

Naopak, pro kazdé dvé funkce uZitku u,u* na £ existuji takova
Cisla a*,b* € R, a* > 0, Ze pro vSechny loterie L € £ plati:

u*(L) = a*u(L) + b".
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ROZHODOVANI ZA NEURCITOSTI

UvaZujme rozhodovaci situaci s kone¢nou mnozZinou moznych
rozhodnuti (strategiil) © = {Dy, D, ..., D,,} a s kone€nou mno-
Zinou ,stavll svéta“ G = {5}, S5,,...,S,}. Pro kaZzdou alternativu
a kazdy stav svéta necht je znam uzitek rozhodovatele:

Stav svéta
Rozhodnuti | S; 5 Sh
Dy | an  aiz A1n
Dy | an  ag (57
Dm Am1 Am2 Amn

Vime, Ze jisté nastane jeden ze stavll z mnoziny &, neni nam
v8ak znamo ani to, s jakou pravdépodobnosti jednotlivé stavy

mohou nastat.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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ROZHODOVANI ZA NEURCITOSTI

Laplaclv princip

Laplac@v princip navrhuje zvolit takovou strategii, ktera by byla
optimalni v pfipadé, Ze by pravdépodobnosti, s nimiZ nastanou
rlzné stavy svéta, byly shodné, tj. jako kdyby se jednalo o roz-
hodovani za rizika se stejnymi pravdépodobnostmi pfifazenymi
jednotlivym staviim.

V nasem pfipadé, tj. pro matici uzitki A = (a;;), je podle La-
placeova principu optimalni strategii volba takového fadku 7, pro

ktery je
A1 + Qg &+ - + Qg
n

maximalni.
Vysledkem rozhodovani je tedy fadek i*, pro ktery plati:

(i1 + Qg + -+ + Qi
n

1" = arg max;



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Maximinni (pesimistické) kritérium

Tento princip navrhuje pro jednotlivé moZzné strategie stanovit
nejnizsi hodnoty uZitku a zvolit takovou strategii, pro kterou je
toto minimum maximalni. Rozhodovatel tedy pfedpoklada, Zze se
jej okolni svét bude ,snazit* co nejvice poskodit.

V naSem pripadé, tj. pro matici uzitki A = (a;;), je podle pesimis-
tického principu optimalni strategii volba takového fadku i, pro
ktery je
min a;;
J

maximalni.

Vysledkem rozhodovani je tedy fadek *, pro ktery plati:

0" = arg max; min; a;;
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Maximaxni (optimistické) kritérium

Tento princip navrhuje pro jednotlivé mozné strategie stanovit
nejvyssi hodnoty uzitku a zvolit takovou strategii, pro kterou je
toto maximum maximalni. Rozhodovatel tedy pfedpoklada, Ze se
mu okolni svét bude ,snazit* co nejvice pomoci.

V naSem pfipadé, tj. pro matici uzitkll A = (a;;), je podle optimis-
tického principu optimalni strategii volba takového fadku i, pro
ktery je

mjax ajj

maximalni.

Vysledkem rozhodovani je tedy fadek *, pro ktery plati:

0¥ = arg max; max; a;;

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Hurwitzovo kritérium

Hurwitzovo kritérium je konvexni kombinaci optimistického a pe-
simistického kritéria. Vhodna volba parametru o umoZni nastavit
vhodny kompromis mezi obéma krajnostmi — ¢asto nepfijatelné
ddivérivym, resp. nepfijatelné opatrnym kritériem.

V nasem pfipadé, tj. pro matici uzitkd A = (a;;), je vysledkem

rozhodovéani fadek *, pro ktery plati:

i* = arg max; (@ max; a;; + (1 — o) min; a;;) =

= arg(amax; max; a;; + (1 — o) max; min; a;;),

kde parametr o vyjadfuje miru optimismu

a =0... pesimistické (maximinni kritérium)
a =1... optimistické (maximaxni kritérium)
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Princip minimaxni litosti (ztraty prilezitosti)

Tento princip je zaloZzen na pozorovani, Zze v mnoha situacich
je rozhodnuti posuzovano zpétné, ex post, aniz se skutecné
pfipusti, Ze v okamziku rozhodovani nemeél doty¢ny k dispozici
informace, které ma az pfi tomto zpétném posuzovani. Princip
maximinni litosti rozhodovatele uchrani od "dodatecné litosti”. V
pfipadé maticové hry s neinteligentnim protivnikem a s matici
A = (a;j) je postup nasledujici: Od kazdého prvku v matici ode-
¢teme maximalni prvek v daném sloupci, tento rozdil pak uvazu-
jeme s opacnym znaménkem (ve shodé s intuitivnim pohledem,
Ze "mala litost je lepSi nez velkd”). Optimalnim rozhodnutim je
volba takového fadku, pro ktery je

max [(max aj — aij)]
j k

minimalni.
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O Pfiklad 16. Chemical Products Ltd. zvaZuje kontrakt na vyrobu
sad pro testovani HIV. MlZe podepsat kontrakt na vyrobu 2 000,
3 000, 4 000 nebo 5 000 testovacich sad, nebo se obchodu ne-
musi z(castnit vlibec. Vyrobni naklady jsou pro jednotliva mnoz-
stvi po fadé 20 000 EUR, 25 000 EUR, 30 000 EUR a 35 000
EUR.

Pfedtim, neZz se sady odeSlou do nemocnic, museji projit na-
hodnym destruktivnim testem. Jestlize se test zjisti, ze chybné
vysledky dava méneé nez 2% sad, bude cena za jednu sadu 20
EUR. Je-li podil vadnych sad v rozmezi 2% az 4%, bude cena 10
EUR. Je-li podil vadnych sad vySsi nez 4%, cena za jednu sadu
budou 2 EUR.

Firma nikdy predtim podobné sady nevyrabéla, takze nedokaze
pfedem odhadnout, jaka ¢ast vyrobk(l bude vadna. Jakou ma
zvolit strategii?
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Situaci Ize znazornit pomoci matice, jejiz prvky pfedstavuji zisk
firmy v tisicich EUR:

Vadnych
PoCetsad | Méné nez 2% 2-4% Vice nez 4%
0 0 0 0
2 000 20 0 -16
3000 35 5 -19
4 000 50 10 -22
5000 65 15 -25

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Situaci Ize znazornit pomoci matice, jejiz prvky pfedstavuji zisk

firmy v tisicich EUR:

Vadnych
PoCetsad | Méné nez2% 2-4% Vice nez 4% | Stfedni hod.
0 0 0 0 0
2 000 20 0 -16 4/3
3000 35 5 -19 7
4 000 50 10 -22 38/3
5 000 65 15 -25 55/3

Laplactv princip: hledame maximum z fadkovych stfednich

hodnot, tj. max{0, 4/3, 7, 38/3, 55/3} = 55/3 .

Nejlepsi rozhodnuti je proto vyrabét 5 000 testovacich sad.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Maximinni princip: nalezneme maximum z nejmensich zisk{ v
jednotlivych Fadcich:

Vadnych
PoCetsad | Méné nez 2% 2-4% Vice nez 4% | Minimum
0 0 0 0 0
2 000 20 0 -16 -16
3000 35 5 -19 -19
4 000 50 10 -22 -22
5 000 65 15 -25 -25

max{0, —16, —19, —22, —25} =0

NejlepSim rozhodnutim je tedy nevyrabét viibec nic.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Maximaxni princip: nalezneme maximum z nejmensich zisk{ v
jednotlivych Fadcich:

Vadnych
PoCetsad | Méné nez 2% 2-4% Vice nez 4% | Maximum
0 0 0 0 0
2 000 20 0 -16 20
3000 35 5 -19 35
4 000 50 10 -22 50
5 000 65 15 -25 65

max{0, 20, 35, 50, 65} = 65

NejlepSim rozhodnutim je vyrabét co nejvice sad.

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Princip minimaxni litosti: v kazdém sloupec nalezneme maxi-
mum ("kdybychom byvali védéli, Ze bude vadnych sad dané ¢ast,
bylo by byvalo nejlepsi zvolit fadek, v némz lezi toto maximum):

Matice "litosti”: (maxy, ar; — a;j)

Vadnych
PoCet | <2% 2-4% > 4% max
0 0 0 0 65 15 0 | 65
2000 | 20 0 -16 45 15 16| 45
3000 | 35 5 -19 30 10 19| 30
4000 | 50 10 -22 15 5 22| 22
5000 | 65 15 -25 0 0 25| 25

min{65, 45, 30, 22, 25} = 22

Nejmensi litost Ize oCekavat pfi vyrobé 4 000 testovacich sad.
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2 HRA'V EXPLICITNIM

TVARU
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0 Priklad 1 — Hra Nim.

Uvazujme jednoduchou hru, kdy dva hraci — oznacme je Cisly
1, 2 — maji pfed sebou dvé hroméadky, z nichZ kazdéa je tvofena
dvéma fazolemi. Hra€ 1 musi vzit z jedné hromadky jednu nebo
dvé fazole, fazole se nevraceji zpét. Potom je na fadé hrac 2,
ktery také musi vzit z jedné hroméadky jednu nebo dvé fazole.
Takto se hré&cdi stfidaji, aZz jeden z nich vezme posledni fazoli — a
ten prohrava.

Pokud byste si mohli vybrat, zda budete zacinat, Ci budete-Ili hra-
¢em 2, pro co byste se rozhodli?
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VSechny mozné situace, které ve hfe mohou nastat, Ize znazornit
pomoci stromu hry:

1 vyhrava

2 vyhrava 2vyhrava 2 vyhrava

1 vyhrava 1 vyhrava

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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1 vyhrava

2 vyhrava 2vyhrava 2 vyhrava

1 vyhrava 1 vyhrava

Ze stromu hry je patrné, Ze at zvoli prvni hrac jakoukoli strategii,
druhy miZe zvolit takovou strategii, ktera jej dovede k vitézstvi.

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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HRA V EXPLICITNIM TVARU

Matematicky model rozhodovaci situace, v niz rozhod-
nuti jednotlivych hracéd probiha ve formé postupné
provadénych tahl (etap)

Strom hry ... zachycuje vSechny situace, které ve hfe mohou na-
stat. Kazdé situaci odpovida jeden uzel, z kazdého uzlu vychazi
urcity pocet hran odpovidajicich moznym rozhodnutim, tzv. ta-
him daného hrace. Jestlize se hrac, ktery je na fadé, rozhodne
pro néjaky tah, navodi novou situaci, v niz se rozhoduje druhy
hra¢ — této nové situaci opét odpovida jisty uzel stromu spojeny
s pfedchozim hranou. Pfi znazorriovani se vétSinou postupuje ve
sméru shora dolli (popt. zleva doprava) a pravidelné se stfidaji
uzly, v nichZ se rozhoduje prvni hrag, a uzly, v nichZ se rozhoduje
druhy hréac.

Hra = soubor pravidel

Partie hry = jedna realizace hry
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Pravé jeden uzel matu vlastnost, Ze do néj nevchazi zadna hrana;
takovy uzel se nazyva pocatecni uzel nebo také kofen stromu.
Dale jsou zde uzly, z nichz zadna hrana nevychazi; tyto uzly
se nazyvaji koncové a odpovidaji pozicim, kdy je rozhodnuto o
vysledku a hra kongi.

0O Priklad 2 — Hra Nim — obména

Ve hfe Nim misto dvou hromadek uvazujme tfi hromadky po dvou
fazolich, pravidla jsou jinak stejna. Ktery hra€ mé nyni zarucenou
vyhru?

Reseni. Navod: Prvni hra& mlZe na zagatku odebrat jednu hro-
madku a tim postavil protihra€e do pozice hrace €. 1 v pfedchozi
varianté se dvéma hromadkami.
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O Priklad 3 — Hlasovani o platech

TF¥i zakonodarci hlasuji o tom, zda maji zvySit své platy. VSichni tfi
si zvySeni preji, zaroven vSak kazdého z nich v pfipadé hlasovani
"pro” Geka ztrata u voli€l v hodnoté c. Prospéch ze zvyseni b
prevySuje ztratu ¢, b > c. Hlasuji-li postupné a oteviené, je lepSi
volit jako prvni nebo jako posledni? Kdo voli jako posledni, vidi,
jaka je situace a mlze pripadné rozhodnout o tom, zda zvySeni
projde €i nikoli. Je to tedy nejvyhodné;jsi?

Reseni. Navod: Situaci si mizeme znazornit nasledujicim ob-
razkem:

N
3
Y N Y N Y N Y N
[ J [ ] [ ] [ J
5 & B A B o B 7
(:t (4] (4] e o 6\ \Q ? ?
° B E-] - ) > \ @,
vy o . o o /
a o \6\ ~ \6\ ~ P
= e \. \
2 < < <



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

3, % 3, 3
(b_c! b_c1 b) (b_c! Q, b_c) (b! Q:Q, b—C) (o, 05 0)

2 2

(b-c, b, b-c) (b, b-¢, b-c)

Zpétna indukce: na zakladé predvidani budouciho vyvoje jsou

vybirany nejvhodnéjsi alternativy na zaCatku rozhodovani

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 4 — Dvoukolova volba do vyboru

Martin, Petr a Pavel jsou Cleny vyboru velmi exkluzivni Spole¢-
nosti burzovnich makléfl. Zavérecnym bodem jednoho jejich do-
poledniho jednani je navrh, aby Alice byla pfijata za nového Clena.
V navrhu chybéla zminka o jiném mozném kandidatovi, Davidovi,
a tak se objevil pozménovaci navrh, aby Alice byla nahrazena
Davidem. Podle jednacich pravidel je tfeba hlasovat nejprve o
pozménovacim navrhu, tj. ma-li David nahradit Alici. Potom se
hlasuje o tom, zda bude vitéz pfijat, ¢i zda nebude pfijat nikdo.
Preference jednotlivych ¢lenll vyboru jsou nasledujici:

Poradi | Martin | Petr | Pavel
1 Alice | Nikdo | David
2. Nikdo | Alice | Alice
3. David | David | Nikdo
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Pokud by vSichni volili v obou kolech pouze podle svych prefe-
renci, pak by volby probé&hly takto: Pfi volbé mezi Alici a Davidem
by zvitézila Alice, protoZze jak Martin, tak Petr ji upfednostnuji
pfed Davidem — Pavel by tak byl pfehlasovan. V druhém kole by
Alice ziskala hlasy od Martina a Pavla, nebot je v ZebFicku jejich
hodnot vySe nezZ ,nikdo", a stala by se tak vitézem voleb.

1. kolo | Alice nebo David |
Martin, Petr Pavel
2. kolo
Martin, Pavel Petr Pavel Martin, Petr

Nikdo David ‘Nikdo|
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Bude-li vSak Petr proziravy, zvoli v prvnim kole Davida, protoZe
vidi, Ze v druhém kole v tom pfipadé zvitézi varianta ,nikdo“, coz
je pro néj ta nejvitan€jSi moznost. Pavel by ovSem mohl pfedvidat,
Ze Petr bude timto zplisobem taktizovat, a mohl by rovnéz volit
strategicky: v prvnim kole by misto Davida zvolil Alici, ktera by
pak zvitézila, coz Pavel preferuje vice nez variantu ,nikdo®. Jinymi
slovy, z obrazku Ci ze zpétné indukce je patrné, Ze prvni kolo
je v podstaté rozhodovani mezi Alici a nikym, ktefi by zvitézili v
druhém kole v jednotlivych pfipadech. ProtoZe Alice je pfed nikym
preferovana u Martina a Pavla, zvitézi.
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00 Priklad 5 — Hra Hex

Hra Hex se hraje na desce sestavajici z n? Sestitihelnikll uspora-
danych do rovnobéznika:

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Hré&ci se stfidaji jeden po druhém. V kazdém tahu hrac¢ oznaci volny Ses-
tilhelnik svym symbolem: hrac | krouzkem, hrac Il kfizkem. Oznaceny
Sestilhelnik se stane ,zabranym Gzemim" toho hrace, ktery jej oznacil.
Na zacatku sestavaji teritoria obou hraéti vzdy ze dvou protilehlych stran
desky. Vitézem je ten, kdo jako prvni spoji své strany desky souvislym
fetézem Sestiihelnikll oznacenymi vlastnim symbolem.

Napriklad na nasledujicim obrazku je vitézem hrac Il

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Napfiklad na nasledujicim obrazku je vitézem hrac Il:

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Lze dokazat:

0O Hex nemuze skoncit remizou

Je-li kazdy hexagon oznacen krouzkem nebo kfizkem, pak
Ize dokéazat, Ze jedna z dvojice protéjSich stran musi byt
spojena.

0 Hrac | ma vitéznou strategii (ale neni znamo jakou)

Z Zermelovy véty Ize vyvodit, Ze jeden z hrac¢d ma vitéznou
strategii, sporem pak dokazeme, Ze to nemdize byt hrag Il.

Véta (Zermelo). Necht T je libovolna mnoZina vysledk{ v
konec¢né hte dvou hracl s tplnou informaci, bez nahodnych
tahll. Pak bud hra¢ | mizZe zajistit vysledek z mnoziny T
nebo hrac Il miize zajistit vysledek z dopliku ~ 7.
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O Priklad 6 — Gangstefi ve mésté

Herni deska pFedstavuje sit ulic v centru mésta. Hraci |, resp. Il pfed-
stavuje gangstersky gang. Hra€ | ma pod kontrolou oblasti na severu
a na jihu mésta, hrac Il na vychodé a na zapadé. Uzly v planu znazor-
nuji kfizovatky. Hradi se stfidaji v oznacovani uzll, které dosud nebyly
oznaceny. Hrac¢ | pouZiva krouzky, hrac Il kfizky. Hrac, kterému se po-
dafi oznacit oba konce ulice, ma tuto ulici pod kontrolou. Hrag | vitézi,
spoji-li sever a jih cestou, kterou ma pod kontrolou.

Podobné hrac Il vitézi,
spoji-li vychod a zapad.

Ukazte, Ze hra je ekvivalentni

s hrou Hex.
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O Priklad 7. Sofistikovana volba v soudnich systémech
Uvazujme tfi pravni systémy, v nichz vzdy rozhoduiji tfi soudci:

1. Status quo (pouZzivany napft. v USA):
Nejprve se rozhoduje o viné Ci neviné obzalovaného, v pfi-
padé viny se dale rozhoduje o trestu.

2. Rimska tradice:
Po predloZeni diikazli se zacne s hlasovanim sestupné od
nejpfisngjSiho trestu k nejmirnéjSimu, popf. k propusténi
(napf. zda ulozit trest smrti; pokud ne, zda doZivoti, atd.).

3. Mandatorni soud:
Nejprve se urci trest pro dany zlocin, pak se ur€i, zda ma
byt obZalovany uznan vinnym.
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Uvazujme pro jednoduchost tfi mozné vysledky, trest smrti, do-
Zivotni vézeni, propusténi, a nasledujici preference jednotlivych

soudcu:
Poradi | Soudce A | Soudce B | Soudce C
1. trest smrti doZivoti | propusténi
2. dozZivoti | propusténi | trest smrti
3. propusténi | trest smrti doZivoti

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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1. Status quo

V prvnim kole se hlasuje o viné Ci neving; pfi upfimném hlasovani
by zvitézilo ,vinen* (soudci A, B), v druhém kole, pfi rozhodovani
mezi trestem smrti a doZivotim, by zvitézil trest smrti (soudci
A, C). Prvni kolo je tedy v podstaté hlasovanim mezi propusténim
a trestem smrti — pfi sofistikované volbé, tedy budou-li soudci
uvazovat racionalné a budou predvidat, co se stane v druhém
kole, proto v prvnim kole zvitézi propusténi (kromeé soudce C' da
v prvnim kole hlas propusténi i B, nebot v opacném pfipadé by
druhé kolo vedlo k jeho nejméné preferované variantg).
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1. Status Quo: Soudce A| Soudce B | Soudce C

+ # \ 4
# \ 4 +
\d + #
1. kolo [Vinen nebo nevinen|
Vinen Nevinen

2. kolo | Trest smrti nebo doZivoti]

Trest smrti Dozivoti

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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1. Status Quo: Soudce A| Soudce B | Soudce C

+ # 4
# 4 +
v + #
1. kolo [Vinen nebo nevinen|
Vinen Nevinen

2. kolo | Trest smrti nebo doZivoti]

Trest smrti Dozivoti
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1. Status Quo: Soudce A| Soudce B | Soudce C

+ # 4
# 4 +
v + #
1. kolo [Vinen nebo nevinen|
Vinen Nevinen

2. kolo | Trest smrti nebo doZivoti]

Dozivoti
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1. Status Quo: Soudce A| Soudce B | Soudce C

+ # 4
# ) 4 +
v + #
1. kolo [Vinen nebo nevinen|
Vinen Nevinen

2. kolo | Trest smrti nebo doZivoti]

Dozivoti
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1. Status Quo: Soudce A| Soudce B | Soudce C

+ # 4
# ) 4 +
v + #
1. kolo [Vinen nebo nevinen|
Vinen Nevinen
A C,B

2. kolo |Trest smrti nebo doiivotﬂ

Dozivoti

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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2. Rimska tradice

V prvnim kole se hlasuje o nejpfisn&jSim trestu, tj. zda uloZit trest
smrti ¢i nikoli. Pokud ano, je trest vykonan, pokud ne, nastane
druhé kolo, v némz se bude hlasovat, zda dozZivoti i propusténi.

Protoze v druhém kole by zvitézilo doZivoti (soudci A, B), je prvni
kolo v podstaté hlasovanim mezi trestem smrti a dozivotim — pfi
sofistikované volbé proto v prvnim kole zvitézi trest smrti (kromé
soudce A da v prvnim kole hlas trestu smrti i C, nebot' v opac-
ném pfipadé by druhé kolo vedlo k jeho nejméné preferované
variante).
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2. R l’ ms kd tl’adice: Soudce A | Soudce B | Soudce C
+ # 4
# 4 +
Upiimna volba: v + #
1. kolo
Ano, Ne
A B,C
2. kolo Dozivoti nebo propusténi

Propusténi
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2. Rll'm ska tradice: Soudce A| Soudce B | Soudce C
+ # A 4
# A 4 +
Sofistikovand volba: v + #
1. kolo
Ang Ne
A B, C
2. kolo Dozivoti nebo propusténi

Propusténi

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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2. RI l'm Skd tradice: Soudce A| Soudce B | Soudce C
+ # ¥
# | +
Sofistikovand volba: v + #

1. kolo Trest smrti

2. kolo - Dozivoti nebo propusténi

Propustin

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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3. Mandatorni systém

V prvnim kole se hlasuje o trestu za dany zlo€in, tj. zda uloZit trest
smrti €i dozivoti. V druhém kole se pak hlasuje o tom, zda dany
trest ulozit i nikoli (tj. propustit). Pfi rozhodovani mezi trestem
smrti a propusténim by zvitézilo propusténi (B, C), pfi rozhodo-
vani mezi dozivotim a propusténim by zvitézilo doZivoti (A, B).
Prvni kolo je tedy rozhodovanim mezi propusténim a doZivotim,
takZe vézen bude odsouzen na doZivoti (A da v prvnim kole hlas
radéji dozivoti, nez aby byl propustén).
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3. Mandatorni Systém: Soudce A | Soudce B | Soudce C
+ # ¥
# L +
Upiimna volba: A4 + #
1. kolo | Trest smrti nebo doZivoti |
Trest smrti DoZzivoti

2. kolo Trest smrti nebo propusténi Dozivoti nebo propusténi

Propusténi
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3, Mandatornl’ Systém: Soudce A| Soudce B | Soudce C
+ # ¥
# L +
Sofistikovand volba: \d + #
1. kolo | Trest smrti nebo doZivoti |
Trest smrti DoZzivoti

2. kolo Trest smrti nebo propusténi Dozivoti nebo propusténi

Propusténi
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3. Mandatorni systém: Soudce A | Soudce B | Soudce C
+ # v
# L 4 +
Sofistikovand volba: v + #
1. kolo | Trest smrti nebo doZivoti |

Trest smrti Dozivoti

2. kolo Trest smrti nebo propusténi DoZivoti nebo propusténi

Trest smrti ’Propu§téni‘ ‘ DozZivoti ‘

Tento pfiklad velmi nazorné ilustruje, jak se pouhou zménou vo-
lebnich pravidel miiZe vysledek hlasovani zcela zasadné zménit:
pri stejnych preferencich soudct by byl obZalovany v jednom
systému propustén, v jiném popraven a Vv jiném odsouzen k do-
Zivotnimu Zalafi.
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HRA V NORMALNIM
TVARU

Finance
Obchod Telekomunikace

Valka & obrana ‘ ! h Doprava

Pocitacové
systémy

Pojistovnictvi ' E‘

Pravo, etika Sociologie
Politologie Psychologie
Jia g
i 1]
Zemédélstvi (4

Hazard,
salénni hry,
sport ...

Zivotni prostredi Medicina

Biologie
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Hra v normalnim tvaru

Definice 1. Necht je dana kone¢na neprazdna n-prvkova
mnozina @ = {1,2,...,n}, n mnoZin S;,S,,...,S,
a n realnych funkci uy,us, ..., u, definovanych na kartéz-
ském soucinu S; x Sy X --- X S,,.

Hrou n hra¢d v normalnim tvaru (HNT) budeme rozumét
usporadanou (2n + 1)-tici

{Q; S1,.. ., Sn; u1(S1, .-, 8n), s Un(S1, .-, 8n)}

7z w O

MnoZinu () nazveme mnoZzinou hracu, mnozinu S; na-
zveme prostorem strategii hrace i, prvek s; € S; nazveme
strategii hrace i a funkci u;(sy,...,s,) nazveme vyplatni
funkci hrace i. Je-li hodnota vyplatni funkce pro daného
hrace kladna, hovofime o zisku, je-li zaporna, hovofime
o ztratée.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Pod toto oznacCeni spadéa velmi mnoho véci, cokoli od rulety
po Sach, od bakaratu po bridz. A nakonec kazda udéalost —
jsou-li dany vnéjsi podminky a tCastnici situace (ati se cho-
vaji dle svobodné vile) — mizZe byt povazovana za spolecen-
skou hru, jestlize sledujeme ucinek, jaky ma na Gucastniky.

(John von Neumann, 1928)

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Pod toto oznaceni spada velmi mnoho véci, cokoli od rulety
po Sach, od bakaratu po bridz. A nakonec kazda udéalost —
jsou-li dany vnéjsi podminky a tcastnici situace (ati se cho-
vaji dle svobodné vile) — mize byt povaZzovana za spolecen-
skou hru, jestlize sledujeme tcinek, jaky méa na tcastniky.

(John von Neumann, 1928)

obchodni spole¢nosti, vojenské jednotky, stihacky,
ponorky, tCastnici souboje, narody, politici, politické strany,
samci v fiji, geny, motoristé, uzivatelé pocitacové sité, maji-
telé téhoz pozemku, ctitelé téZze damy, véritelé zbankrotova-
ného dluznika, ...



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

O Priklad 1

Pfedpokladejme, Ze o dva trhy, A a B, se zajimaji dveé firmy, 1 a 2.
Na trhu A se oCekavaji zakazky predstavujici zisk 150 miliont, na
trhu B se oCekavaji zakazky predstavujici zisk 90 miliond. Kazda
z firem ma finanéni prostfedky bud na velkou propagacni akci
na kterémkoli z trh{l, anebo na mensi kampan na obou trzich.
Uginnost propagace obou firem je stejna a zakazky se rozdéluji
podle téchto pravidel:

1. Vede-li na trhu reklamni kampan nabor pouze jedna firma,
ziska vSechny zakazky tohoto trhu.

2. Vedou-liobé firmy na trhu akci téhoz ,typu®, popf. neprovadeji-
li vlibec propagaci, ziskaji obé& firmy polovinu zakazek.

3. Vede-li jedna firma na trhu malou kampan a druha velkou,
ziska firma, ktera vede malou kampan, 1/3 zakazek a kon-
kurujici firma 2/3 zakazek.

Obé firmy se musi rozhodnout ve stejnou dobu a nezavisle na
sobé (napfiklad na konci roku objednat billboardy a vysilaci Casy
na pristi rok). Jaké jsou jejich optimalni strategie?
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Reseni.

V8echny mozné kombinace strategii mlizeme znazornit nasledu-
jici tabulkou, kde VA znaci velkou kampan na trhu A, VB znaci
velkou kampan na trhu B a MAB znaci malou kampan na obou tr-
zich; prvni z dvoijice Ciselnych hodnot vZzdy udava zisk prvni firmy,
druh& udava zisk druhé firmy.

Firma 2
Strategie VA VB MAB
VA (120, 120) (150, 90) (100, 140)
Firma 1 VB (90, 150) (120, 120) (60, 180)
MAB (140, 100) (180, 60) (120, 120)

Pfedstavme si, Ze jsme v pozici prvni firmy. Nevime, jakou stra-
tegii zvoli druha firma, tj. v jakém jsme sloupci; i tak ale miZzeme
porovnat jednotlivé fadky jako celek. Je zfejmé, Ze by nebylo pfilis
rozumné volit napfiklad druhy fadek, protoze at uz konkurenéni
firma zvoli jakoukoli strategii, vZdy bychom na tom byli hiif nez v
fadku poslednim.
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Druhy fadek proto miZeme rovnou Skrtnout. Stejné tak neni ro-
zumné volit ani prvni fadek. Podobné pak mliZze uvaZovat i druha
firma.

Firma 2
Strategie VA VB MAB
\/A (190 19N\ (1EN  QN) (100 140)
v\ \LAU7 B U/ \LUU’ 4 } \LUU’ L‘TU/
Firma 1 e 5690y H26-120—(66:186)
MAB (140, 1p0) (180, 6D) (120, 120)

Nakonec nam zbyla jedina dvojice strategii, kdy obé firmy prova-
déji malou kampan na obou trzich. Intuitivné, obé se tak pojisti
proti tomu, Ze by konkurenéni firma ziskala jeden z trhli "zadarmo”
(jen za malou kampan) a k tomu jesté tfetinu zbyvajiciho trhu.

Uvedené FeSeni mé pak tu vlastnost, Ze pfi jednostranném odchy-
leni od doporucené strategie si Zzadna firma nepolepsi. Takovému
feSeni se fika rovnovazny bod.
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O Priklad 2

Nyni uvazujme hru dvou hracli, popsanou nasledujici tabulkou.

Hrac 2
Strategie ty ty
S1 (2,0) < (2,-1)
Hrac 1 7 1
S2 (L,1) < (3,-2)

UvaZzujme napfiklad dvojici strategii (s1,t2). Kdyby prvni hrac vé-
dél, Ze protivnik zvoli strategii t,, bylo by pro né€j vyhodnéjsi zvolit
nikoli s;, ale strategii s,. Podobné kdyby druhy hrac veédél, ze pro-
tivnik zvoli strategii s;, bylo by pro néj vyhodnéjsi zvolit strategii
t1, atd. Jedinou dvojici strategii, kdy ani pro jednoho hrace neni
vyhodné se jednostranné odchylit, je (s, 7).

Jak bylo zminéno vySe, takova dvojice strategii se nazyva rov-
novaznym bodem.



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

O Priklad 2

Hrac 2
Strategie t to
S1 (2,0) < (2,-1)
Hrac 1 1 1
52 (L 1) = (3a _2)

Definice 2. n-tice strategii s* = (si,...,s) se nazyva
rovnovaznym bodem hry (HNT), pravé kdyZz pro kazdé
ie{l,2,...,n} avsechnas; € S; plati:

* * * *
Uz(sl, e ey S’L—l’ Sr” S’L+1’ o ,Sn) S

* * * * *
S uz(Sl, oo ,82_1,82,81_’_1, oo ,Sn).

Strategie s; se nazyva rovnovazna strategie hrace i.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 3

Uvazujme hru dvou hraci, ktera probiha takto: oba hraci maji v
ruce jednu korunu a jednu pétikorunu. Ve stejny okamzik musi na
stlll polozit jednu z minci. Jsou-li hodnoty na vyloZzenych mincich
stejné, vyhraje prvni hrag, jsou-li rizné, vyhraje druhy hrag.

Hru Ize popsat napfiklad pomoci nasledujicich hodnot:

Hrac 2
Strategie t ty
S1 (L _1) (_17 1)
Hrac 1
S2 (_17 1) (17 _1)

Snadno si miZeme odvodit, Ze rovnovazny bod v plivodnich stra-
tegiich v tomto pfipadé neexistuje.
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O Priklad 3

Hrac 2
Strategie t ty
s1 (L,-1) — (=1,1)
Hrac 1 7 !
59 (_17 1) — (17 _1)

Pfedstavme si, Ze hru budeme hrat opakovang, tfeba cely vecer.
Je zfejmé, Ze bychom neméli stale pouZivat jednu ze strategii,
protoZe protivnik by se tomu pfizplsobil a systematicky by nas
obehraval. Proto by bylo lepsi strategie n&jakym zptsobem stfi-
dat.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 3

Hrac 2
Strategie ty ty
S1 (17 _1) - (_17 1)
Hrac 1 1 !
Sg (—1,1) «— (1,-1)

Kdybychom v3ak jednu ze strategii pouZivali Castéji nez druhou,
napriklad bychom v roli prvniho hrace na stil kladli ¢astéji ko-
runu nez pétikorunu, pak by druhy hra¢ mohl na stdl klast stale
pétikorunu a Castéji by vyhral nez prohral. Jedinou pojistkou proti
takovému "zneuzivani” je tedy pouZivat obé strategie v primeéru
stejné Casto, avSak takovym zplsobem, ktery se neda predvidat:
to znamena nahodné; korunu nebo pétikorunu bychom na stdll
méli pokladat se stejnymi pravdépodobnostmi. Dlouhodobé pak
budeme pfiblizné stejné Casto vyhravat jako prohravat.

Jakmile se plivodni strategie kombinuji s uréitymi pravdépodob-
nostmi dohromady, hovofi se v teorii her o smiSené strategii.
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V naSem pfipadé oznaCme pravdépodobnost, s niZ prvni hrac
zvoli prvni strategii, pismenem p; pravdépodobnost volby druhé

strategie je pak 1 —p. Pro druhého hrace uvazujme pravdépodob-
nostigal—gq.

Hrac 2
Strategie t1 ty
S1 (17 _1) - (_1v 1) P
Hrac 1 T !
52 (_171) — (17_1) 1 -D
q l—g¢q

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 3

Hrac 2
Strategie t ty
S1 (17 _1) - (_17 1) p
Hrac 1 1 !
S92 (_171) - (17_1) I—p
q 1—gq

SmisSené strategie:
{51752} ~ {(p7 1 _p)7p € <O7 1>}

{t1,t2} ~ {(¢,1—q),q € (0,1)}

Vyplatni funkce u;,us ~~ oCekavané vyhry my, m :
m(p,q) = —1pg + 1(1 = p)g + 1p(1 — ¢) — 1(1 — p)(1 — q)

m(p,q) = 1pg—1(1—p)g—1p(1 —q) +1(1 —p)(1 —q)

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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KoneCna hra v normalnim tvaru

Konec¢nou hrou se rozumi hra, v niz kazdy hra¢ ma konecny
prostor strategii, tj. mnoziny S;,Ss, ..., S, jsou konecné.

Definice 3. Uvazujme konec¢nou hru n hrac¢ll v normalnim
tvaru. Pocet prvkl prostoru strategii S; libovolného hrace
i oznaCme symbolem m;. SmiSenou strategii hrace i se
rozumi vektor pravdépodobnosti

p' = (pl Py Pk,

kde p;'. >0 provSechna 1< ;j<m,,

mi
> =1
j=1

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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SmiSena strategie je tedy pro kazdého hrace vektor, jehoz j-ta
sloZzka udavéa pravdépodobnost, s niz hrag voli j-tou strategii ze
svého prostoru strategii. Je to tedy opét jista strategie, kterou
bychom mohli popsat takto:

pouZij strategii si € S; s pravdépodobnosti p!

pouZij strategii s/, € S; s pravdépodobnosti p},

Pro odliSeni se prvky prostoru strategii S; nazyvaji ryzi strategie.

Véta 1. (J. Nash). Ve smiSenych strategiich ma kazda
konec€na hra aspon jeden rovnovazny bod.

Dilkaz této véty pro pfipad dvou hracli je uveden v kapitole
4 Dvojmaticové hry (kliknéte pro odkaz)
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HLEDANi ROVNOVAHY — COURNOTUV DUOPOL

Antoine Augustin Cournot (1801-1877)

1838 Recherches sur les principes mathématiques de la théorie
des richesses

e S matematickou pFesnosti zde Cournot popsal vétSinu dnesni
teorie ekonomické soutéze, monopolu a oligopolu

e Podrobnéa analyza monopolu — pojem nakladova funkce, aj.

e MnoZstvi produkce, jaké ma vyrobce zvolit, aby maximalizoval
svUj zisk
(matematické odvozeni)

e Vliv riznych forem dani a dalSich poplatk{,
jejich vliv na pfijem vyrobce a zakaznikul

e Model duopolu — feSeni odpovidajici Nashovu rovnovaznému
bodu zavedenému o vice 7nez sto let pozdéji

e Model oligopolu



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Cournotllv model monopolu
Dany produkt vyrabi jediny vyrobce — monopolista
Celkova produkce: ¢ vyrobkl
Nejvyssi cena, za kterou mlZe prodavat jeden kus, aby celou produkci
prodal:
p=M —q.

ProtoZe nikdo jiny celkové vyrobené mnoZstvi neovlivni, stoji monopo-
lista pfed Glohou pouhé maximalizace zisku, tj. nalezeni maxima funkce

u(g)=p-q—c-q=Mq—q*—cqg=(M —q—c)q.
Pomoci prvni derivace: u'(¢) =M —c—2¢=0

*
quTL

- Y09

u;knon = u(q:wn) = (M_ %(M_C) _C) %(M _C) = [%(M - C)]2

Odpovidajici cena:  pr,,, = (M +c)
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Cournotlv model duopolu

Dany produkt vyrabéji dva vyrobci, z nichz kazdy pfispiva nezanedba-
telnou ¢asti k celkovému mnozstvi vyrobkd na trhu.

Problém: kaZdy z duopolistli ovliviiuje jen ¢ast celkového mnoZstvi;
cena, kterou za své vyrobky utrZi, zavisi nejen na jeho vlastnim rozhod-
nuti, ale také na rozhodnuti soupefe. Duopolisté se rozhoduji soucasné
a nezavisle jeden na druhém.

gi, g2 ... mMnoZstvi vyrabéna prvnim a druhym duopolistou
Maximalni cena, za kterou se vyrobky prodaiji:

p=M—q —q

Model pomoci hry v normalnim tvaru:
hraci ... duopolisté, z nichZ kazdy voli €islo z intervalu (0, M);
prostory strategii ... S; = Sy = (0, M);

vyplatni funkce ... zisky duopolistl:
u1(q1,q2) = (p—c)qp = (M —c—q1 — q2)qa

u2(q1,q2) = (p—c)a=(M —c—q1 — @2)q2
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Prvni duopolista:
Pro kazdou strategii soupefe ¢» hleda takové mnozstvi ¢; = Ri(q2), aby
hodnota

ui(q,q2) = (M —c—q — @2)a
byla maximalni (nejlepsi odpovéd' na gs).
Jinymi slovy: pro kazdé pevné ¢, € S, hled& prvni duopolista maximum
funkce w;(q1, ¢2), které je funkci jediné proménné ¢ :

0
M —c—gp—201 =0
oq

Ri(ge) =q1 = 3(M —c— )

Druhy duopolista:

Pro kazdou strategii ¢; hleda nejlepsi odpovéd ¢2 = Ra(q1), tj. takove
mnoZstvi, které pro dané ¢; maximalizuje zisk us(q1,q92) = (M —c—q1 —
q2)q2

%:M_C_QI_2QQ:0
Oqo
Ro(q1) =q2 = 3(M —c— q1)

Funkce Ri(q2) a R2(q1) se nazyvaji reakeni kiivky
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A
M-c
R;(‘];)=Rz(‘]}k)
1
q " mon= D (M_C) N >
\d
%q*mon ,,,,,,,,,,,, R2(q1)
Ri(q2)
0 1 ! "
Eq*mon q mon= 2 (M_C) M-c

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Z definice: (g7, ¢3) je rovnovazny bod, pravé kdyz R;(¢5) = Ra(q7) -
Rovnovazny bod je tedy priisecikem reakénich kfivek:

(QLQS) = (%(M - C)7 %(M - C))
Cena, za kterou budou duopolisté prodavat:
pr=M-2(M-c)=1iM+2c
Prislusny zisk pro kazdého z duopolistd:
* ok k% 2
ui(af, g3) = wa(af, 43) = [5(M — ¢)]
Celkovy zisk:

(M =) =

mon

=

ur(qf, 43) + ua(ai, 43) = 2[(M — o)]” <
Celkové vyrobené mnozstvi:
QI+qg = %(M_C) > %(M_C) ZQan

Duopolisté prodavaji vétsi mnozstvi vyrobkd za niZsi cenu nez
monopolista

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Srovname-li vysledky pro monopol a duopol, je zfejmé, ze pro duopo-
listy by bylo nejlepSi uzavfit tajnou dohodu o tom, Ze budou vyrabét
dohromady pouze

@+ @2 = Gon = 5(M —¢) (3.1)

(takovéto body tvori zelenou Usecku) a s ohledem na okolnosti si pak
rozdeéli vznikly zisk — v symetrickych situacich rovnym dilem:

(%Q:nonv %q:non) = (%(M — C), %(M _ C)) .

Tento vystup je vSak nestabilni, nebot pro kazdého z duopolisii je
vyhodné se odchylit ke své nejlepSi odpovédi na soupefovu volbu a
Ziskat pro sebe vice.

Problém spociva v tom, Zze podobné dohody jsou tajné, vzhledem k
antimonopolnim opatfenim zpravidla protizakonné — a tajna dohoda
uzavfena v ,zakoufené mistnosti“ je lacin a legalnimi prostfedky nevy-
mahatelna.

Nakonec — nastésti pro zakaznika (a k tomu slouzi antimonopolni za-
kony) — jedina dohoda, pfi niZ nema ani jeden z duopolistll nutkani se
odchylit, je vySe uvedeny rovnovazny bod

(a1, a3) = (3%non> 58on) = (3(M —¢), 5(M —0)).

Situace se ovSem radikalné zméni pfi opakovani, kdy se titiz dva du-
opolisté budou ve steiné situaci ocitat onakované: ie-li v kazdém .kole"
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velka pravdépodobnost, Ze nastane jesté kolo nasledujici, miiZze byt pro
kazdého ze zluc€astnénych vyhodnéjsi tajnou dohodu dodrzet.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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A—

(M—c)

Unon
zisk pfi tajné
dohodé
(nestabilni)

E u*mon —————————————————— ———————— )

-“rovnovazny
bod

1
E u*mon u*mon = (M_ 0)2

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O PFiklad 4. Cournotdv model oligopolu.

UvaZujme n vyrobcli téhoZ produktu, z nichZ kazdy pfispiva nezanedba-
telnou ¢asti k celkovému mnoZstvi vyrobkl na trhu. Nyni se jedna o hru
n hragl, z nichz kazdy hleda optimalni mnoZzstvi ¢;, které ma vyrabét.
Naleznéme rovnovazny bod v této hre.

Zisky jednotlivych oligopolistli jsou analogicky s prfedchozim pfikladem
nasledujici:

Ul(QlaQ27~~-aQn):(p_c)(h:(M_C_QI_QQ_"‘_QW,)QI
u2(q1,q2,- - qn) = (P—c)e=(M —c—q —q2 — - — @) 2

(3.2)
un(q1,q2, - qn) =P —C)gtn =M —c—q1—q2— - — qn)n

Rovnéz analogicky s pfipadem duopolu Ize nalézt rovnovazny bod.
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Z podminek

ou
S =M —c—2q =g == =0
q1
ou
a—zzM—c—th—?qg—---—qn:O
q2
ou
a_n:M_c_QI_Q2_"'_2(Jn:0
qn

obdrzime soustavu rovnic:

20 + @ + -+ g = M-c
aq + q + + 2q, = M-—c

Jejim feSenim jsou hodnoty:

G=¢G==q,= (3.3)

Oligopolisté tedy dohromady vyrobi mnozstvi

M —c n
q*=qf+q§+~--+q$§=nn+1 =n+1(M—c) (3.4)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Z vysledku je patrné, Ze s tim, jak roste pocet vyrobct, roste i mnoZzstvi
vyrobkl a klesa cena p* i celkovy zisk u* firem:

1 n
* = M .
e R (3.5)
«_ M a2
u* = (n+1)2(M c) (3.6)

Limitnim pfipadem oligopolu, kde n — oo, je dokonal& soutéz: zde se
na celkové produkci podili velké mnozstvi malych firem, které samy o
sobé neovlivni celkové mnozstvi. Toto mnoZstvi je nyni dano vztahem

Jim S (M ) = (M o), 3.7)
cena, za niz se vyrobky budou prodavat, je rovna pfimo vyrobnim na-
kladtim c,

pr=M-—(M-—c)=c (3.8)

a zisk jednotlivych firem je roven nule,

ut =

(3.9)

o

Vysledky, k nimz jsme pfi diskusi Cournotovych modell dospéli, Ize
shrnout do nasledujici tabulky:

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Celkové mnozstvi Cena za kus Celkovy zisk
Monopol (M —c) M+ ic (M —c)?
Duopol 2(M —c) M+ 2c 2(M —c)?
Oligopol 25 (M —¢) M+ iae | i (M o)
Dokonala (M —¢) ¢ 0
soutéz

Z tabulky je rovnéZz patrné, proc je pro firmy vyhodné vytvaret velké
kartely a chovat se jako monopolista (a také pro¢ dokonala soutéz

zlstava jen v myslenkach idealistd).

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Joseph Louis Francois Bertrand (1822 —-1900)

1883 Theorie Mathematique de la Richesse Sociale
Odmitava recenze Cournotovy prace
Bertrandtv model duopolu

Duopolisté si souc¢asné ur€uji ceny, za které budou své vyrobky prodavat.
Vyrobky jsou nerozlisitelné, o prodeji rozhoduje pouze cena: pokud jeden
vyrobce prodava za nizsi cenu, ziska vSechny zakazniky.

Problém: v pfipadé Cournotova rovnovazného bodu, kde p* = TM + Zc,
by mohl jeden duopolista nepatrné snizit cenu, ziskat vSechny zakazniky a
zdvojnasobit zisk

Rovnovéazny bod v Bertrandové modelu duopolu:

p1 > p2 >c¢  pro prvniho duopolistu by bylo vyhodnéjsi zvolit p} < po

p2 > p1 >c¢  podobné pro druhého duopolistu

p1 = p2 >c¢  pro libovolného duopolistu by bylo vyhodnéjsi zvolit nepatrné
nizsi hodnotu

p1 > p2 = ¢ pro druhého duopolistu by bylo vyhodnégjsi zvolit ¢ < ps < p1

p2 >p; =c¢ podobneé pro prvniho

p2 = p1 =c¢ oba duopolisté maji nulovy zisk, Zadny si jednostrannym
odchylenim nepolepSi — rovnovéazny bod
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Heinrich von Stackelberg (1905 - 1946)

1934 Marktform und Gleichgewicht
Stackelbergtv model duopolu: vidce — nasledovnik

Jeden duopolista, se rozhoduje jako prvni o mnoZstvi vyrobkd, druhy, pozoruje
rozhodnuti prvniho a teprve pak se sdm rozhodne.

Strategie viidce  ................... hodnota ¢; € (0, M)
Strategie nasledovnika ............ funkce f: (0, M) — (0, M)
Optimalni strategie nasledovnika  nejlepsi odpovéd Ra(q1) = %(M —c—q)

Optimalni strategie viidce ....... hodnota qf maximalizujici u1 (¢1, R2(q1))

ur (g1, Ra(q1)) = (M —c— g1 — Ro(q1))n = 5(M — ¢ — q1)q1 = Ftmon(q1)

~ jako monopolista: ¢\ = g, = $(M —¢)

Nejlepsi odpovéd nasledovnika ... g¢; = Ra(qy) = 2(M —c¢)
Celkova produkce ................. @ +a5 =3(M—c)
Cena ..o po—M—%(M—c):iM—l—%c

Pro zakaznika vyhodng&jsi nez Cournottv duopol
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R(g3)=R(q7})

1
q*mon= 5 (M_C)

1
q*mon= Z(M_C)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Hra v normalnim tvaru, kde prostory strategii jsou
oteviené intervaly

Véta 2 — ROVNOVAZNY TEST.

Necht' G je hra v normalnim tvaru, kde prostory strategii .S; jednotlivych
hrach 1,2, ..., n jsou oteviené intervaly a vyplatni funkce jsou dvakrat
diferencovatelné. Pfedpokladejme, Ze n-tice strategii (s7,...,s;) spl-
nuje podminky:

Oui(sy,...,sk)

1 -
) 8&5

=0 prokazdé i=1,2,...,n.

2) Kazdeé s} je jedinym stacionarnim bodem funkce
Ui(ST, -5 871,86, 8415+ 5p),  Si € Si-

82ui(8>{, R S:L)
Ds?

3) <0 prokazdé i=1,2,...,n.

Potom je (s7,...,s}) rovnovaznym bodem hry G.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Poznamka. V praxi se obvykle nalezne feSeni soustavy rovnic

8“1'(5{7 sy S;kt)

=0 prokazdéi=1,2,...,n
0s;

a pak se pouziji jiné (napfiklad ekonomické) Gvahy k ovéfeni, ze se
skutecné jedné o rovnovazny bod.
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4 DVOJMATICOVE HRY

L

Strategie Stiskni paku Sed u koryta
i Stiskni paku (8,-2) — (5,3)
_(
: Sed u koryta (10, -2) — (0,0)

THHELL
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DVOJMATICOVA HRA

7z % O

Je-li specialné mnozina hracu @ = {1, 2} a prostory strategii S, Sz
jsou kone¢né mnoziny, hovofime o dvojmaticové hfe. PfestozZe
se jedna jen o specialni pfipad, uvadime zde zakladni definice z
pfedchozi ¢asti znovu.

Definice 1. Dvojmaticovou hrou budeme rozumét hru
dvou hracd v normalnim tvaru, kde

e HraC 1 ma konecnou mnozinu strategii
S ={s1,52,...,8nm}

e HraC 2 ma konecnou mnozinu strategii
T = {tl,tg,. . ,tn}

e P¥i volbé strategii (s;,t;) je vyhra prvniho hrace
Qi = Ul(Si,tj) a VX/hra druhého hrace bz’j = UQ(SZ"tj);
u1, uy S€ nazyvaji vyplatni funkce.
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Strategie t1 to . tn
51 (a11,b11)  (a12,b12) ... (@1n,bin)
Hrac 1 S2 (ag1,b21)  (ag2,b22) ...  (a2n,bon)
Sm (amla bml) (am27 bm2) cee (amn7 bmn)

Hodnoty vyplatnich funkci miiZzeme znazornit zvlast pro jednotlivé

hrace:
a11  Aa12 Q1n bii bio bin,
Q21 A22 a2 bai by by
A — n , B — n
Am1  Am2 Amn bml bm2 bmn

Matice A se nazyva matice hry hrace 1, matice B se nazyva
matice hry hrace 2.
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Definice 2. Dvojice strategii (s*,¢*) se nazyva rovnovazny
bod, pravé kdyz plati:

up(s, t*) < up(s*,t*) pro kazdé s e S
a zéaroven (4.2)

ug(s*,t) < ug(s*,t*) pro kazdé t e T.

Snadno se ovéfi, Ze je-li (s*,¢*) rovnovazny bod, pak pro
ai; = ui(s*,t%), by = ug(s*, t*) plati:

e a;; je nejvétsi prvek ve sloupci j matice A : a;; = Jmax di;

o bi; je nejv&tsi prvek v Fadku i matice 5 : b; = max by;
SKRSM
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O Priklad 1. UvaZujme hru ur€enou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie ty ty
$1 (2,0) (2,-1)
Hrac 1
S2 (17 1) (37 _2)

Bod (si1,t1) je zfejmé rovnovazny, protoZze pokud by druhy hrac
zvolil svou prvni strategii ¢; a prvni hrac€ se od strategie s; odchylil,
tj. zvolil by strategii s,, pak by si nepolepsil: ziskal by 1 misto 2.
Pokud by naopak prvni hra¢ zvolil strategii s; a druhy hrac se od
t; odchylil, pak by si nepolepsil: obdrzel by —1 misto O.
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BohuZel, ne v kaZzdé hfe existuje rovnovazny bod pfimo v ryzich
strategiich:

O Pfiklad 2. UvaZujme hru ur€enou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie t iy
S1 (17 _1) (_17 1)
Hrac 1
S2 (_17 1) (17 _1)

Zadny bod v této hfe neni rovnovazny (provérte jednotlivé dvo-
jice).

Tento problém odstrani tzv. smiSené strategie, které udavaji
pravdépodobnosti, s nimiz hraci voli své jednotlivé ryzi stra-
tegie, tj. prvky mnozin S, T.
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Definice 3. Smisené strategie hracl 1 a 2 jsou vektory
pravdépodobnosti p, g, pro které plati:

p= D2 -Pm); Pi>0, pr+p+--+pn=1,
(4.2)

a=(01,q,---¢®); ¢G>0, g1+qg+---+¢ =1

SmiSena strategie je tedy pro kazdého hrace vektor, jehoz i-ta
sloZzka udava pravdépodobnost, s niz hrac voli i-tou strategii ze
svého prostoru strategii. Je to tedy opét jista strategie, kterou
bychom mohli pro prvniho hrace popsat takto:

,POUZij strategii s; € S s pravdépodobnosti p,

pouzij strategii s,, € S s pravdépodobnosti p,, .
Podobné pro druhého hrace.
Uvédomme si, Ze ryzi strategie odpovidaji smiSenym strategiim

(1,0,...,0), (0,1,...,0), ... (0,0,...,1).
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Strategie t1 e tj . tn
51 (a11,b11) ... (ay,b15) ... (a1p,b1n)  p1
s (@i, bi1) .. (aiby) oo (@i bin) P
Sm (amla bml) (amj, bmj) (amn7 bmn) Pm
q1 ce q; e dn

Definice 4. OCekavané hodnoty vyhry jsou definovany
vztahy:

m n
Hrag 1: m(P,a) =) ) pigjai

i=1 j=1

Hrac 2: m(p,q) = Z ZpiQJbij

i=1 j=1

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Véta 1l (Nash). Ve smiSenych strategiich ma kazda konecna hra
aspon jeden rovnovazny bod (p*,q*), tj. pro vS8echny smiSené
strategie p, g plati nasledujici nerovnosti:

m(p,q") < m(p*, q") a m(p'q) <m(p',q).

Dikaz.

Pro libovolnou dvojici smiSenych strategii (p, q) definujme

g = Pita@a ) _ 4 +di(pg)
Y1+ > alp,g)’ 71+, di(p,q)’
kde
cz(p7q) :ma’x{ﬂ—l(si’q) _Wl(p,Q),O}, 1= 17"'7m
d](paq) :ma’X{ﬂ—Q(p7tj)_7T2(p7q)70}7 j: 17"'7n
Zfejmé plati:

> xPi =1,p; > 0provsechnai; y, q¢; =1, ¢; > 0 vSechna j.
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T(p,q) = (P, 4d):

- Pitcipa) ,_ 4 +di(p.q)
Y14+ ap,q) 714>, di(p,q)’
kde
Cz(l’;‘]) :ma’x{ﬂ-l(sivq) _ﬂ-l(p7q)50}7 1= 17"'7m
d](p,Q) :ma’x{ﬂ—2(p7tj)_7T2(p7q)70}’ ]: 1,...,7’L
T:10,1] x [0,1] — [0, 1] x [0, 1].
Dokazeme:

(p, q) je rovnovazny bod < T'(p,q) = (p.q)

=
p je rovnovazna strategie = Vi : ¢;(p,q) =0=p =p

g je rovnovazna strategie = Vj : d;j(p,q) =0=4q' =gq
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== Predpokladejme, Ze (p, q) je pevny bod zobrazeni T.
UkaZzeme:

Ji:p; >0, ci(p,q) = max{m(s;,q) —m(p,q),0} =0.

Sporem:

Jestlize Vi, kde p; > 0, plati w1 (p, q) < m1(si, q), pak

ZPﬂTl(P, q) < Zpﬂﬁ(si, q) 4.

7Tl(p> Q) < Zpiﬂ-l(siv q)7
ale z definice oCekavané vyplaty plyne

m1(p,q) = ZPiﬁ(&'ﬂ)

Proto musi existovat takové i, Ze m(p,q) > mi(si,q), a tedy
¢i(p,q) = 0.
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== Predpokladejme, Ze (p, q) je pevny bod T.
JiZz jsme ukazali:
Jiip; >0, ¢(p,q) =max{m(s; q) — m(p,q),0} = 0.

Pro toto i je
/ pi+0

p, =
C14+ Y a(p,q)

(p,q) pevny bod = p; =p; = >, cr(p,q) =0.

Vk:c,>0=>Vk:c. =0
= Vk : m1(sk, q) < m(p,q)
= p je rovnovazna strategie

Podobné: g je rovnovazna strategie
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== Predpokladejme, Ze (p, q) je pevny bod T.
JiZz jsme ukazali:
Jiip; >0, ¢(p,q) =max{m(s; q) — m(p,q),0} = 0.

Pro toto i je
/ pi+0

p, =
C14+ Y a(p,q)

(p,q) pevny bod = p; =p; = >, cr(p,q) =0.

Vk:c,>0=>Vk:c. =0

= Vk : m1(sk, q) < m(p,q)
= p je rovnovazna strategie

Podobné: g je rovnovazna strategie
Posledni krok: Dokéazat existenci pevného bodu.

— Brouwerova véta o pevném bodé
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Hledani rovnovaznych strategii

Pfi hledani rovnovaznych strategii Ize u dvojmaticovych her v né-
kterych pfipadech eliminovat zjevné nevyhodné, tzv. dominované

strategie:

Definice 5. Strategie s; € S hracCe 1 se nazyvadominovana
jinou strategii s, € S, jestlize pro kazdou strategii t € T
hrace 2 plati:

up(Sg,t) > uq (s, t);

Analogicky pro druhého hréace.

Postupna eliminace dominovanych strategii

V nékterych pfipadech existuji v dvojmatici dominované strate-
gie. Zbude-li po jejich vySkrtani v dvojmatici jediny prvek, jedna
se o rovnovazny bod. Zbude-li vice prvk{, ziskali jsme alespoii
jednodussi dvojmatici.
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0 Priklad 3. Uvazujme dvojmaticovou hru urenou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie t ty t3
81 (170) (173) (370)
Hrac 1 S9 (O, 2) (O, 1) (3, 0)
53 (07 2) (27 4) (57 3)

Strategie s, prvniho hracCe je dominovana strategii s3, nebot pro
kazdou strategii druhého hrace ziska prvni hrac vice pfi volbé
strategie s3 nez pfi volbé s,. Stejné tak je strategie ¢3 druhého
hra€e dominovana strategii ¢,. ProtoZe racionalni hra¢ 1 urcité
nebude volit dominovanou strategii s, a racionalni hrac 2 urcité
nebude volit dominovanou strategii t3, zredukovalo se rozhodo-
vani takto:
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Strategie t ty
S1 (]-7 0) (17 3)

S3 0,2)  12,4)

Strategie t; je dominovana strategii ¢,, druhy hrac tedy zvoli ¢.
Prvni hra¢ se nyni rozhoduje mezi hodnotami ve druhém sloupci
dvojmatice, a protoze 1 < 2, zvoli strategii s3. Rovnovazny bod
v dané hte je proto (s3,t;) — rozmyslete si, Ze v plivodni dvoj-
matici skute€¢né jednostranné odchyleni od rovnovazné strategie
nepfinese vyhodu tomu, kdo se odchyilil.
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O Priklad 4. Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velky
(zkratka V); ze ziskani zakazky na né&j se ofekava zisk ve vysi 15 miliond.
Druhy nazveme Maly (zkratka M); ze ziskani zakazky na néj se ocekava zisk
ve vysi 9 miliond. O ziskani zakazek se uchazeji dvé firmy, které oznacime
jako 1 a 2. Zadna z firem nema kapacitni moznosti na vybudovani obou hotel(i
v plném rozsahu. KaZzda z firem se miiZze u investora uchazet bud o stavbu
jednoho z hoteldl nebo nabidnout kooperaci na obou. Investor musi prostied-
nictvim obou firem stavbu hotell realizovat a podle doslych nabidek rozdéli
zakéazky takto:

1. Jestlize se o jeden hotel uchazi pouze jedna firma, ziska celou tuto zakazku.

2. Jestlize se o jeden hotel uchazeji obé firmy a o druhy Zadnéa, nabidne
investor kooperaci obéma firmam na obou hotelech s tim, Ze se o provedeni
praci i o zisky budou délit stejnym dilem.

3. Jestlize se jedna z firem uchazi o stavbu celého hotelu a druha nabizi
kooperaci na obou, ziska firma, ktera nabizi realizaci celé stavby 60% a
druha 40%, jde-li o V. Jde-li 0 M, ziska firma, ktera nabizi celou realizaci,
80% a druha 20%. Na zbyvajicim hotelu pak firmy kooperuji stejnym dilem
a o zisk se déli napdl.

At se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi né vzdy rozdélen cely potencialni
zisk 15+9=24 miliond. Jaké nabidky je vyhodné investorovi udinit, aby byl
maximalizovan celkovy zisk ze zakazek?
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Reseni

Vysledky pfi jednotlivych volbach strategii Ize vystihnout pomoci dvojmatice:

Firma 2
Strategie Velky Maly Kooperace
Velky (12,12) (15,9) (13,5;10,5)
Firma 1 Maly (9,15) (12,12) (14,7;9,3)
Kooperace (10,5;13,5) (9,3;14,7) (12,12)

Strategie ,kooperace*” je pro obé firmy dominovana strategii ,velky“, mliZzeme
proto vysSkrtnout tfeti fadek a tfeti sloupec — pro firmu je vyhodnéjsi v kazdé
situaci, at uz se protivnik zachova jakkoli, zvolit prvni strategii. K rozhodo-
vani nyni zbyva pouze dvojmatice se dvéma fadky a dvéma sloupci (strategie
wvelky“ a ,maly“). Zde je strategie ,maly“ dominovana strategii ,velky“ a miiZe
byt proto také vySkrtnuta. Pro obé firmy tak zbyde strategie ,velky” — skutecné
Ize snadno ovéfit, Ze se jedna o rovnovazny bod.
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Vzajemneé nejlepSi odpovédi

Rovnovazné strategie s*,¢* tvofici rovnovazny bod (s*,¢*) jsou
podle definice vzdy nejlepsi odpovédi jedna na druhou v tom
smyslu, Ze zvoli-li prvni hra€ svou rovnovaznou strategii s*, pak
si druhy hrac odchylenim od ¢* nemdze polepsit, podobné prvni
si nem{ze polepsit odchylenim od s*, zvoli-li druhy strategii t*.
Pfesnéji feceno:

Definice 6. NejlepSi odpovédi hrace 1 na strategii ¢
hrace 2 se rozumi mnozina

Ri(t) = {s" € S; wi(s",t) > ui(s,t) pro kazdé s € S}.

Podobné nejlepSiodpovédi hrace 2 na strategii s hrace 1
se rozumi mnozina

Ry(s) ={t" € T; uy(s,t") > us(s,t) prokazdét e T}.

Ma-li kazdy z hracl na vybér pouze dvé strategie, predstavuji
mnoziny R; a Ry kfivky v roviné — tzv. reakcéni kfivky.
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Véta 2. (s*,t*) je rovnovazny bod, pravé kdyz plati:

s = Ry(t") a zaroven  t" = Ry(s").

Dikaz. Podle definice je s* = R;(t*) pravé kdyz pro kazdé s € S
plati:
ul(S*a t*) Z Ul(S, t*)a

podobné t* = Ry(s*) pravé kdyz pro kazdé ¢ € T plati:
ug(s*, ") > ui(s*,t).

Dohromady tak ziskdme pfesné podminku pro rovnovazny bod.
O

Hledame-li rovnovazny bod, mlizeme postupovat tak, Ze sestro-
jime reak¢ni kfivky a nalezneme jejich prisecik.
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O Priklad 5. Pro hru .
Hrac 2

Strategie t iy

51 (2,0)  (2,-1)

59 (1,1) (3,-2)

je nejlepsi odpoveédi hrace 1 na strategii ¢; hrace 2 strategie s,
tj. Ri(t1) = s1, podobné nejlepSi odpovédi hrace 1 na strategii ¢,
je strategie s, tj. Ry(ty) = so.

Podobné pro druhého hrace:
Ry(s1) = tu, Ry(sg) = t1.

Dvojici strategii, které jsou navzajem nejlepsimi odpovédmi, se v
tomto pfipadé podafi nalézt: je to (si,t1) a jak jsme vidéli vySe,
jedna se o rovnovazny bod.
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00 Priklad 6. Pro hru

Hrac 2
Strategie t ty
51 (1,-1) (—1,1)
Hrac 1
S2 (_1, 1) (1a _1)

je
Rl(tl) = 51, Rl(tg) = So.

RQ(Sl) = tz, RQ(SQ) = tl.

Zadna dvojice strategii neni v tomto pfipadé nejlepsi odpovédi
jedna nadruhou a jak jiz bylo zminéno, je tfeba uvaZzovat smisené
strategie.
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Hrac 2

Strategie t ty
$1 (1,-1) (-1,1) ... p
Hrac 1
S9 (—1,1) (1,-1) ... 1—p
q 1—gq

Ocekavané hodnoty vyhry jednotlivych hraéli jsou nasledujici

m(p,g)=1-p-q—1-p-(1-¢q)=1-(1-p)-q+1-(1-p)-(1—-9q)
=pq—p+pg—q+pg+1—p—q+pg=4pq—2p—2q+1

=p(4g—2)—2q+1

m(p,q)=—-1-p-q+1-p-(1-q)+1-(1—-p)-q—1-(1-p)-(1—q)
-pq+p—pq+q—pqg—1+p+q—pg=—4pg+2q+2p—1

=q(—4p+2)+2p—1
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Hledejme nejlepsi odpoveédi hrace 1 na rlizné hodnoty ¢ :

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce se zapornou smeérnici, ktera je klesajici. Nejvétsi hod-
noty proto bude nabyvat pro nejmensi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto pfipadé plati: R;(q) = 0.

Je-li pak m(p,1) = 0 je konstantni funkce, pro kterou
je kazda hodnota zaroven nejvétsi i nejmensi — hra€ 1 je proto
indiferentni mezi obéma strategiemi, R (3) = (0, 1).

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce s kladnou smérnici, ktera je rostouci. NejvétSi hodnoty
proto bude nabyvat pro nejvétSi moznou hodnotu p, tedy pro
p = 1; v tomto pFipadé plati: R;(q) = 1.

Celkem tedy:
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m1(p,q) = p(4q — 2) — 2¢ + 1, mo(p,q) = q(—4p+2)+2p—1

0 pro 0<g¢g<3
Ri(q) =4 (0,1) pro g¢=;
1 pro ;<¢g<1
Podobné pro druhého hrace:
1 pro 0<p<j;
Ry(p) =4 (0,1) pro p=3
0 pro ;<p<l1

Kfivky mZeme znazornit v roviné takto:
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Ri(q)

il 1
D=
=
~

N =
L

Ry(p)

Rovnovazny bod je tedy

Budou-li se hradi drzet téchto strategii, bude oCekavana vyhra
kazdého z nich rovna nule.
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Uzitecny princip pfi smiSenych strategiich:

SmiSena strategie s* = (p1,...,pm) j€ nejlepsi odpovédi na t*,
pravé kdyz kazda z ryzich strategii, jimz s* pfifazuje nenulovou
pravdépodobnost, je nejlepsi odpovedi na t*.
Hrac, ktery optimalizuje pouzitim smiSené strategie, je proto indi-
ferentni mezi vS8emi ryzimi strategiemi, jimz dana smisena stra-
tegie pfifazuje nenulovou pravdépodobnost.

(Uvédomme si, Ze kdyby byla napfiklad ryzi strategie s; v dané
situaci vyhodnégjSi nez s,, pak kdykoli bychom se chystali pouzit
s9, bylo by lepSi pouZit s; — nejednalo by se tedy o rovnovazny
bod.)
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O Priklad 7.

Hrac 2
Strategie ty ty
s1 (4, —4) (—1,-1)
Hrac 1
52 (07 1) (17 0)

OcCekavané vyhry:

m(p,q) =4pg—p(1—¢q)+0+(1—-p)(1—q)
=p(6qg—2)—q+1

m(p,q) = —4pg—p(l—q)+ (1 —-p)g+0
=q(—4p+1)—p
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Hledejme nejlepsi odpovédi hrace 1 na rlizné volby pravdépo-
dobnosti ¢ hrace 2:

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce se zapornou smernici, ktera je klesajici. Nejvétsi hod-
noty proto bude nabyvat pro nejmensi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto pfipadé plati: R;(q) = 0.

Je-li pak m(p,3) = 2; je to tedy konstantni funkce, pro
kterou je kazda hodnota zaroven nejvétsi i nejmensi — hrac 1 je
proto indiferentni mezi ob&ma strategiemi, R, (3) = (0,1).

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce s kladnou smérnici, ktera je rostouci. Nejvétsi hodnoty
proto bude nabyvat pro nejvétSi moznou hodnotu p, tedy pro
p = 1; v tomto pfipadé plati: Ri(q) = 1.

Celkem tedy:
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0 pro 0<g¢<3
Ri(q) =4 (0,1) pro g¢=g3
1 pro :<¢g<1
Podobné pro druhého hrace bude:
1 pro 0<p<j
Ry(p) =q (0.1) pro p=3
0 pro 1<p<1

Kfivky mdZeme znazornit v roviné takto:
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Ri(q)

—
=

W=
~—

W =

Ry(p)

N

Rovnovazny bod je tedy

Budou-li se hraci drzet téchto strategii, bude oCekavana vyhra
prvniho hrage 2 a druhého —1.
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Na zékladé principu, Ze hrac, ktery optimalizuje pouzitim smiSené stra-
tegie, je indiferentni mezi vSemi ryzimi strategiemi, jimZ dana smiSena
strategie pfifazuje nenulovou pravdépodobnost, Ize hledani rovnovaz-
ného bodu podstatné zjednodusit (reak¢ni kfivky nam vSak slouZi pro
lepSi pochopeni, pro¢ uvedeny princip funguje):

Ma-li byt ¢ rovnovaznou strategii hrae 2, musi byt hr&¢ 1 indiferentni
mezi svymi ryzimi strategiemi s1, so. OCekavana hodnota vyhry proto
musi byt stejnd pro obé ryzi strategie hrace 1 pfi smiSené strategii
(¢,1 —q) hrace 2:

m(lLq) =4¢—(1-q) =0+ (1—q) =m(0,q)

1
6g=2 = q:§

Podobné ma-li byt p rovnovaznou strategii hraCe 1, musi byt hrac 2
indiferentni mezi svymi ryzimi strategiemi t;,t,. OCekavana hodnota
vyhry proto musi byt stejna pro obé ryzi strategie hrace 2 pfi smisené
strategii (p, 1 — p) hrace 1:

m2(p,1) = —4p+ (1 = p) = —p + 0 = ma(p, 0)

1

1=14 = = —

P p 4

Opét jsme dosli k ttmuZ rovnovaznému bodu
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Obecny navod pro nalezeni smiSeného rovnovazného bodu:
e Uvazujme dvojmaticovou hru G's maticemi A, B.

e Ocekavané hodnoty vyplatnich funkci zavedené vztahem (4.3) Ize
vyjadrit jako funkce proménnych p1,pa, ... Pm—1; 1,625 - - - Gn—1, @
to na zékladé vztahl p,, = 1 — (p1 +p2 + - + Pm-1), @n =
l— (g1 + g+ +an).

e UvaZujme soustavu rovnic:

gﬁ =0 provSechna i=1,2,...,m—1

o (4.4)
229 provSechna j=1,2,...,n—1

qu

Potom kaZdé feSeni soustavy (4.4), p = (p1,p2,---,Pm);
q= (q17QQ7 ) Qn)y kde

p; >0, q; >0 pro vSechna i, j

pr+pe+ -+ pmo1 <1, Gatae+t -+ <1,

pfedstavuje rovnovazny bod hry ve smiSenych strategiich.
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0O Priklad 8. Naleznéme rovnovazné strategie ve hie ,kamen-ndzky-papir:

Hr&c 2
Kamen NGzky Papir
Kamen (0,0) (1,-1) (-1,1) D1
Hrac 1 N&zky (-1,1) (0,0) (1,-1) D2
Papir (1,-1) (-1,1) (0,0) 1—p1—po
G q2 1—q1—¢

Ocekavané hodnoty vyhry:

m1(p, @) = p1g2—p1(1=q1—q2) —p2q1 +p2(1—q1 —q2)+(1—p1—p2) g1 —(1—p1—p2) G2

m(P.q) = 3pig2 —3p2gi —P1+ D2+ — @2
m2(P,q) = —3p1g2 + 3p2q1 +P1+ D2 — 1 + @2

871'1 877'2

— = 3¢2—1=0 =2 = 3py—1=0
a1 q2 e P2

0 0

I 3 +1=0 I 3p+1
Opa g2
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Hry s vice rovnovaznymi body

Zatim jsme se setkavali s priklady, kdy existoval pravé jeden
rovnovazny bod, at jiZz v ryzich strategiich Ci ve strategiich smi-
Senych. Casto viak existuje vice rovnovaznych bod(l a objevuje
se otazka, ktery z nich uvaZovat jako optimalni.

Zacnéme nékolika definicemi.

Definice 7. Necht (q,p) je rovnovazny bod dvojmaticové
hry G, pro ktery plati:

1 (p> q) Z 1 (’l“, S) a zaroven 71'2(]77 q) Z 7T2<r7 ’3)
pro libovolny rovnovazny bod (r, s) hry G. Potom se (p, q)

nazyva dominujicim rovnovaznym bodem hry G.

Existuje-li ve hfe jediny rovnovazny bod, je zfejmé dominujici (viz
priklady vyse).
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O Priklad 9. Uvazujme hru danou dvojmatici

(37 2) (_L 1)

(—=2,0) [(6,5)
Existuji dva rovnovazné body v ryzich strategiich, a to (s1,;) a
(s2,t2). Druhy z nich dominuje prvnimu, nebot pro hodnoty vyplat-

nich funkci plati: 6 > 3 a 5 > 2. Pro oba hrace je nejvyhodnéjsi
zvolit druhou strategii.
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O Priklad 10. UvaZujme hru danou dvojmatici

Hrac 2
t to ts
51 (-2-2)  (-1,0)
Hrac 1 S9 (0,-1) (5,9) (0,0)
53 (8.6) 0-1)  (-2,-2)

V této hre existuji tfi ryzi rovnovazné body: (si, t3), (s2,ta), (s3,%1)-
Prvni a posledni z této trojice jsou dominujici. ProtoZze vSak hraci
nemaji moznost se domluvit, mohlo by se stat, Ze i pfi nejlepsi
vli by zvolili strategie (s1,t;) nebo (s3,t3) a dosahli by tak téch
nejhorsich moznych vysledku.
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Definice 8. Necht (p¥), q1)), j € J, jsou rovnovazné body
dvojmaticové hry G. Tyto body se nazyvaji zd&meénneé,
jestlize se hodnota vyplatnich funkci m1(p,q) a m(p,q)
nezméni, dosadime-li za p libovolné p¥), j € J a za q
libovolné ¢\, j € J.

O Priklad 11. Pozménme dvojmatici z pfedchoziho pfikladu:

Hrac 2
t1 2 t3
s1 B8.6) (-1,0) (8.6)
Hrac 1 S9 (0,-1) (5,5) (0,0)
s3 | (86)  (0-1) [(8.6)

Nyni jsou vS8echny dominujici rovnovazné body (s1,t1), (s1,13),
(s3,t1) @ (s3,t3) zaménné a nemlZe nastat nepfijemnost z pred-
choziho prikladu.
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Tato skutecnost motivuje nasledujici definici.

Definice 9. Optimalnimi body hry G se nazyvaji vSechny
zaménné dominujici rovnovazné body dané hry G. Existuji-
li v dané hre tyto body, nazyva se hra fesSitelna.

O Priklad 12 — Konflikt typu manZzelsky spor.

Pfedstavme si manzelsky par, v némz maji partnefi ponékud od-
liSné nazory na nejlepsi vyuZziti volného vecera: Zena dava pred-
nost navstévé boxu, muz fotbalu. PUjdou-li na box, pfinese to
vétsi uzitek Zené a mensi muzi, ptjdou-li na fotbal, bude tomu
naopak. Pljde-li vak kazdy jinam, bude vysledkem celkové roz-
ladéni a uZzitek bude pro kazdého z nich mensi, nez by tomu
bylo v pfipadé navstévy méné preferované akce. Situaci si mi-
Zeme znazornit napfiklad nasledujici dvojmatici popisujici uzitek
pro Zzenu a muze pfi jednotlivych kombinacich traveni volného
vecera:
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Pepicek

Strategie Box Balet
Box (2,1) < (0,0

Maruska T 1
Balet (0,0) —

Rovnovazné body v ryzich strategiich: (Box, Box), (Balet, Balet)
Rovnovazny bod ve smisSenych strategiich:
m(p,q) =2pq+1(1—p)(1—q) =3pg—p—q+1

T2 (p,q) = 1pg +2(1 —p)(1 — q) = 3pg — 2p — 2¢ + 1
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mi(p,q) =p(3qg—1) —q+1,

Reakeni kfivky:

ma(p.q) = q(3p—2) —2p+ 1

0 q€<07§) 0 p€<07§%)
Ri(q) =4 (0,1) q=13 Ry(p) =4 (0,1) p=73
1 g€ (3,1) 1 pe(31)
q A
1 9
: e
0 B 1 »
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Rovnovazny bod | O¢ekavana vyhra
((1,0),(1,0)) (2,1)
((3.3).3.%) (5.3)
((0,1),(0,1)) (2,1)
T, A
(1,2)
s (2,1)
()
(0,0) m

Tato hra neni feSitelna ve smyslu definice 8, nebot Zadny z rov-
novaznych bodd neni dominuijici.
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00 Priklad 13 — Samaritanovo dilema

Pfedstavme si, Zze Ministerstvo prace a socialnich véci fesi pro-
blém, do jaké miry podporovat nezameéstnané. Jestlize se dotyCny
snazi najit praci, pak je vyhodnéjsi jej podpofit, aby se mohl napfi-
klad rekvalifikovat a ziskat |épe placené misto — statu pak odvede
vySS8i dané. Jestlize se vSak nikterak nesnazi, je vyhodnéjsi jej
nepodpofit (nepocitame-li pfipadny nardst kriminality). Z hlediska
nezaméstnaného je vyhodné hledat praci jen tehdy, kdyz nemize
byt na statni podpore.

UvaZujme napfiklad nasledujici hodnoty odpovidajici jednotlivym
situacim:

Nezaméstnany
Strategie Snazit se Flakat se
Podporit (3,2) —  (-1,3)
Ministerstvo T !
Nepodpofit (—-1,1) (0,0)

Uvédomme si, Ze podobny problém zname i na "soukromé” Grovni:

rodiCe se napfiklad nékdy rozhoduji, do jaké miry maji pomoci le-
nosSnému ditéti.
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Reseni.

Nezaméstnany
Strategie Snazit se Flakat se
Podpofit (3,2) — (—1,3)
Ministerstvo T !
Nepodpofit (—-1,1) (0,0)

Snadno ovéfime, Ze ve hfe neexistuji ryzi rovnovazné strategie.

Budeme proto hledat strategie smiSené. Oznacime-li jako obvykle
p pravdépodobnost, s niZ ministerstvo zvoli strategii podpofit, a
g pravdépodobnost, s niZ nezaméstnany zvoli strategii flakat se,
pak jsou ocekavané vyhry jednotlivych Géastnikl nasledujici:

mi(p,q) = q(5p — 1) — g, ma(p,q) = q(=2p+1) + 3p

Rovnovazné strategie jsou pak

(+3)(53)
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O Priklad 14 — Boj pohlavi

Samicka
Strategie ZdrZenliva Nevazana
Vérny (2,2) — (5,5)
Samecek T |
Zaletnik (0,0) — (15,-5)

Reseni.

Rovnovazné strategie:

53) (31

88/)7\6°6)"
Tato hra je podrobnéji diskutovana v kapitole 7 Evolucni teorie
her (kliknéte pro odkaz)
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00 Priklad 15 — Bitva o Bismarckovo mofre

Jizni Pacifik, 1943: General Imamura ma za Ukol transport japon-
ského vojska pfes Bismarckovo mofe do Nové Guinei, general
Kenney chce transporty bombardovat. Imamura si musi vybrat
mezi kratSi severni trasou a delSi trasou jizni, Kenney musi roz-
hodnout, kam ma poslat letadla, aby hledala Japonce.

Situaci Ize popsat nasledujici dvojmatici:

Imamura
Strategie Severni (kratsi) Jizni (delsi)
Severni (2, —2) - (2,-2)
Kenney 1 !
Jizni (1,-1) — (3,-3)

Reseni.
Rovnovazny bod: severni trasa pro oba
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5 ANTAGONISTICKE HRY
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Antagonisticky konflikt je rozhodovaci situace, v niz vystupuji
dva inteligentni rozhodovatelé, ktefi se po volbé svych rozhod-

nuti rozdéli o pevnou C¢astku, jejiz vySe nezavisi na tom, jaka
rozhodnuti zvolili.

Matematickym modelem antagonistického konfliktu je hra v
normalnim tvaru s konstantnim souctem:

{Q ={1,2}; S, T;ui(s,t),us(s,t)}

uy(s,t) + us(s,t) = konst. pro kazdé (s,t) € S x T
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Definice 1. Strategie s*, t* se nazyvaji rovhovazné ve hre
(5), plati-li pro kazdé s € Sakazdét e T :

ur(s, t*) <wup(s*,t*) azaroven wus(s*,t) < ug(s™,t")

Je-li specialné soucet ve hfe nulovy, budeme pouZzivat znaceni

u(s,t) = ua(s, t) = u(s,t);
model tedy bude vypadat takto:

{Q=1{1,2};5,T;u(s,t)} (5.1)

Pro rovnovazné strategie s*, t* ve hfe s nulovym souctem musi
platit:

u(s, t*) < wu(s*,t") <u(s*,t) provSechna se S, t € T. (5.2)

Hodnota u(s*,t*) se nazyva cena hry.
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Lze dokazat, Ze ke kazdé hre tvaru (5) s konstantnim soucétem
lze pfifadit hru v normalnim tvaru s nulovym souctem, ktera
je s plvodni hrou strategicky ekvivalentni, tj. kazda dvojice
strategii s, ¢, které jsou rovnovazné v plvodni hfe, pfedstavuje
dvojici rovnovaznych strategii i v pfislusné hfe s nulovym souctem
a naopak. Presnéji:

Véta 1. Necht (5) je hra s konstantnim souctem rovnym K. Potom
s*, t* jsou rovnovazné strategie ve hre (5) tehdy a jen tehdy, jsou-li
s*, t* rovnovazné strategie ve hfe s nulovym souctem (5.1), kde

u(s,t) = ui(s,t) — ua(s,t).



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

MATICOVE HRY

Hru dvou hracéli s nulovym souétem a koneénymi prostory strategii

S = {51,82,...8m}, T = {tl,tg,...tn} (53)

Ize zadat pomoci matice A =

ail a2 . A1n ul(sl, tl) (51 (51, tg) . ul(sl, tl)
azt @z ... dgn | _ ui(s2,t1) ui(s2,t2) ... wi(s2, )
aml m2 .. Gmn ui(sg,t1) ui(sg,t2) ... wui(sg,t;)

jejiz prvky udavaji hodnoty vyplatni funkce prvniho hrace (vyplatni
funkce druhého hrafe ma vzdy opacnou hodnotu): prvek a;; je
roven hodnoté vyplatni funkce prvniho hrace, zvolil-li strategii s;

a protivnik zvolil strategii ¢;,. Pro takto zadané hry se pouziva
oznaCeni maticové hry.
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Rovnovazneé strategie v maticové hre

Prvni hrac pro kazdou svou strategii s;, tj. pro kazdy fadek i €
{1,2,...,m} matice, nalezne minimalni prvek, ktery pro danou
strategii pfedstavuje minimalni zaru¢enou vyhru bez ohledu na
volbu protivnika. Pak vybere tu strategii, neboli ten fadek, kde je
toto minimum nejvyssi atim i nejvyssi zaru€ena vyhra— ,nejmensi
zlo".

Podobné postupuje druhy hrag. Pro néj je nejhorsi moznosti ta
nejvyssi hodnota vyhry prvniho hrace; proto pro kaZzdou svou
strategii ¢;, tj. pro kazdy sloupec j € {1,2,...,n} matice, nalezne
maximalni prvek, ktery pro danou strategii prfedstavuje maxi-
malni zaruc¢enou prohru bez ohledu na volbu protivnika. Po-
tom vybere tu strategii, neboli ten sloupec, kde je toto maximum
nejmensi, neboli kde je maximalni prohra co nejnizsi.
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131 to o t
s u1(s1,t1) ui(si,ta) ... ui(si,ty)
Hrac¢ 1 s2 uy(s2,t1) wi(sa,ta) ... ui(sa,ty)
wilon 1) wiloets) . wlsnt)

Sk

Hrac 1. ming, ui(si,t;) ~ MAX
Hra¢ 2: max,, ui(s;, t;) ~ MIN

Zfejmé plati:

max Ir%in uy(s4,t5) < n%in max u1 (s, t;) (5.4)
si b ios
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Plati-li ve vztahu (5.4) rovnost, pak spolec¢na hodnota

u(s™,t") = maxminus (s;, t;) = min max uy(si, ;) (5.5)
‘ i

Si t; Si

pfedstavuje cenu hry a dvojice strategii (s*,t*) je rovnovaznym
bodem.

Prvek u(s*,t*) ma tu vlastnost, Ze je souCasné nejmensi na
fadku a nejvétsi ve sloupci, proto se nazyva sedlovy prvek
matice.
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O Priklad 1. Uvazujme hru s matici

Hrac 2
oty t3 4
51 5 4 4] 5 4]
Hrac 1 s2 -4 5 3 9 —4 min
Sk 7 8 -1 8/ -1

max: 7 8 [4] 9
maxmtinul(si, tj))=4= mtin max w1 (s, t;) = uq(s1, t3)
S S

Dvojice strategii (s1,t3) je rovnovaznym bodem hry.
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BohuZel, ne vzdy sedlovy prvek existuje:

0 Priklad 2.
Hrac 2
ty  to  t3
S1 0 1 -1 —1
Hracél s2 | —1 o 1 | -1 min
Sk 1 -1 0 —1
max: 1 1 1
maxmtinul(si,tj) =-1< mtinmaXm(Sz’,tj) =1
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Podobné pro matice:

(1 -1 (0 —5/2 -2
() s (0 ) e

V téchto pfipadech nezbyde nez zavést smiSené strategie. Uva-
Zujme novy model dané rozhodovaci situace, plivodné popsané
maticovou hrou s matici (5):
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Definice 2. Mé&jme maticovou hru s prostory strategii (5.8) a
matici hry (5). Hru dvou hracd s nulovym souctem s prostory
strategii

S ={p;p=01,...0m), 1+ +Dn=1, p>o0}

*"={qg,9=(q1,---q), 1 +---+g., =1, g> o}

a s vyplatni funkci
m(p.q) = Z piaijq; = pAqT (5.8)
=1

@ 7j=1

nazveme smisenym rozs§ifenim plvodni maticové hry.

Prvky plvodnich prostor( strategii S, T se nazyvaji ryzi strategie,
prvky prostord S®, T, které udavaji rozdéleni pravdépodobnosti
na prostoru ryzich strategii, se nazyvaji smisené strategie.

Véta 2. Zakladni véta maticovych her.
SmiSené rozSifeni kazdé maticové hry ma feSeni v rovnovaznych
strategiich.
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Tj. pro kazdou matici A existuji vektory p* € S*,q* € T* :

pAqT < p*AqT < p*Aq” pro v8echna p € S°, q € T°.
(5.9)
Jesté jinak:

Véta. VZdy existuji smiSené strategie (p*, g*), pro které

7(p*,q") = maxmin7(s;, t;) = minmaxm(s;, ;)
P 4 a P

N4

Véta 3. Rovnovazné strategie smiSeného rozSifeni maticové hry
se neméni, pficteme-li ke kazdému prvku matice hry totéz kladné
nebo zaporné Cislo ¢. Cena hry s takto pozménénou matici je
v + ¢, kde v je cena plvodni hry.
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GRAFICKE RESENI MATICOVYCH HER
PRO MATICE TYPU (2,n)

Stfedni hodnoty vyhry hrace 1 pfi smiSené strategii (p, 1 — p) a pfi
ryzich strategiich hrace 2:

g;(p) = pai; + (1 — p)ay;, ji=12,...,n. (5.10)

Hledame

= in  g:(p). 5.11
pi=arg max min g, (p) (5.11)

Nejprve budeme uvazovat funkci

pp) = min g;(p). (5.12)

Tato funkce je konkavni, po ¢astech linearni, snadno nalezneme
bod jejiho maxima. Hledan& cena hry je potom rovna

v =p(p") == max ¢(p) (5.13)
p€(0’1>

a hledana smiSena rovnovazna strategie hrace 1 je (p*, 1 — p*).

Nastava-li extrem v bodé p*, kde g;(p*) = gr(p*) = v pro jed-
noznacéné urcéené strateaie 1.k pak slozkv smiSené rovnovazné
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strategie hrace 2 s indexy rliznymi od j, k jsou rovny nule. Slozky,
které mohou byt nenulové, ziskame vyfeSenim soustavy

ay;q; + aRqe = v, g+ta=1 ¢ =20, q =0,
nebo
a2jq; + Aoqe = , g+a=1 ¢ =20, q =0
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O Priklad 3. Ur€eni rovnovaznych strategii pro hru s matici

< 5 5/2 3 )
4 8 6 )
g(p) = dp+4(l—p)=p+4
92(p) = gp+8(1 —p)= —%p+ 8
g3s(p) = 3p+6(1—p)=-3p+6
¢(p) nabyva maxima v bodé p = 3, hodnota tohoto maxima je
v(M) = 4.5.
VyfeSenim soustavy rovnic

9q1 + 3q3 = 4.5, Gnt+eg=1, ¢q=0 g¢g=>0,

ziskame q1 = 0.75, g5 = 0.25.
Rovnovazny bod je tedy p* = (1.1), ¢ = (3.1).
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OBECNE RESENI MATICOVYCH HER
— LINEARNI PROGRAMOVANI

UvaZujme maticovou hru s matici

a1 a12 . Q1np
agy Q22 ... Q9

A= " (5.14)
Am1  Am2 Qmn

a smiSené strategie

p:(pla"'7pm)7 pl++pm:17 pzZO ViE{l,...,m},
a=(q1,--qn), @+ +qg=1 ¢ >0 Vje{l,. .. n}

Pfedpokladejme, Ze vSechny prvky matice A jsou kladné (Po-
kud by nebyly, mohli bychom ke vSem prvklim matice pficist do-
stateCné vysokou kladnou konstantu ¢, ¢imZ se podle véty 3 z
hlediska strategii nic nezmeéni).
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Postup je podobny, jako v pfipadé hledani ryzich rovnovaznych
strategii. Prvni hr&g hled& pro libovolné, ale v tuto chvili pevné p
svou minimalni zarucenou vyhru h. UvaZzujme

h = n\%n{aljpl + agjps + -+ + amjpm} . (515)
Zfejmé je

h < ayp1 + as;ps + - - - + amipm provsechna j e {1,2,...,n}.

< qi(apr + anpz + - - + QGpaiPm)
@h < qaapr + anps + - - + AmaPm)

@tat+q)h < ZZPN@‘%‘ =n(p, q)
- =1 =1
1
h < 7(p.q)
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Hodnota h je proto minimalni zaru¢enou vyhrou hrace 1, at jiz
jeho protivnik zvoli jakoukoli ryzi ¢i smiSenou strategii (vzhledem

v o

k (5.15) je h nejvétsi Cislo splnujici posledni nerovnost).

Nerovnosti
h < a1;p1 + Q2;P2 + + - + GupiPm Pro vSechna VRS {]., 2,... ,n}.

vydélme hodnotou

b1 D2 b
1 S aljz—l-agjﬁ—f—"'—l-amjwm
a oznacme
2 . .. B 1
vi= zfejmeé plati: y1+y2—|—~--—|—ym—ﬁ.
Obdrzime nerovnost
1 < ayyr + agjya + -+ - + AmjlYm - (5.16)
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Maximalizovat minimalni zaru€¢enou vyhru znamena maxima-
lizovat h, tj.

Minimalizovat
1
E=y1+y2+---+ym
pfi omezenich

Il @i = Gayis =F = © ° = Gl j=12,...,n. (5.17)

To je pfesné dualni Gloha linearniho programovani, ktera nam
jako vysledek poskytne pfisluSnou strategii p.
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Pro druhého hrace je postup analogicky. Hleda i a q tak, aby
h > ainq + aipga + -+ + aing,  provsechna i € {1,2,...,m},

pficemz opé€t ¢1 + ¢ + --- + ¢, = 1,¢; > 0 pro vSechna Vj €
{1,2,...,n}.
Vydélme nerovnost hodnotou

q1 q2 an
1> ain—+ a7+ + QGin—
= A1 h +a 2 A + +a h
a oznaéme
g TR 1
xj_ﬁ, zfejmé plati: x1+:c2+-~—|—xn—z.
Obdrzime nerovnost
1 > ajry + aipTa + -+ + ATy - (5.18)
Minimalizovat h tedy znamena:
maximalizovat
1
—:$1+332+"'+$n
h
pfi omezenich
1> anz + apzs + - + apnty, i=1,2,...,m. (5.19)
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To je odpovidajici primarni tloha linearniho programovani
(aby h byla cena hry, je tfeba, aby to v obou pfipadech bylo
totéz Cislo).
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O Priklad 4 — Penalty

Strelba penalt mlZze byt povazovana za antagonistickou hru s
nasledujici matici, ktera udava pravdépodobnost golu pro rlizné
strategie stfelce (1. hr&C) a brankare (2. hr4f). Budeme hledat
rovnovazny bod v ryzich nebo smiSenych strategiich.

Strategie \ skoC vlevo skoC vpravo Cekej uprostred
Stfilej vlevo 0,6 0,7 1
Stfilej vpravo 1 0,8 0,7
Reseni.

g(p) = 0,6+1—p=1-0,4p
g2(p) = 0,7p+0,8(1—-p)=0,8—-0,1p
gs(p) = p+0,7(1—-p)=0,7+0,3p

Nejvyssi zaru¢ena vyhra pro stfelce: g,(p) = gs(p) < p=13

Rovnovazny bod: (3,2), (0,2,1), cenahry: v =0,775

1404
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Spravnost feSeni maticovych her si miizete zkontrolovat pomoci
appletu, ktery naleznete zde.

Nasledujici pfiklad ilustruje pfechod od sedlového prvku k rovno-
vaznému bodu. Pro hry s nulovym a konstantnim souctem se oba
pojmy shoduji, pro hry s nekonstantnim souctem uz tomu tak byt
nemusi:

(3,-3)

(0,0) (1,-1) (3,3) — [2,4)]

~ T 1
(3,3)  [(2,4) (0,2) — (4.5)

(0,6)  (1,5)

(4,5) ...vzadjemné nejlepSi odpovédi — rovnovazny bod
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6 OPAKOVANE HRY
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VEZNOVO DILEMA

PiSi se ftficata léta dvacatého stoleti. V tehdejSim Sovétském svazu
cestuje jisty dirigent vlakem do Moskvy, kde jej veCer Ceka koncert se
symfonickym orchestrem. Procita si partituru a soustfedi se na narocné
predstaveni. Pfi této Cinnosti jej pozoruji dva agenti KGB, ktefi si ve
své nevzdélanosti mysli, Ze partitura je jakasi tajna Sifra. Dirigentova
snaha o vysvétleni, Ze je to prece Cajkovskij, je zcela marna — je za-
téen a uvéznén. Druhy den jej navstivi nase dvojice agentll se slovy:
.Radgji byste mél vSechno pfiznat. Nasli jsme toho vaseho kamarada
Cajkovského a ten uz mluvi . . .

Dva nevinni lidé, jeden proto, Ze studoval partituru, a druhy proto, Ze
se shodou okolnosti jmenoval Cajkovskij, se tak ocitnou ve vézent,
postaveni pfed nasledujici problém: pokud by oba statec¢né zapirali,
navzdory fyzickému a psychickému tyrani, putovali by oba na tfi roky
do Gulagu, pak by byli propusténi. Pokud by se jeden z nich k fiktivnimu
zloCinu SpionaZe doznal a udal zarover toho druhého, ktery by zapiral,
bylo by mu to pfi¢teno jako polehcujici okolnost a dostal by jen jeden
rok, zatimco druhy by byl odsouzen na 25 let. Pokud by se doznali oba,
byli by poslani do Gulagu na 10 let.
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Situaci Ize znazornit dvojmatici:
Hrac 1

Zapirat Pfiznat
Zapirat (—3,-3) (—25,-1)

Hrac 2

Pfiznat (—1,-25) (—10,—10)

Dilema se této situaci fika z toho dlvodu, Ze vSeobecné nejvy-
hodnéjsi by bylo, kdyby oba zapirali a dostali tak 3 roky vézeni;
problém je vSak jednak v tom, Ze se nemohou domluvit, jednak v
tom, Ze i kdyby se domluvili, stale je zde velké pokuSeni promluvit
a vyvaznout s pouhym jednim rokem. A i kdyby byl kazdy z nich
solidarni, mlze si o svém kolegovi myslet, Ze podlehne pokuseni
¢i muceni a dozna se — pak by mu hrozilo 25 let, coz je jesté
mnohem horSi nez 10 let. Kazdy proto radéji zvoli svou druhou
strategii a dozna se.

Skute€né, strategie pfiznat dominuje strategii zapirat a dvojice
(pfiznat, pfiznat) je jedinym rovnovaznym bodem ve hre.
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0O Priklad 1. Véznovo dilema 2

Obecnégji se véznovym dilematem rozumi kazda situace typu

Hrac 1
Spoluprace Zrada
Spoluprace (odména, odména) (oSkubani, pokuseni)
Hrac 2
Zrada (pokuseni, oSkubéani) (trest, trest)
kde

oSkubéani < trest < odména < pokudeni.
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Pod spolupraci si mlizeme predstavit prakticky cokoli — dvojice
strategii (spoluprace, spoluprace) odpovida vzajemné solidar-
nimu jednani; hra¢ 1 napriklad pomU(ze hraci 2 postavit dim,
hra€ 2 mu to vzapéti oplati a oba ziskaji jistou hodnotu ve vySi
odmeéna. Dvojice (spoluprace, zrada) odpovida situaci, kdy hrac 1
pomUze hradi 2, ten vSak podlehne pokuseni a prvni hra¢ skonci
oSkuban. Dvojice (zrada, zrada) predstavuje stav, kdy hraci na-
vzajem nespolupracuji, popf. se pfimo navzajem poskozuji a jsou
za to potrestani.
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Kde se napfiklad vézriovo dilema objevuje

e Budovani CistiCky odpadnich vod
(dva velké hotely u jednoho jezera):

— Spolupréace = vybudovat Cisticku
— Zrada = nevybudovat CistiCku

Odmeéna = Cista voda pfithhne turisty — zakazniky, zvysi
se zisky, museli jsme v3ak investovat jistou Castku

Pokuseni = vyuZit zlepSeni zplisobené vybudovanim
CistiCky u druhého hotelu, ale pfitom uSetfit na investici
— Trest = Spinava voda odlaka turisty, ktefi radéji pojedou
jinam, zisk klesne na nulu
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e Duopolisté:
— Spoluprace = dohodnout se na optimalnim mnozstvi
vyroby (odpovidajicim monopolu)
— Zrada = porusit dohodu
— Odména = nejvetsi zisk pro obé strany

— Pokuseni = vyrabét o néco vice a ziskat vice na Ukor
druhého duopolisty

— Trest = celkové mensi zisk pro oba
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e VWybirani émelikd:
— Spoluprace = vzajemné vybirani
— Zrada = nechat si vybrat ¢meliky, ale neoplatit to

— Odména = zbavim se ¢melikl, nicméné za to zaplatim
vybranim Vasich

— Pokuseni = zbavim se ¢meliki a pfitom mne to nestoji
Zadnou nadmahu

— Trest = émelikll se nezbavim a trapeni s nimi je horsi
nez trocha namahy s vybiranim Vasich
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e Vefejna doprava:

— Spoluprace = poctivé platit
— Zrada = neplatit

— Odmeéna = vefejna doprava funguje, mohu ji vyuZivat,
jistou ¢astku mésicéné vSak za to zaplatim

— PokuSeni = vyuZivat, ale neplatit

— Trest = (témér) nikdo neplati, doprava je zruSena, mu-
sim si platit taxi, coZ je mnohem drazsi nez plvodni
poplatek za vefejnou dopravu

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

e Koncesionéarské poplatky:

— Spoluprace = platit
— Zrada = neplatit

— Odmeéna = vefejnopravni rozhlasové Ci televizni vysi-
lani funguje, mohu jej sledovat, ale néco méalo mne to
stoji

— PokuSeni = neplatit, ale sledovat

— Trest = (ttméf) nikdo neplati, vysilani je zruSeno

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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e Bitva:

— Spoluprace = bojovat

— Zrada = schovat se

— Odmeéna = vitézstvi, oviem také riziko zranéni
— PokusSeni = vitézstvi bez rizika zranéni

— Trest = nepfitel zvitézi bez boje

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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e Nukleéarni zbrojeni:

— Spoluprace = odzbrojit

— Zrada = zbrojit

— Odmeéna = svét bez jaderného nebezpeci
— Pokuseni = byt jako jediny vyzbrojen

7 w7

— Trest = vSichni zbroji, plati za to velké ¢astky a navic
hrozi nebezpeci

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Opakované véznovo dilema

Jak jsme vidéli dfive, uskuteCni-li se hra jednou a neni mozné
dopfedu uzavfit skuteCné zavaznou dohodu, zvoli racionalni hrac

7 w O

dominujici strategii zrada. Ocita-li se vSak dana dvojice hracu ve
stejné situaci opakované, v nekonecném ¢&i neurCitém c¢asovém
horizontu, pak spoluprace neni nutné iracionalni:

O Priklad 2: Véznovo dilema 3
UvaZujme nasledujici modifikaci véznova dilematu:

Hrac 1

Spoluprace Zrada
Spoluprace (3,3) 0,5)

Zrada (5,0) (1,1)
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Pfedstavme si, Ze hra se bude opakovat, pficemZz v kazdém
kole je pravdépodobnost, Ze se uskutecni jesté i kolo nasledu-
jici, rovna 2/3.

Budou-li dva hraci spolupracovat, pak o¢ekavana hodnota vyhry
je pro oba rovna

Tg=3+3-24+3-(3+3-3)*+--+3-3)"+---
Uvédomme si, Ze pravdépodobnost, Ze nastane druhé kolo, je
33=07
pravdépodobnost, Ze nastane tfeti kolo, je
37 3=0)

atd.
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Strategie v opakované hfe je kompletni plan, jak se hrac za-
chova v pribéhu celé hry ve vdech moZnych situacich, v nichz se
m{iZe ocitnout.

UvaZujme napfiklad strategii nevrazivec:
Spolupracuj, dokud Té druhy nezradi, pak vzdy zrad'

Setkaji-li se dva nevraZzivci, budou navzdy spolupracovat — dokud
bude hra trvat — a kazdy ziska hodnotu 7.
Snadno Ize dokonce ukézat, Ze dvojice strategii

(nevrazivec, nevrazivec)

je rovnovazny bod dané hry.
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Predstavme si, Ze jeden z hracli se od strategie nevraZivec odchyli, tj.
zvoli jinou strategii, kterou si oznacime jako deviant. V nékterém kole
tedy tento deviant zradi, pfestoZe protihr&¢ dosud spolupracoval (toto
kolo mliZe byt i prvni). Necht k této odchylce doslo poprvé v kole n + 1.
ProtoZe deviant hraje s nevraZivcem, v dalSim kole bude protivnik volit
strategii zrada a jiz u ni zlistane. Deviant tedy nemUZe ziskat vice nez

Tp=3+3-2+43-(32+3-(2)3+---+3-3)" 1+

+5- (3" +1- (3 4+

(mohl by ziskat jesté méné, kdyby v nékterém z néasledujicich kol volil
spolupraci).

Protoze

T = (3-5) (BB -1 B e B 1) G

nevyplati se odchylit.

Podobné mliZeme uvazovat strategii pljcka za oplatku, ktera za-
¢ne spolupraci a pak v kazdém kole vzdy opakuje pfedchozi tah
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protivnika. Dvojice
(plijcka za oplatku, pljcka za oplatku)

rovnéz predstavuje rovnovazny bod.
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Priklady strategii v opakovaném véznove dilematu

Vzdy spolupracuje (Always Cooperates)
Vzdy zradi (Always Defects)

Nevrazivec (Grudger, Spiteful): Spolupracuje, dokud jej protihrac
nezradi, pak navzdy zrazuje (neodpousti).

Pljcka za oplatku (Tit for Tat): V prvnim tahu spolupracuje, v dal-
Sich opakuje tah protihrace (zradi-li v jednom kole protihrag, v
kole nasledujicim plijcka za oplatku zradi, na spoupraci odpovi
v nasledujicim kole spolupraci).

Podezirava pljcka za oplatku (Mistrust): V prvnim kole zradi, v
dalSich se chova jako pUjcka za oplatku — opakuje predchozi
tah protihrace.

Naivni pokusitel (Naive Prober): Jako plijcka za oplatku, ale ob-
¢as, zradi (napf. ndhodné, v préiméru jednou za 10 tah().

Kajicny pokusSitel (Remorseful Prober): Jako naivni pokusitel, ale
shaZi se o ukonceni cyklu S-Z zplisobeného vlastni zradou: na
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zradu, ktera nasleduje jako odpovéd na jeho vlastni nespraved-
livou zradu, jednou zareaguje spolupraci

Nelitostna pUjc¢ka za oplatku (Hard Tit for Tat): Spolupracuje s vy-
jimkou situace, kdy protivnik zradil aspon jednou v poslednich
dvou kolech.

Postupna (Gradual): Spolupracuje, dokud protivnik nezradi. Potom
po prvni zradé jednou zradi a dvakrat spolupracuje, po druhé
zradé dvakrat po sobé zradi a dvakrat spolupracuie, . . ., po n-té
zradé n-krat po sobé zradi a dvakrat spolupracuje, atd.

Postupny zabijak (Gradual Killer): V prvnich péti kolech zradi, pak
dvakrat spolupracuje. Jestlize protivnik v 6. a 7. kole zradi, pak
postupny zabijak zlstane navzdy u zrady, v opacném pripadé
navzdy spolupracuje.

Nelitostna pljcka za dvé oplatky (Hard Tit for 2 Tats): Spolupracuje

kromé pfipadu, kdy protivnik zradil aspon dvakrat po sobé v po-
slednich tfech kolech.

Nézna pljcka za dvé oplatky (Soft Tit for 2 Tats): Spolupracuje kromé

pfipadu, kdy protivnik zradil ve dvou po sobé jdoucich kolech.
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Pomala pUjcka za oplatku (Slow Tit for Tat): Hraje S-S, potom po-
kud protivnik hral dvakrat po sobé stejny tah, hraje tah opacny.

Periodicky ZZS (Periodically DDC): Hraje periodicky Zrada—Zrada—
Spoluprace

Periodicky SSZ (Per. CCD): Hraje periodicky Spoluprace—Spoluprace—
Zrada

Nézna vétsSinova (Soft Majority): Spolupracuje, pak pouZije strate-
gii, kterou protivnik pouzil nejcastéji; jsou-li Cetnosti obou protiv-
nikovych strategii stejné, pak spolupracuje.

Kruta vétSinova (Hard Majority): Spolupracuje, pak pouZije strate-
gii, kterou protivnik pouzil nejcasteéji; jsou-li Cetnosti obou protiv-
nikovych strategii stejné, pak zradi.

Pavlov: Spolupracuje pravé tehdy, kdyz v predchozim kole zvolili
oba hraci stejnou strategii, jinak zradi.

Pavlov P,: Prizplisobuje pravdépodobnost spluprace v jednotkach
1/n podle toho, jak si vedla v pfedchozim kole: Jestlize v pred-
chozim kole spolupracovala s pravdépodobnosti p, pak v nasle-
dujicim spolupracuje s pravdépodobnosti
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p® + =min(p + +,1), Ziskala-li Od;
p© + =max(0,p — 1), ziskala-li T;
p® 2, Ziskala-li P;

p© 2, Ziskala-li Os.

Nahodna (Random): Spolupracuje s pravdépodobnosti 1/2.

Nelitostna Joss (Hard Joss): Hraje jako ptjcka za oplatku, ale spo-
lupracuje jen s pravdépodobnosti 0,9 (Joss — €inska modla).

Nézna Joss (Soft Joss): Hraje jako pUjcka za oplatku, ale zradi jen
s pravdépodobnosti 0,9.

Velkorysa pUjcka za oplatku (Generous Tit for Tat): Hraje jako ptjcka
za oplatku, ale po zradé spolupracuje s pravdépodobnosti
_ P-0d 0d-T
Od—0Os" P-T )

9(0d, T, P,Os) = min (1
LepSi a lepSi (Better and Better) Zradi s pravdépodobnosti (1000 —
poradi kola) /1000, tedy s pravdépodobnosti mensi a mensi.

HorSi a horSi (Worse and Worse): Zradi s pravdépodobnosti pofadi kola,/1000,
tedy s pravdépodobnosti vétsi a vétsi.
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Axelrodidv turnaj

V roce 1981 usporadal Robert Axelrod pocitacovy turnaj, v némz
se 15 rliznych strategii pro opakované véziiovo dilema, zaslanych
pfednimi hernimi teoretiky, utkaly kazda s kazdou v zapasech o
200 tazich (celkem 15 x 15 zapastl). Sc¢italy se vzdy body ziskané
na zakladé matice

Hrac 1

Spolupréace Zrada
Spoluprace (3,3) 0,5)

Hrac 2

Zrada (5,0) (1,1)

Ke znacnému pfekvapeni vSech zlOCastnénych ziskala nejvice
bodd velmi jednoducha strategie: pljcka za oplatku, kterou do
soutéze zaslal Anatol Rapoport, psycholog a odbornik na teorii
her.

V rozboru turnaje Axelrod rozlisil nasledujici kategorie strateqgii:
e Mila strategie — nikdy nezradi jako prvni (jen v odvete),

Podla strateaie — aspon nékdv zradi iako prvni.
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V soutéZi bylo 8 milych strategiich a obsadily prvnich 8
mist (nejuspésnéjsi ziskala 504,5 bod{, coz odpovida 84%
standardu 600 bodU, dalsi milé ziskaly 83,4%—78,6%; nej-

vvvvvv

Odpoustéjici strategie — miiZe odplacet, ale ma kratkou
pamét, zapomina staré kfivdy,

Neodpoustéjici strategie — staré kfivdy nikdy nezapomene,
nevymani se z cyklu vzajemnych odvet ani proti smiflivemu
protivnikovi.

Nezavistiva strategie — jde ji o vlastni zisk, ne o porazku
soupere,

Zavistiva strategie

Vyprovokovatelna strategie — nenecha se ,o8kubat“ ne-
milymi strategiemi,

Nevyprovokovatelna strategie
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Druhy turnaj

V druhém Axelrodoveé turnaji, ktery nasledoval nedlouho po prv-
nim, nebyl pevné stanoven pocet kol, ale turnaj probihal analo-
gicky s evoluci pfirodnim vybérem: vSem strategiim byla pfifa-
zena vyhra uréujici pocet potomki (pfi stalém celkovém poctu
nych, asi po 1000 generacich bylo dosazeno stability. | zde zvi-
tézila pljcka za oplatku.
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Vyskyt opakovaného véznova dilematu
(dalsi pfiklady)

e Vale¢na fronta — Zij a nech Zit:

— Spoluprace = Zit a nechat Zit
— Zrada = zabit kazdého, kdo k tomu da prilezitost
— Odména = preziti dlouhych vale€nych let

— PokuSeni = zneuZit toho, Ze protivnik je snadnou ko-
fisti, a dopomoci si napfiklad k vyznamenani — preci
jen je lepsi se nepfitele zbavit

— Trest = vSichni stale ve stfehu, dokonale kryti,. . .
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e Vypomoc samcll paviana anubiho:
— Spoluprace = pomoci druhému sameckovi pfi pafeni
zahanét nepfritele
— Zrada = neoplatit pomoc
— Odmeéna = Gspésné pareni, mladata

— Pokuseni = vyuzit pomoc, ale neoplatit ji a tim uSetfit
¢as a ndmahu

— Trest = méné mladat

V pfirodé: ¢im Castéji samecek A podporuje samecCka
B, tim Castéji i B podporuje A.
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e Fikovnik a vosicky chalcidky:

— Spoluprace = vyvazeny pomér mezi kvéty, které chal-
cidka uvnitf fiku opyluje, a kvéty, do nichz naklade va-
jicka

— Zrada = naklast vajicka do vice kvétl

— Odména = Sifeni genl

— Pokuseni = naklast vajicka do vice kvétl a tim zvysit
pocet potomkd

— Trest =fik i s celou ,zradnou rodinou“ schozen, rodina
vymira

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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e Stfidani pohlavnich roli u hermafrodita kanice:
— Spoluprace = jsem-li nyni samecek, stanu se pfisté
samickou
— Zrada = po sameckovi se opét stat sameCkem
— Odmeéna = harmonické souziti, mnoho potomkd
— Pokuseni = zopakovat si snadnou Glohu samecka

— Trest = vztah se rozpadne

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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e Upir Desmodus rotundus (netopyr sajici krev savcll) —
krmeni hladovych jedinc(:

Spoluprace = po GspésSném lovu nakrmit nelspésné
.Kolegy*

— Zrada = nechat si vSe pro sebe

Odména = dlouhodobé Uspésné prezivani

Pokuseni = v pfipadé nouze se nechat nakrmit, o svUj
Ulovek se vSak nedélit

— Trest = v pfipadé netspésného lovu smrt vyhladové-
nim

V pfirodé: Jedinci, ktefi se vratili z nedspésného lovu,
jsou aspésnymi, a to i nepfibuznymi, krmeni; poznaji
se.
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Definice 1. Uplny rovnovazny bod — subgame perfect
equilibrium (Selten, 1975)

rovnovazny bod pro kazdou podhru ptvodni hry; tj. dané
strategii jsou nejlepSi odpovédi jedna na druhou bez ohledu
na to, kterého uzlu ve stromu hry bylo dosazeno

O Priklad 3.

Vzdy zrad — Gplny rovnovazny bod
Pljcka za oplatku — rovnovazny bod, ale ne Uplny

Tvrzeni. Pro kazdé p; 0 < p < 1, existuje rovnovazny bod,
vV némZ se p objevuje jako zlomek €asu, kdy dochazi ke
vzajemné spolupraci

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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7 EVOLUCNI TEORIE HER
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

0 neomezenaracionalita

O uplnéainformace

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

[0 neomezena racionalita
slozité dopravni nebo pocitacoveé sité:
omezené vypocetni moznosti

O uplnainformace

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

[0 neomezena racionalita
slozité dopravni nebo pocitacoveé sité:
omezené vypocetni moznosti

O uplnainformace
neni vZzdy k dispozici Uplna informace o povaze ostat-

7z w O

nich hracu, o jejich moznych strategiich a preferencich

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

0 neomezena racionalita
sloZité dopravni nebo pocitaCové sité:
omezené vypocetni moznosti

O uplnainformace
neni vZzdy k dispozici Uplna informace o povaze ostat-

7z w O

nich hracu, o jejich moznych strategiich a preferencich

~ hraci se ,uci" volit optimalni strategie v opakovanych hrach

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

0 neomezena racionalita
sloZité dopravni nebo pocitaCové sité:
omezené vypocetni moznosti
O uplnainformace
neni vZzdy k dispozici Uplna informace o povaze ostat-
nich hracl, o jejich moznych strategiich a preferencich

~ hraci se ,uci" volit optimalni strategie v opakovanych hrach

~ EVOLUCNI TEORIE HER

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

1979 B. A. Baldwin, G. B. Meese: Skinnertv chlivek

Nazornou analogii toho, co se dé&je v dlouhém ¢asovém horizontu
na (rovni gentl v evoluci, je ueni se jedince, ktery se opakované
ocita ve stejné rozhodovaci situaci, v kratkém ¢asovém horizontu
jeho Zivota. Snad nejzajimaveéjSim a pfitom velmi jednoduchym
prikladem je pokus, ktery v roce 1979 provedli B. A. Baldwin
a G. B. Meese s dvoijici prasat ve specialné upraveném Skinne-
rové boxu (Ci spiSe chlivku): na jedné strané boxu je paka, jejiz
stisknuti uvede do chodu nasypku s potravou umisténou na dru-
hém konci boxu. Ponechéa-li se v boxu jedno prase, nauci se,
Ze stisknuti paky zplisobi sypani urcité davky potravy, a bude
postupné pfebihat mezi pakou a korytkem u nasypky. OvSem
Baldwin a Meese do chlivku umistili dvé prasata a vytvorili tak
moznost, aby jedno prase vykofistovalo druhé — stalo u korytka
a cpalo se, zatimco druhé by ovladalo paku a béhalo ke korytku.
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Mezi dvojici prasat se vZdy ustanovi hierarchie dominantni — sub-
misivni; kdo vS8ak v naSem pokusu bude stat u korytka a Ce-
kat a kdo bude mackat paku a béhat? Donuti dominantni prase
submisivni k obsluze paky? Situace je schematicky zndzornéna
na nasledujicim obrazku (dominantni prase je znazornéno jako
velké, submisivni jako malé):

DalSi obrazky pak ilustruji, jak experiment dopadl.
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Strategie jsi-li dominantni, sed’ u koryta, jsi-li submisivni, macke;j
paku vypada na prvni pohled rozumné, neni vSak rovnovazna:
submisivni prasatko by bé&halo od paky ke korytku, nikdy by vSak
za svou namahu nebylo odménéno, protoZze dominantni prase
by je k potravé nepustilo; vyhodnéjsi by pro néj bylo nic ne-
délat, protoZe by aspon neztracelo energii. Brzy proto s touto
zbyte€nou snahou skonci a dominantnimu praseti nezbude, nez
mackat paku samo. Nakonec tedy bude submisivni prasatko Ce-
kat u korytka a velké bude macCkat paku a pak se vzdy vyfiti
pres cely chlivek ke korytku, odstréi submisivni prasatko, které
zatim stacCilo aspon néco pojist, a doji zbytek. Pokus skutecné
takto dopadl|, a to dokonce i v pfipadé, ze davka potravy byla
tak mala, Ze submisivni prasatko stacilo snist vice potravy nez
dominantni. Dvojice strategii (mackej paku, sed u koryta) pro do-
minantni a submisivni prase je rovhovaznym bodem ve smyslu
vySe uvedené definice.

Pokud bychom se na stejnou situaci podivali Cisté matematicky
z pohledu teorie her, pak bychom si sestavili model pomoci dvoj-
maticové hry, ktery by vypadal napfiklad takto:
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e

Strategie Stiskni paku Sed u koryta
] Stiskni paku (8,—2) — (5,3)
'/l
Sed u koryta (10, —2) — (0,0)

V modelu jsme uvazovali zisk z celé davky potravy v hodnoté
10 jednotek uZzitku, ztratu danou ndmahou spojenou s mackanim
paky a béhanim v hodnoté —2 jednotek a mnoZstvi potravy, které
submisivni praséatko staci pojist, nez je odstréeno dominantnim,
v hodnoté 4 jednotek (tyto hodnoty byly zvoleny nahodné a las-
kavy ¢tenar sije miiZe libovolné zménit; ze strategického hlediska
se nic nezméni, ohodnotime-li namahu libovolnym zapornym cis-
lem, ziska-li €ekajici submisivni prasatko nezaporny pocet jedno-
tek a nezaporny pocet jednotek zbude na prase dominantni).
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Racionalné uvazujici hraci by dospéli k rovnovaznym strategiim
nasledujicim zplisobem. Z pohledu druhého hrace — submisiv-
niho prasatka — je prvni strategie dominovana druhou a mize
byt proto rovnou eliminovana. Prvni hra¢ — dominantni prase —
predpoklada racionalitu svého protivnika a uvédomi si, Ze bude
volit svou druhou strategii; rozhoduje se tedy mezi ziskem 0 a 6
jednotek, coz jej dovede k volbé prvni strategie. Postupnym eli-
minovanim dominovanych strategii tak racionalni rozhodovatelé
dosli ke stejnému zavéru jako naSe pokusna zvifata — ke dvoijici
rovnovaznych strategii (mackej paku, sed u koryta). Snadno se
nahlédne, Ze tato dvojice strategii splfiuje podminku pro rovno-
vazné strategie.
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ROVNOVAZNE STRATEGIE V BIOLOGII

Aplikace souvisejici s bojem, kooperaci a komunikaci Zivocich,
koexistenci rliznych ryst, zplsoby pareni, konflikty mezi pohla-
vimi, po¢tem a pomérem pohlavi potomk, rozdélenim jedincl
v jejich vyskytisti; otazky kliceni a rozptyleni semen, konkurence
kofent, produkce nektaru, velikosti kvétd, aj.

R. A. Fisher: The Genetical Theory of Natural Selection, 1930
— pomér pohlavi, vybér partnerll pro pareni

Historicky meznik:
J.Maynard Smith, G.R. Price: The Logic of Animal Conflict, 1973

J. Maynard Smith: Evolution and the Theory of Games, 1982

Brzy se ukazalo nejen to, Ze principy chovani Zivocicht i rostlin pfi
vzajemnych interakcich i celou evolu¢ni teorii Ize zatim nejuspo-
kojivéji objasnit z pohledu teorie her, ale dokonce i to, Ze nejslib-
néjSi aplikace teorie her jsou prave v biologii! Na jedné strané je
zcela pochopitelné, Ze problematika konfliktu ¢i spoluprace rliz-
nych zivych organisml do teorie her svym obsahem patfi, nebot
prave to je jejim pfedmeétem, na druhé strané si ¢loveék tézko do-
kadze predstavit, Ze si tfeba Sténice Ci dokonce fikovnik sestavi
matematicky model rozhodovaci situace, v niz se ocitl, vvtvofi si
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pfehled moZnych strategii, oceni si mozné vystupy a pak pomoci
aparéatu teorie her urci optimalni strategii. OvSem ukazuje se, Ze
dokonce ¢im méné vyvinuta je schopnost organismu premysiet,
tim lépe se teorie her jevi fungovat!

Hra gend

AC se nam to mliZe na prvni pohled zdat nemozné, vysvétleni je
zcela jednoduché: jako hrace staci uvazovat geny, které fidi cho-
vani organismu, tj. voli pro organismus strategie v konkrétnich
situacich; genem pfitom budeme rozumeét ¢ast chromozomu, do-
state¢né malou na to, aby pfezila v mnoha generacich a byla roz-
Sifena v populaci v mnoha kopiich. Strategii bude behavioralni
fenotyp, tj. chovani ,pfedprogramované” geny — specifikace toho,
co bude jedinec délat v jakékoli situaci, v niZz se mliZe ocitnout;
konecné vyplatni funkci bude reprodukéni ,,zdatnost, tj. schop-
nost genu zachovat se a Sifit v genotypu populace (genotypem
se rozumi soubor vSech gend, které ma organismus k dispozici
pro zajisténi svych biochemickych, fyziologickych a morfologic-
kych vlastnosti a znakd; fenotyp je soubor vSech pozorovatelnych
vlastnosti a znak{ organismu.)

Ani kudlanka, ani jeji geny samozfejmé nic ,nepocitaji“, stejné
iako svételnv papnrsek nepodita svou traiektorii mezi dvéma bodv
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po lomu &i odrazu a nehleda, kterou trasu urazi v nejkratSim case
— jeho trajektorie je jednoduchym dlsledkem fyzikalnich zakon.
Podobné miZe byt jednoduchym ddsledkem zakonl populaéni
genetiky, Ze v rovnovazném stavu jsou maximalizovany jisté ve-
liCiny; nic se pfitom nefika o zameéru ¢i umyslu.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Hra gend

hraci = geny, které fidi chovani organismu, tj. voli pro organismus
strategie v konkrétnich situacich

gen = ¢ast chromozomu, dostateCné mala na to, aby preZila
v mnoha generacich a byla rozSifena v populaci v mnoha ko-
piich.

strategie = behavioralni fenotyp, tj. chovani ,pfedprogramované*“
geny — specifikace toho, co bude jedinec délat v jakékoli situaci,
Vv niz se miiZe ocitnout

vyplatni funkce = reprodukéni ,zdatnost”, tj. schopnost genu
zachovat se a Sifit v genotypu populace.

genotyp = soubor vSech gend, které ma organismus k dispozici
pro zajisténi svych biochemickych, fyziologickych a morfologic-
kych vlastnosti a znakd

fenotyp = soubor vSech pozorovatelnych vlastnosti a znak{ or-
ganismu.
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Zjednodus$ené feceno, k pochopeni zakladnich principt evoluce
si staCi predstavit, Ze kdysi davno, pfed Ctyfmi miliardami let,
vznikla — tfeba nahodou — molekula schopna replikace, vyroby
svych vlastnich kopii, a zaCala se mnozit. Pfi replikaci obCas do-
Slo k chybam cCili mutacim, z nichz pravdépodobné vétSina byla
pro svou nositelku nevyhodnéa a vedla k jejimu brzkému zaniku
bez moZznosti dalSiho rozmnozZovéani, nékteré vedly k molekulam
schopnym dalSi replikace a nékteré byly pro své nositelky do-
konce vyhodou; vedle sebe se tak mnozily rtizné replikujici se
molekuly a s rostoucim po¢tem mezi sebou musely zacit soupefit
o stavebni jednotky pro replikaci. Ty méné UspésSné se pak mno-
Zily méné, pfipadné ¢asem zanikly, uspesnéjsi se zaCaly mnozit
vice a Sifit v prostfedi. Chyby v replikaci vedouci k vétsi stabilité Ci
sniZujici stabilitu ostatnich replikatort byly timto zplisobem ucho-
vavany a mnozeny. Nékteré ,dravé"” replikatory mohly pfipadnout
na zplsob, jak Stépit molekuly jinych a pouZit vzniklé stavebni
jednotky na stavbu vlastnich kopii, jiné se mohly zacit chranit po-
moci rtiznych schranek. Dale pfezivaly a mnozily se replikatory,
které mély lepsi a €inngjSi nastroje na preziti. Tyto nastroje se
postupné vylepSovaly miliardy let, ze vzajemnych soutézi vzdy vi-

VW wrws

strategii (at jiz doslova vzorec chovani Ci tfeba morfologickou
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vlastnost). TéZko pfekonatelnymi slovy R. Dawkinse:

Jaké podivné néastroje sebezachovani pfinesla nasledujici tisici-
leti? Co mélo byt osudem prastarych replikatorti za 4 miliardy
let? Nevymfely, nebot jsou davnymi mistry v uméni pfezit. NeCe-
kejte vSak, Ze je uvidite volné plavat v mofi. Této dobrodruzné
svobody se davno vzdaly. Dnes se hemZi ve velkych koloniich,
bezpelné usazeny v gigantickych nemotornych robotech, oddé-
leny od okolniho svéta, s nimz komunikuji slozitymi nepfimymi
cestami a manipuluji prostfednictvim dalkového ovladani. Jsou
pfitomny ve vas i ve mné, stvorily nas, télo i mysl, a jejich zacho-
vani je koneé¢nym diivodem nasi existence. Udélaly velky pokrok,
tyto replikatory. Dnes se jim fika geny a my jsme jejich nastroje
preziti.
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Generaci za generaci se ,schranky genl, tj. Zivé organismy Fi-
zené geny, utkavaji ve vzajemnych soutézich, geny, které svym
nositeldm zvolily nejlepsi strategii a umoznily jim preziti a roz-
mnoZovani, se dale Sifi a postupné tak dochazi k jejich ,uceni*.
Vysledkem je, Ze se jejich nositelé chovaji tak, jako by védomeé
hledali optimalni strategie a tak, jak by jim pfedepsala teorie her;
misto vypoctu vSak geny k rovnovazné strategii dospély uvede-
nym postupnym prizplisobovanim se a pfirodnim vybérem.
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Evolucné stabilni strategie

EvoluCné stabilni strategie = strategie, kterou — je-li pfijata
vSemi ¢leny populace —nemf{iZe pfekonat Zzadna jina vtom smysiu,
Ze mutant, ktery by ji pouzival, by byl méné Uspésny v reprodukci.

[] Specialnipfipad: populace s nekone¢né mnoha €leny, ktefi se
mnoZi asexualné a navzajem se stfetavaji vzdy po dvoijicich (tyto
konflikty mizeme modelovat pomoci hry dvou hracd v normalnim
tvaru s vyplatnimi funkcemi uy, us)

strategie I je evolucné stabilni, jestlize pro kazdou strategii J # [
plati:

U1<],I) >u1(J7])
nebo wy(I,I)=wuy(J,I) azaroven wuy(l,J) > uy(J,J)

I evolucné stabilni strategie = (7, I) rovnovazny bod
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O Jestfabi a hrdliCky

Zakladni model, ktery je sice velmi zjednoduSeny, avSak ktery
ukazuje podstatu véci, je nasledujici. UvaZzujme populaci jednoho
druhu, ktera pfi boji stavi pouze na dvou rliznych strategiich; na-
zvéme je strategie jestfaba a strategie hrdlicky. Pojmenovani je
obrazné a pouze vystihuje zplisob chovani: jestfab bojuje vzdy
tvrdé a nesmlouvavé a vzdava se jen tehdy, je-li vazné zranén
(Ci zabit), hrdlicka se uchyluje pouze k symbolické hrozbé a pfi
pfimém Gtoku prcha nezranéna. Pfedmétem boje mlze byt na-
pfiklad vyhodné teritorium, které vede ke zvy3eni ,zdatnosti“ jeho
uzivatele (a tim i jeho gen{) o hodnotu V; celkova zdatnost pora-
Zeného ofitom nemusi bVt nulova — iedinec ien zlstava v horsim
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teritoriu. Ztratu ze zranéni ocefime hodnotou C. Budeme pfedpo-
kladat, Ze vSichni jestfabi jsou stejné schopni bojovnici, takZe pfi
vzajemném stfetnuti kazdy z nich s pravdépodobnosti 1/2 zvitézi
a se stejnou pravdépodobnosti bude zranén a poraZen. P¥i stfet-
nuti dvou hrdliek bude teritorium sdileno rovnym dilem; jedna-li
se 0 nedélitelny zdroj, budeme opét uvazovat ndhodné rozdéleni
mezi obé& soupefky. PFislusna dvojmaticova hra pro libovolnou
dvoijici ¢lent populace vypada takto:

Strategie Jestrab Hrdlicka
Jestiab (54, 59) (V,0)

)

Hrdlicka (0,V) (¥,

o<
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Strategie Jestrab Hrdlicka
Jestiab (54, 59) (V,0)
Hrdlicka (0,V) (¥, %)

Strategie hrdlicka neni nikdy evolu¢né stabilni, protoZe popu-
lace hrdlicek midize byt napadena jestfabim mutantem, jemuz se
v populaci hrdlicek dafi Iépe nez hrdlickam samotnym.

Je-li V > C, pak evolucné stabilni strategii je jestrab.

Rypous sloni: je cena za vitézstvi ohromna: témer Uplny mono-
pol nad harémem samic; souboje také byvaji velmi zufive.

Je-liV < C, pak neni ani jedna z ryzich strategii evolu¢né stabilni
(hra nemé ani Zadny rovnovazny bod). Rovnovaznou strategii je
smiSena strategie obsahujici strategii jestfab s pravdépodobnosti
p = V/C; tato strategie je evolu¢né stabilni.

Hru ,na hrdlicky a jestfaby" je mozné komplikovat pfidavanim libo-
volného mnoZstvi dalSich strategii, zavadénim rliznych asymetrii
apod.
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Rypous sloni: V >> C
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O Pfiklad 1 — Souboj pohlavi

Uvazujme dvojici partnerll. Cilem kaZdého z nich je, aby co nej-
vice jejich potomk{ prezilo. Ovsem ¢im méné musi investovat do
kazdého mladéte, tim vice mladat mdze mit — toho mlze nej-
jednodusseji dosahnout tim, Ze donuti partnera, aby do kazdého
mladéte investoval vice prostfedki, a sam bude mit dalsi potomky
s jinymi partnery. Takovymto partnerem byva vétSinou otec: na-
priklad u savcl se plod vyviji v t€le matky, matka také produkuje
mléko a nese bfemeno vychovy a ochrany mladéte a celkem tak
do potomka investuje vice nez otec; to zacina uz tim, Ze vajicko
je podstatné vétsi nez spermie. Kdyby mladé opustila, hrozi, Ze
by se otec zachoval stejné a mladé by zemrelo. Pro samicku je
pak mnohem nakladné;jsi pfivést na svét dalSiho potomka, nez
pro otce.

~r 7

Jak miZe samicka sniZit miru, do jaké ji samecek vyuziva? Jakmile
dojde k pafreni, jiz své velké vajicko plné Zivin obétovala, samec
ziskal vyZivu pro své potomky a nic jej nedrZi. Jedina Sance tedy
je, primét samecka k urcitym vydajim ¢i obétem predem, tedy
odmitat kopulaci, dokud samecek napfiklad nepostavi hnizdo,
neshromazdi dostatek potravy a podobné. Tim samecka "otes-
tuje” — jestlize sameCek nebude mit dostatek trpélivosti, aby vSe
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podstoupil, Ize prfedpokladat, Ze nebude ani pfilis vérny; ten, kdo
vytrva, prokaze urcitou vérnost a vytrvalost pfedem. Navic ¢im
delSi budou namluvy a ¢im naro¢nejsi budou tkoly, které musi
samecek splnit, tim méné se mu bude chtit samicku posléze
opustit, protoZze by musel toto vSechno podstupovat znovu.

Kdyby se vSechny samicky chovaly takto, nemél by "zaletny” sa-
mecek, ktery by nechtél pfed pafenim podstoupit narocné na-
mluvy, Sanci se rozmnoZit. V populaci pak budou sami vérni sa-
meckové. Kdyby se vSak v této situaci objevila samicka (fikejme ji
"nevazana”), ktera by zadné ukoly nevyzadovala, uSetfila by Cas
vyplytvany prodlouzenymi namluvami a jeSté by o ni byl veliky
zajem. Jeji geny by se zacaly Sifit rychleji nez geny “zdrzenli-
vych” samiCek. OvSem v populaci, kde vétSina samicek je "ne-
vazanych”, by byl v ohromné vyhodé samecek, ktery by hned po
kopulaci samiCku opustil a zaCal by se péfit s jinou. V takovém
pfipadé by pak "nevazana” samitka musela vSe zajistit sama a
byla by na tom hife neZ samicka "zdrZenliva”, jejiz geny by se
zase zacaly Sifit v populaci.

Matematicky miZzeme situaci vyjadfit napriklad takto: Uvazujme
dvé rlizné strategie (tj. nevédomé programy chovani) samicek:
zdrZenlivd a nevazana, a dve strategie samecka: vérny a zalet-
nik. ZdrZzenliva samiCka nepfistouni na kouplaci. dokud samec
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nepodstoupi dlouhé a nakladné namluvy, trvajici nékolik tydnu.
Nevazané samicky se budou péfit ihned s kymkoli. Vérny sa-
mecek je pfipraven na dlouhé dvoreni a po kopulaci zlistava se
samic¢kou a pomaha ji s vychovou mladat. Zaletnik, pokud se s
nim samiCka nechce hned péfit, ztraci trpélivost a hleda si jinou
samiCku; po kopulaci se nezdrzuje a vyrazi za dalSi samickou.
UvaZzujme naméatkové zvolené hodnoty pro vydaje a prospéch,
které vyjadiuji "zisk” z ispésné vychovaného mladéte (+15 bod(
pro kazdého rodice), vydaje na vychovu, potravu, ¢as straveny
hlidanim, ochranu apod (-20 bod{ pro toho, kdo vychovava - tj.
bud celkem pro oba, nebo jen pro opusténou samicku), ¢as vy-
plytvany prodlouzenymi namluvami (-3 body):

Strategie Vérny Zéaletnik
Zdrzenliva (2,2) (0,0)

Nevazana (5,5) (—5,15)
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| kdyZ se v pfirodé setkAvame spise s tzv. genetickym polymor-
fismem, kdy urcita ¢ast populace pouziva jednu strategii a zbytek
druhou, jsou druhy, které pouZivaji skuteCné smiSené strategie,
napfiklad vosa severoamericka kutilka. Kazda samice se stara
sama o sebe, svlj Zivot zasvécuje shanéni pristfesi a potravy pro
své larvalni potomstvo: vyhloubi tunelovou noru s komlrkou na
dné, vyrazi na lov sarancete, svou obét paralyzuje a odtahne do
nory; kdyz nashromazdi Ctyfi aZz pét sarancat, poloZi na hromadu
vajicko a chodbu uzavfe. Larva pak v komdrce, dokud nedospéje,
pojida paralyzovana (avSak Ziva a tedy Cerstva) sarancata.
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Kazdéa kutilka ma pfitom k dispozici dvé mozné strategie: hloubit
vlastni noru, anebo obsadit noru cizi, jiz vyhloubenou (to vSak
v sobé nese riziko, Ze nora mliZe byt obsazena, coZ vosa zvenku
nepozna). Snadno si pfedstavime, Ze v pfipadé, Ze by byla pfilis
Casto pouZivana druha strategie, nebylo by co obsazovat a vy-
platilo by se hloubit vlastni hnizdo, velka dostupnost chodeb by
naopak upfednostfiovala obsazovani.
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J. Brockmannova, R. Dawkins a A. Grafen studovali Casové a ener-
getické vydaje a reprodukéni zisky kutilek a ukazali, Ze na zakladé
pozorovani a kvantitativnich méfeni je jednak skuteCné mozné ur-
Cit konkrétni a realné hodnoty vyplatnich funkci, jednak ukazali,
Ze kutilky pouzivaji ,opravdové” smisSené strategie: kazda kutilka
nékdy kope, nékdy obsazuje cizi hnizdo. Pravdépodobnosti vy-
pocitané z modelu pfitom odpovidaly terénnim pozorovanim.

e
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Vice se natoto téma Ize docCist napfiklad v mimofadné zajimavych
kniZkach Richarda Dawkinse:

Dawkins, R.: The Selfish Gene. Oxford, Oxford University Press,

1976 (Cesky preklad V. Kopského Sobecky gen, Praha, Mlada
Fronta).

Dawkins, R.: The Blind Watchmaker. Harlow, Longman, 1986
(Cesky preklad T. Grima Slepy hodinaf, Praha, Paseka, 2002).

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Evolucni teorie her

Obecné je evolu¢ni hra popsana nasledujicim modelem:

x(0) ... pocéatecni vektor populace
A ... matice hry
x; ... Cast hracli pouzivajicich strategii i
(AzT); ... ocCekavana vyplata agenta hrajiciho strategii i
proti oponentovi nahodné vybranému z populace x
zAxT ... prlmérna vyplata v populaci
A(x) ... funkce nabyvajici kladnych hodnot

ZacCatek: Kazdému hréaci je pfifazena ryzi strategie
~ V kazdém C¢asovém okamziku hrac¢ hraje proti nahodné vybra-
nému oponentovi, pozoruje svou a oponentovu vyplatu, nacez
meéni svou strategii s pravdépodobnosti tmérnou rozdilu vyplat:
; T T
— = Ax) - ((Az"); — zAx"),
T
t.
i = M) - 2; - ((AxT); — wAxT),

Az) =1... replikadtorova dynamika
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Simon Fischer, Berthold Vdcking, 2005:
On the Evolution of Selfish Routing

Pocetna ,populace agentl“ v siti, kazdy agent voli jednu z moz-
nych cest.

0 Dynamika sobeckého smérovani

tp = Mx) @ - (@) = (@),

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Simon Fischer, Berthold Vdcking, 2005:
On the Evolution of Selfish Routing

Pocetna ,populace agentl“ v siti, kazdy agent voli jednu z moz-
nych cest.

0 Dynamika sobeckého smérovani

tp = Mx) @ - (@) = (@),

O Stabilita
Strategie = se nazyva evolucné stabilni, je-li rovnovazna a
pro kazdou nejlepsi odpovéd y na x plati: = - I(y) =y - I(y).

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Simon Fischer, Berthold Vdcking, 2005:
On the Evolution of Selfish Routing

Pocetna ,populace agentl“ v siti, kazdy agent voli jednu z moz-
nych cest.

0 Dynamika sobeckého smérovani

tp = Mx) @ - (@) = (@),

O Stabilita
Strategie = se nazyva evolucné stabilni, je-li rovnovazna a
pro kazdou nejlepsi odpovéd y na x plati: = - I(y) =y - I(y).

O Rychlost konvergence
Jak rychle systém dosahne rovnovazného stavu nebo stavu
blizkého

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

[J Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

[0 Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

[0 Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

[0 Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

[0 Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile

[0 Agent pfi pInéni tkolll jedna nezavisle, shromazduje a zpra-
covava data, planuje, uskutecnuje plany, . ..
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

g

Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile

Agent pfi plnéni Gkolll jedna nezavisle, shromazduije a zpra-
covava data, planuje, uskutecnuje plany, . ..

Kazdy agent méa informace pouze o mistni dopravni situaci
(detektory)

Omezena komunikace
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

g

Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile

Agent pfi plnéni Gkolll jedna nezavisle, shromazduije a zpra-
covava data, planuje, uskutecnuje plany, . ..

Kazdy agent méa informace pouze o mistni dopravni situaci
(detektory)

Omezenéa komunikace

| bez centralni autority mize systém dospét ke koordi-
naci —i kdyZz to bude trvat urcity Cas
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MODEL:

Kazdy agent i € Q = {1,2,...,n} hraje hru G dvou hrac¢t proti
kazdému agentu-sousedstvi j € N;; hr&€ n je ,pFiroda“

MnoZina strategii agenta i : A; = {a;1,ai2,. .., a0}

Vyplatni funkce: wu;: Ay x---x A, = R

Smisena strategie: p; = (Pit, .-, Pik,-- - Dim)s
Pikg >0, piit+-+pim=1
S; —mnozina vSech smiSenych strategii agenta i
S=5 x--x8,
Zacatek: ,pfiroda“ (dopravni tok) ur&i vyplatni funkce viech agentt

V Case t agent ¢ zvoli strategii a obdrzi vyplatu = soucet vyplat
ziskanych v hrach s kazdym ze sousedl — v nasledujicim obdobi
aktualizuje strategii v zavislosti na vyplaté

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Obdobi zmény stavu

Lokéalni zména v Case t = p na kfiZovatce i

— agent i aktualizuje smiSenou strategii p; v zavislosti na toku
vozidel ¢; , méfeném na kazdém z detektord % :

s = (Pirs Dimi) = di1t Qim,t
1 - 7 )y rym - AR
’ o o >k Qi >k Gkt

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Obdobi vyplat

Globalni zména — zména vyplatnich funkci

Q1 Q2
sl s2 sl s2
sl al /al cle sl a2/ a2 c/c
52 c/c bl /bl s2 c/c b2 /b2
a1 > by,c by >c, by > as,c as > c,

Rovnovazné body: (s1,s1), (S2,52), (p1,p1), (P2, D2)

_ by al _ ba as
h1 = (a1+b1’ a1+bl) o P2 = (az-i-bz’ az-l-bz)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Obdobi ucéeni

V téchto obdobich maji agenti ¢as na uceni, jak ménit strate-
gie, aby se zkoordinovali a sméfovali ke globalnimu cili (obdobi
nastavaji nahodné s €etnosti ur¢enou pro dany model)

Aktualizace smiSenych strategii:

Ti1A Tim,A
b (—L) l<k<m
>k Tik,A > ok TikA

Tkt =N T T (1= A) Tiga

A — pamétovy faktor,0 < A < 1

posledni obdobi zmény stavu pfed 0 ... t=p <0
interval ueni ... A = (4,0)

vyplata ziskana jednanim a;, pred ¢ ... 7, ,

primeérna vyplata ziskana jednanim a; , béhem A ... 7 ;A
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Agent 15

SpPw SPE
sew | (252) — (0,0)

Agent 14 T l
SPE (Oa O) - 17 1

Agent 15
Spw SPE
spw | (1,1)] <« (0,0)
Agent 14 T l
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Experiment A

Vyplatni funkce odréazeji globalni cile
sledovani zavislosti na ¢etnosti intervaldl u¢eni

stacionarni stav dosaZen ve vétsiné simulovanych situaci,
uspokojivy Cas
Experiment B

Vyplatni funkce odrazeji jen lokalni cile

¢as potfebny k dosaZeni stejnych vysledki je delsi nez v A

Experiment C

Komunikace a pfenos informaci mezi sousedy

Cas potfebny k dosaZeni koordinace je del$i ne? bez komunikace
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Srovnani s centralnim fizenim dopravy

centralni fizeni vede k lepSim vysledkiim v pfipadech, kdy
tok vozidel je v jednom sméru vyrazné vyssi neZ v druhém
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Srovnani s centralnim fizenim dopravy

centralni fizeni vede k lepSim vysledkiim v pfipadech, kdy
tok vozidel je v jednom sméru vyrazné vyssi neZ v druhém

jinak vitézi navrzeny decentralizovany systém
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8 KOOPERATIVNI HRY
DVOU HRACU

THH BT

£
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V této kapitole se budeme zabyvat situacemi, kdy hraci mohou
pred zacatkem hry uzavfit zdvaznou dohodu o tom, jaké pouZiji
strategie, vygenerovany zisk si vS8ak nemohou prerozdélit (tak
je tomu napfiklad vzdy, kdy hodnoty vyplatni funkce pfedstavuji
uzitek jedince).

Ve Ctvrté kapitole jsme uvazovali nasledujici priklad:

O Priklad 1 — Konflikt typu manZelsky spor.

Pfedstavme si manzelsky péar, v némz maji partnefi ponékud od-
liSné nazory na nejlepsi vyuZziti volného vecera: Zena dava pred-
nost navstévé boxu, muz fotbalu. PUjdou-li na box, pfinese to
vétsi uzitek Zené a mensi muzi, ptjdou-li na fotbal, bude tomu
naopak. Pljde-li vSak kazdy jinam, bude vysledkem celkové roz-
ladéni a uZitek bude pro kazdého z nich mensi, nez by tomu
bylo v pfipadé navstévy méné preferované akce. Situaci si mi-
Zeme znazornit napfiklad nasledujici dvojmatici popisujici uzitek
pro Zzenu a muze pfi jednotlivych kombinacich traveni volného
vecera:
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Pepicek

Strategie Box Balet
Box (2,1) < (0,0

Maruska T 1
Balet (0,0) —

Rovnovazné body v ryzich strategiich: (Box, Box), (Balet, Balet)
Rovnovazny bod ve smisSenych strategiich:
m(p,q) =2pq+1(1—p)(1—q) =3pg—p—q+1

T2 (p,q) = 1pg +2(1 —p)(1 — q) = 3pg — 2p — 2¢ + 1
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m(p,q) =pBg—1)—q+1, mp.q) =q¢B8p—2)—2p+1

Reakéni kfivky:

0 ...qe(0,3) 0 pe(0,2)
Ri(q)=14 (0,1) ...q=1 Re(p) =% (0,1) ...p=2
1 g€ (3,1) 1 pe(3,1)
q A
1 @
5 ¢

) T
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Rovnovazny bod | O&ekavana vyhra
((1,0),(1,0)) (2,1)
((3:9).(3:3) (3.3)
((0,1),(0,1)) (2,1)

Nasledujici obrazek zobrazuje vSechny dvojice vyplatnich funkci,
tj. vSechny body dosazitelné v ramci nekooperativni hry.

T, A
(1,2)

. (2,1)

A -

(0,0)
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DVOJMATICOVA HRA

Hrac 2
Strategie t1 to .. tn

51 (a11,011)  (a12,b12) ... (ain,bin)

Hrac 1 S2 (a21,b21)  (a22,b22) ...  (agn,ban)
Sm (amh bml) (am27 bm2) (amn7 bmn)

ailr a2 a1n bir  bi2 bin

A | g a2 a2y, . B- ba1 22 ban,

Aml Am2 Amn bm1  bma brmn
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Kooperativni hry dvou hracd

Definice 1. Necht G je dvojmaticova hra dvou hracd s vy-
platnimi maticemi A, B typu m x n. SpoleCnou strategii
budeme rozumét matici pravdépodobnosti P = (p;;) typu
m X n, ij.

pij >0 pro 1<i<m, 1<j5<n,

> > =1

i=1 j=1

Spole€na strategie tedy pfifazuje pravdépodobnost kazdé dvo-
jici ryzich strategii. OCekavané hodnoty vyplatni funkce jsou pro
jednotlivé hrace pfi spolecné strategii P rovny

w(P) =YY pijai,  o(P) =) pib

i=1 j=1 i=1 j=1
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O Priklad 2
Ve hife ManZelsky spor: spoleCnou strategii je napfiklad matice

N =
|~

P =

ool
=

Ocekavana hodnota vyhry Marusky:

1 1 1 1 )
Py=2.24+=. Z. Z.1==
u(P) 5 +8 0—|—8 0+4 1
Ocekavana hodnota vyhry Pepicka:
1 1 1 1
v(P)==-1+--0+--0+--2=1

2 8 8 4

V kooperativni hfe hraci uzaviraji dohodu o tom, jakou spolec-
nou strategii maji zvolit.
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Definice 2. Kooperativni vyplatni oblast je mnoZina

K = {(u(P),v(P)) : P je spolecna strategie}. (8.1)

K je konvexni, uzaviend a omezena mnozina obsahujici od-
povidajici nekooperativni oblast

U, A
(1,2)

(3 3
2°2

s (2,1)

(O’O) u,
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KONVEXNI MNOZINY

Definice 3. MnozZina M C R" se nazyva konvexni, jestlize
pro kazdé x,y € M a kazdé realné Cislo ¢, 0 < ¢ < 1, plati:

tr+(1—t)yeM

w¢ N
1(x=y)

Jinymi slovy, mnozina M je konvexni, jestlize kazda Usecka, jejiz
koncové body leZi v M, leZi cela v M.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Definice 4. Necht ' = {x, xs, .. ., x; } je kone€na podmno-
Zina R™. Konvexni kombinaci mnoziny F' se rozumi vektor

k
w=> ta; kdet; >0,....6, >0, t;+- -t =1.
=i\

Tvrzeni 1. MnoZzina vSech konvexnich kombinaci mnoziny F' =
{x1, @2, ...,z } je konvexni.

Dilkaz. Pro libovolné dvé konvexni kombinace
Yy=0121+ - +lpTp, 2=8121+ -+ STy
a libovolné & € (0, 1) plati:
ky+(1—k)z = [kti+(1—k)s1]er+- - -+ [kt + (1 —k)sp_1]zn_1+
+E(QI—t;— —tp)+ (LK) (1 =81 — -+ —Sp_1)|zn =

=ar+ -+ apr,, kde a+---+a, =10

Tvrzeni 2. Je-li dand mnozina M konvexni, pak kazda konvexni
kombinace bodl z M opét lezi v M.

Dukaz. Indukci dok&zeme: {x:..... . Y CM=S" . tx: € M.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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n=1:0K

n=n+1:Uvazume z = tyzy + - - - + t, 2, + thi1Tns1,
ti1+---+t,yy=1;,0znaCmet; +---+t,=t, t,.1 =1—t.
Zfejmé plati:

z=t(Bo 4+ 2e) + (1= gy, S+ +2=1
Podle indukéniho pfedpokladu je &2y + -+ + 2z, € M. O
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Definice 5. Necht A je podmnozZina R™. Konvexnim
obalem mnoZiny A se nazyva nejmensi konvexni mnozina
obsahujici A. Konvexni obal budeme znacit symbolem

conv(A).

Poznamka. Z pfedchozich tvrzeni plyne:

[0 conv(A) prinikem vSech konvexnich mnoZzin obsahujicich A.
[0 Konvexni obal mnoziny A je mnozZinou vSech konvexnich
kombinaci bodl z A.

U, A
1,2)

(532)

» (2,1)

»
>
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Véta 1. Necht' G je hra je hra dvou hract uréena dvojmatici C' typu
m x n. Kooperativni vyplatni oblast je konvexni uzavér mnoziny
bodl v R?, jejichZ soufadnice jsou prvky dvojmatice C.

Dlkaz. Je-li P spole¢na strategie, pak odpovidajici dvojice hod-
not vyplatnich funkci je

(w(P),v(P)) = pijci.

i=1 j=1
VSechny tyto body vytvofi konvexni uzavér mnoziny
Naopak, jakykoli bod konvexniho uzaveéru této mnoziny je vyplatni
dvojici. O
Definice 6. MnoZina S C R? se nazyva symetricka, jestlize
pro kazdé u,v € R plati:

(v,u) €S <= (u,v) € S.
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Definice 7. UvaZzujme mnozinu A C R?. Symetricky kon-
vexni obal mnoziny A je definovan jako konvexni obal mno-
ziny

AU{(v,u): (u,v) €A}

a znaci se symbolem sconv(A).

Tvrzeni 3. Necht A c R? a k je takové Cislo, Ze pro kazdy bod
(u,v) € A plati:
u+ov <k.

Potom stejna nerovnost plati pro kazdy bod symetrického kon-
vexniho uzéaveru sconv(A).
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VYJEDNAVACI PROBLEM

Definice 8. Vyjednavacim problémem budeme rozumét
usporadanou dvojici (P, ), kde P je kooperativni vyplatni
oblast, uy = (ug, vo), kde ug, v jsou vyplaty v pfipadé nedo-
sazeni dohody (,hrozby*).

VA}

uy=(up,vy)

=V
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Definice 9. Dvojice hodnot vyplatnich funkci (u,0) € K se
nazyva paretovska €i nedominovana, jestlize neexistuje
Z&dna jina vyplatni dvojice (u,v) € K, pro kterou by bylo

u >4 a zaroven v >0,
pficemz alespon jedna nerovnost by byla ostra.
\% 1}
S0
o (1,v)

(u,v) ®

=V
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Definice 10. Vyjednavaci mnozina pro dany vyjednavaci
problém je mnozZina vSech Paretovskych vyplatnich dvojic
(u,v) € P takovych, ze

U > Vo, v > vy,

kde u = (ug,vo) je dlisledek nedosazeni dohody.

v A
} vyjednavaci mnozina

4

uy=(uy,Vvy)

=V
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JOHN FORBES NASH (¥1928)

1950 The bargaining problem, Econometrica 18
1953 Two-person cooperative games, Econometrica 21

RUSSELL

CROWE
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Nashovy vyjednavaci axiomy

UvaZujme vyjednavaci problém (P, (ug,v0)), 0znaCme jeho
feSeni U(P, (ug, o)) = (u*,v*).

Podminka 1 (Individualni racionalita)

u* > ug, v° > v
Podminka 2 (Paretovska optimalita)
Dvojice (u*, v*) je paretovsky optimalni.

Podminka 3 (DosazZitelnost)

(u*,v*) € P.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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wy=(uy,vy)

N 4

THHELL
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Podminka 4 (Nezavislost nairelevantnich alternativach)

Je-li P’ vyplatni oblast obsazena v P a obé dvojice
(u07v())a (U*vv*) € Pla pak

V(P (ug,v9)) = (u*,v").

V A

(*,v¥)

wy=(uy,vy)

=V



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Podminka 5 (Nezavislost na linearni transformaci)

Je-li P’ ziskano z P linearni transformaci
uw = au + b, v =cv+d, kde a,c> 0,
pak

V(P (aug + b, cvg + d)) = (au* + b, cv* + d).

Podminka 6 (Symetrie)

Je-li mnozina P symetricka (j. (u,v) € P < (v,u) € P) a
ug = vg, pak je u* = v*.
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Véta 2. Existuje pravé jeden ,arbitrdzni proces” ¥ spliujici
podminky 1-6.

Dlkaz.
e Konstrukce V.
Pfipad (i) Existuje (u,v) € P, kde u > uy a v > vy.

Oznatme K = {(u,v) € P,u > ug,v > vy} a definujme
g(u,v) = (u—ug)(v —vg) pro (u,v) € K.

Existuje pravé jeden bod (u*,v*), v némz g(u,v) nabyva maxi-
malni hodnoty.

Polozme
U(P, (ug, vo)) = (u*,v").
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"4 (u—ug))(v—vy)=k

P
uy=(up,vy) g
u

PFipad (ii)

Pro zadny bod (u,v) € P neplati zaroven u > uy a v > vy.
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Pfipad (iia) Existuje bod (ug,v) € P, pro ktery v > .
Nejvétsi v s touto vlastnosti, kde (ug, v) € P, oznatme v*.

Polozme
U(P, (ug, vo)) = (ug,v").

(149, V™) T

uy=(uy,vy) @

»
u
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Pfipad (iib) Existuje bod (u,vy) € P, pro ktery u > wuo.
Nejvétsi u s touto viastnosti, pro néz (u,vy) € P, oznacme u*.

Polozme
U(P, (ug, vg)) = (u*,vp).
V A
(u*a VO)
o——>o
uy=(uy,vy)

»
u
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Pripad (iic) Nenastava ani jeden z pripadi (iia), (iib).

Polozme
(P, (o, v0)) = (uo, vo).
V A
= = *
P wo=(ug,vp)=u*,v*)
o

»
u
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e Ovéreni Nashovych axiomd.

Podminky (1) a (3) jsou zfejmé splnény ve vSech pfipadech.
Podminka (2): Pokud by nebyla spinéna, pak by existoval bod
(u,v) € P, (u,v) # (u*,v*), ktery by dominoval bodu (u*, v*).

V pfipadé (i) by platilo

(u—uo) = (u" — o), (v—10) = (V" — o)

a aspon jedna z téchto nerovnosti by byla ostra ((u, v) # (u*, v*)).
Proto

g(u,v) > g(u*,v"),
cozZ je spor s konstrukci (u*, v*).
V pfipadé (iia) musi byt u* = uy = u, protoZe neplati zaroven
(iib); proto v > v*, coz je spor s definici v*. Analogicky pro (iib).
V pfipadé (iic) je (u*,v*) = (ug, vo); pokud by bylo u > ug, pak by
platilo (iib), pfi v > vy by nastal pfipad (iia), coz je spor.
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Podminka (4): V pfipadé (i) je maximalni hodnota funkce g na
praniku K N P’ mensi nebo rovna jeji maximalni hodnoté na K.

ProtoZe je (u*,v*) € P’, jsou si tato maxima rovna.

Proto

\I!(P/, (Uo, 7}0)) = \I’(P, (U(),Uo)).
V pfipadech (iia), (iib) Ize postupovat podobné, pfipad (iic) je
snadny.

Podminka (5): V pfipadé (i) plati (i) i pro vyplatni oblast P’ se
status quo bodem (aug + b, cvg + d). Proto

(v — (aug + b)) (V" = (cvg + d)) = ac(u — ug) (v — vy).

ProtoZe a,c > 0, nabyva funkce na levé strané rovnice svého
maxima v bodé (au* + b, cv* + d). V pfipadé (i) tedy podminka (5)
plati. Postup v ostatnich pfipadech je obdobny.
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Podminka (6): Pokud by bylo u* # v*, pak by ze symetrie plynulo
(v*,u*) € P; v pfipadé (i) by platilo
g(v*,u*) = g(u*,v").

Podle tvrzeni 3 nabyva funkce g svého maxima pouze v jednom
bodé, coz je spor. Pfipady (iia) a (iib) nemohou vzhledem k sy-
metrii nastat.

e Jednoznacnost.

Dllkaz se provede sporem, k némuz se dojde z predpokladu,
Ze existuje jiny arbitrazni proces ¥ spliujici Nashovy axiomy.
ProtoZe jsou tyto procesy riizné, existuje vyplatni oblast P a bod
,status quo* (ug, vy) € P, pro néz

(w,v) = U(P, (ug, vg)) # ¥ (P, (ug, o)) = (u*,v*).
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Véta 3. Necht P je vyplatni oblast a (ug, v9) € P. Pfedpokladejme,
Ze existuje bod (u,v) € P s vlastnosti

u > ug, V>V,

mnozinu vSech bodl (u,v) uvedené vlastnosti ozname symbo-
lem K. Definujme na mnoZziné K funkci

g(u,v) = (u—ug)(v — vp).

Potom ¢ dosahuje svého maxima na K v pravé jednom bodé.
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Ehud Kalai, Meir Smorodinsky

Other Solutions to Nash’s Bargaining Problem, 1975
(Econometrica 43, 513-518)

Reseni vychazejici z nejoptimistict&jsich ocekavani:

U,

a,(P) K(P)

U,

d a,(P)
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Misto podminky 4 (nezavislost na irelevantnich alternativach):

Individualni monotonie: Je-liP C P’ aproj #ije aj(P') =
(lj(P), pak KZ(P, d) < Ki(P,, d)

a,(P)=a,(P)
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Véta 4. Kalai-Smorodinského feSeni je jediné feSeni spliujici
podminky paretovské optimality, symetrie, nezavislosti na linear-
nich transformacich a individualni monotonie (n = 2).

Zavislost na irelevantnich alternativach
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Rovnostarské reseni — Ehud Kalai, 1977

d

Silna monotonie: Je-li P C P, pak K;(P,d) < K;(P',d) pro
vSechna i.

Véta 5. Rovnostarské feseni je jediné feSeni spliujici podminky
slabé paretovské optimality, symetrie, a silné monotonie.
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Diktatorské reseni

U,

THHELL
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O Priklad 3. UvaZujme kooperativni hru urenou dvojmatici

((2,—1) (—=2,1) (1,1) )
(-1,2) (0,2) (1,-2) /)

Hodnoty ug, vy nalezneme jako minimalni zaru¢ené vyhry jednot-
livych hrach v nejhorsi mozné situaci, ktera pro né v ramci dané
hry mliZe nastat, tj. v situaci, kdy by se je oponent snazil co nej-
vice poSkodit (to znamena: ¢im méné dostane prvni hrac¢, tim
vétSi uzitek pro druhého a naopak). Kazdy hrac tedy uvaZzuje an-
tagonistickou hru, kde on ma své plivodni hodnoty a protihra¢ ma
vzdy opacny zisk.

Z pohledu prvniho hrace:

(2,-2) (=2,2) (1,-1)
( (_17 1) (070) (17 _1) ) .

Md&zeme eliminovat posledni sloupec, dale musime najit smisené

strategie. ProtoZe se nam jedna o zisk prvniho hrace v rovnovaz-

ném bodé, budeme rovnou pracovat se ziskem prvniho hrace a

ptat se, kdy je tento hrac indiferentni mezi svymi strategiemi, tj.

mezi prvnim a druhym fadkem:

29 —-2(1—-q)=—q & q=2/5
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V rovnici mame pfimo zisk prvniho hréce, staci tedy dosadit 2/5
do libovolné strany rovnice a ziskame ug = —2/5.

Z pohledu druhého hrace:

(17 _1) (_17 1) (_17 1)
(_2a 2) (_27 2) (27 _2) .

Druhy sloupec dominuje prvnimu i tfetimu, které tedy mizeme

eliminovat, v druhém sloupci vidime rovnovazny bod (—1, 1). Nyni

nas zajima zisk druhého hrace, proto vy, = 1.
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((2,—1) (—2,1) (1,1) )
(-1,2) (0,2) (1,-2) )

Maximinni hodnoty: uy = —2, vy = 1.

(-1,2) (0.2)

Arbitrazni bod

................ (1.1)

(17 _2)
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PoloZzme (ug,vo) = (—2,1). ArbitraZni bod zfejm& musi byt na-
lezen mezi body vyplatni oblasti, které dominuji (—2,1) a které
nejsou dominovany zadnymi jinymi body — tj. na isecce s krajnimi
body (0,2) a (1, 1), kter4 pfedstavuje vyjednavaci mnozinu. Podle
konstrukce arbitraZzniho bodu hledame maximum funkce

g(u,v) = (u — ug) (v — vp) = (u + %) (v—1)

na Usec€ce dané rovnici v = —u + 2. Jedna se tedy o nalezeni
extrému funkce jedné realné proménné
2

2
g(u,—u+2) = (u+g> (—u+1)=—u2+§u+g.

Pomoci diferencialniho poctu obdrzime

3 17

U,Zl—o, ’021—0.
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O Priklad 4. Uvazujme kooperativni hru urenou dvojmatici

((5,1) (7,4) (1,10)>
(1,1) (9,-2) (5,1) )~

(1,10)

Maximinni hodnoty: uy = 3,vg = 1.

(7.4)

\ &

N 0.2
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O Priklad 5. Uvazujme kooperativni hru urenou dvojmatici

((5,1) (7,4) (1,10)>
(1,1) (9,-2) (5,1) )~

(1,10)

\ Maximinni hodnoty: uy = 3,vg = 1.

(7.4)

I 31 (1)

\

N 0.2
Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Vyjednavaci mnozina je nyni tvofena dvéma UseCkami, stejny
postup jako v pfedchozim pfikladu se pouZije na obé Usecky, pfi-
c¢emz pro jednu vyjde bod maxima mimo ni, pro druhou ziskame
arbitraZni bod

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

9 KOOPERATIVNI HRY
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V predchozi kapitole mohli hraci koordinovat své strategie, ne-
mohli vSak sdilet zisky. Ve hrach studovanych v této kapitole bu-
dou hraci moci spolupracovat zcela, vCetné pfipadného preroz-

déleni vyhry. Budeme predpokladat, Ze dohody, které uzaviou,
jsou naprosto zavazné.
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7 v O

Definice 1. Uvazujme hru N hracd; mnozinu vSech hraci
oznacme symbolem Q.

Koalici se rozumi skupina hracd spolupracujicich pfi volbé
strategii, pfipadné pfi pferozdélovani vyhry. Koali¢ni struk-
turou se nazyva mnozina vSech koalic, které se v dané
situaci z uvazovanych hracd vytvori. Koalice budeme zna-
¢it pismeny K, L, (Q, apod., pfipadné je udame pfimo jako
mnozinu obsahujici ¢leny této koalice, napf. {1}, {2,3,5} aj.
Protikoalici ke koalici K C () se rozumi mnozina hract

K=Q\K={icQ;i¢ K}.

Mnozina v3ech hracll Q se nazyva velka koalice, jeji
protikoalice, tj. prazdna mnozina, se nazyva prazdna
koalice.

Obecné se ve hie mize vytvorit 2%V koalic — pravé tolik je viech
podmnozin mnoziny Q.
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Definice 2. Hra ve tvaru charakteristické funkce sestava
z mnoZiny hraci

Q={1,2,...,N}
a realné funkce v definované na mnoziné vSech koalic, pro
kterou je
v(0) =0

a pro kazdé dveé disjunktni koalice K, L plati superaditivita:
v(KUL) >v(K)+v(L).

Pro jednoduchost budeme symbolem v znadcit i pfislusnou
hru ve tvaru charakteristické funkce.

Hodnoty charakteristické funkce udavaji silu jednotlivych koalic.
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Definice 3. Hra ve tvaru charakteristické funkce se nazyva
nepodstatna, jestlize plati:
N

(@) =) w({i})

i=1

Hra, ktera neni nepodstatna, se nazyva podstatna.

Véta 1. Necht K je libovolna koalice hracd v nepodstatné hre.

Fotom o(K) = 3 u({i})

iceK
Dikaz. Pro kazdou koalici K plati (ze superaditivity):
v(K) =) o({i})
€K
Kdyby pro néjakou koalici K platila ostra nerovnost, pak by bylo

0(Q) = v(K) + o(K) > Y v({i})

1€Q
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Imputace

Definice 4. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce
s mnoZinou hract

Q=1{1,2,...,N}.

N-tice a reélnych Cisel se nazyva imputace, jsou-li splnény
nasledujici podminky:

e Individualni racionalita: pro kazdého hrace i je
a; > v({i}). (9.1)

e Kolektivni racionalita: plati

N
> a;=0(Q). (9.2)
=
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Motivace — individu&lni racionalita: Vi:a; > v({i})

Kdyby pro néjaké i bylo a; < v({i}), pak by se nikdy nevytvofila
koalice, ktera by hraci pfinesla pouze a; — pro hrace i by bylo
vyhodnéjsi zlstat sam za sebe a takové koalice se nezlc¢astnit.
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Kolektivni racionalita: SV a=0(Q)
Urcité plati:

N
Zai > 0(Q). (9.3)

V opacném pfipadé by totiZ bylo
N
B=v(Q) = a;>0.
=1

Pro hrace by tak bylo vyhodnéjsi vytvofit velkou koalici a rozdélit
si celkovy zisk ve vySi v(Q) tak, aby kazdy z nich ziskal vice —
napfiklad:

a; =a; + 3/N.

Na druhou stranu musi byt také

Z a; < v(Q), (9.4)

protoze v(()) pfedstavuje maximum, co hraci mohou ve hie ziskat
(plyne ze superaditivity).
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Véta 2. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li v
nepodstatna, pak méa praveé jednu imputaci, a to

a = (v({1}), v({2}), ..., v({N})).

Je-li v podstatna, pak ma nekonecné mnoho imputaci.

Dlkaz. Pro nepodstatnou hru v : Kdyby bylo pro néjaké j

a; >v({j}),
pak

e > ul{ih) = (@),

coz by odporovalo podmince kolektivni racionality.
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Pro podstatnou hru » : UvaZzujme

B=0@Q) - v({i}) >0
=1
Pro jakoukoli N-tici a nezapornych Cisel, jejichZ soucet je 3, de-
finuje vztah
a;, =v({i}) + a;
imputaci. ProtoZe existuje nekonecné mnoho takovych N-tic «,
existuje i nekone¢né mnoho imputaci. O

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Formalizace mySlenky, Ze dana koalici preferuje jednu imputaci
pred jinou:

Definice 5. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce,
K je koalice, a, b jsou imputace. Rekneme, Ze a dominuje
b pro koalici K, jestlize plati:

e a; > b; provSechnai e K,
o Z a; < v(K).
116
Dominanci budeme znacit symbolem a >k b.
Druha podminka fika, Ze rozdéleni a je dosazitelné, tj. hraci v

koalici K mohou ziskat dostate¢né vysokou hodnotu na to, aby
kazdému mohlo byt vyplaceno pfislusné a;.
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Jadro hry

Intuitivné je zfejmé, Ze bude-li néjaka imputace dominovana pro
néjakou koalici jinou imputaci, budou mit hraci této koalice snahu
zrusSit plvodni koalici a ustavit tuto vyhodnéjsi.

Definice 6. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce.
Jadro hry je tvofeno vSemi imputacemi, které nejsou
dominovany Zadnou jinou imputaci pro Zadnou jinou koalici.
Je-li tedy imputace a v jadru dané hry, nema zadna skupina hract
dlvod vytvorit jinou koalici a nahradit a jinou imputaci.
K usnadnéni rozhodnuti, zda jista imputace lezi v jadru hry Ci
nikoli, slouzi nasledujici véta:
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Véta 3. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hraci
a necht a je imputace. Potom a leZi v jadru hry v pravé tehdy,
kdyz
> ai > v(K) (9.5)
ieK
pro kaZzdou koalici K.

Dlkaz. <« Predpokladejme, Ze pro kazdou koalici plati vztah
(9.5). Jestlize néjaka jind imputace b dominuje a pro néjakou

koalici K, pak

Zbi > Zai > v(K),

11316 €K
coz odporuje podmince dosazitelnosti z definice dominance. Proto
a musi byt v jadru.
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= Pfedpokladejme naopak, Ze a je v jadru a predpokladejme,
ze K je koalice, pro kterou

Z a; < v(K).

€K
Chceme dojit ke sporu. Nejprve siuvedomme, Ze K # (), protoze
by neplatila podminka kolektivni racionality.
Dale Ize ukazat, ze existuje hrag j € K, pro néhoz

a; > v({j}).
Kdyby tomu tak nebylo, pak by vzhledem k superaditivité platilo:

N
Zai = Zai + Zai <v(K)+ ZU({Z}) <0(Q),
1=1 €K €K €K
coz opét odporuje podmince kolektivni racionality. MGZeme tedy
zvolit takové j € K, ze existuje Cislo a, pro které plati:
0<a<a—v({j}) a aSv(K)—Zai.
ieK
Znaci-li & pocet hracl v koalici K, mliZzeme definovat novou im-
putaci b dominujici a vztahem:
b =a; +a/k proi € K,
bj = (lj — Q,
h: = n. nro véechna ostatni s
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Takova imputace b dominuje imputaci a pro K, coZ je spor s
predpokladem, Ze a leZi v jadru. O

Tvrzeni 4. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N
hraci a necht a je N-tice €isel. Potom a je imputace v jadru, pravé
kdyz plati:

. Zai = U(Q)?

¢ ) a; > v(K) pro kazdou koalici X.

€K

Dlkaz. Kazda imputace z jadra zfejmé spliiuje obé& podminky.
Splnhuje-li naopak N-tice a tyto podminky, pak uZitim druhé pod-
minky na jednoprvkové koalice ziskame individualni racionalitu,
prvni pfedstavuje pfimo kolektivni racionalitu; a je proto imputaci.
Z predchozi véty pak plyne, Ze a leZi v jadru. O
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O Priklad 1. Uvazujme hru tfi hracl popsanou tabulkou:

Trojice strategii Vyplatni vektory
(1,1,2) (-2,1,2)
(1,1,2) (1,1,-1)
(1,2,1) (0,-1,2)
1,2,2) (-1,2,0)
(2,1,1) (1,-1,1)
(2,1,2) (0,0,1)
(2,2,1) (1,0,0)
(2,2,2) (1,2,-2)

Mnozina hracli je Q = {1, 2, 3}, vSechny mozné koalice jsou

0, {1} {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} = @.

UvaZujme koalici K = {1, 3}. Protikoalice je K = {2}. Koalice K
ma Ctyfi spole€né strategie: (1,1),(1,2),(2,1),(2,2). Protikoalice
ma dveé ryzi strategie: 1, 2. Zajima-li nas, co je koalice K schopna
pro sebe zajistit, uvazujeme dvojmaticovou hru:
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Protikoalice K

Strategie 1 2
(1,1) (0,1) (2,-1)
(1,2) (0,1) (=1,2)
(2,1) (2,-1) (1,0)
(2 ) (170) (_172)

Koalice K

Maximinni hodnoty vyplatnich funkci jsou 4/3 a —1/3, charakte-
ristickou funkci proto budeme uvazovat takto:

v({1,3}) =4/3, wv({2}) =-1/3.
Podobnym zptisobem obdrzime:
v({1,2}) =1, o({3}) =0 w({2,3}) =3/4, o({1})=1/4,
v(Q) =1, v(0)=0.

Overte, Ze takto definovana funkce v je charakteristickou funkci.
Imputace:

ar + ao +as = 1. an >1/4 CLO>—1/3. a2 > 0.
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Napfiklad: (1/3,1/3,1/3), (1/4,3/8,3/8), (1,0,0).

Jadro:
a; +ag +as = 1
aq Z 1/4
ay > —1/3
az > 0
ai+ay > 1
a;+az > 4/3
asz + as > 3/4

Z1.,4.a5. vztahu plyne: ag = 0, a; + a; = 1. Pfitom ale a; > 4/3,
as > 3/4. J&dro hry je v tomto pfipadé prazdné.
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00 Priklad 2. UvaZujme hru tfi hracd s charakteristickou funkci:

Jadro:

ay + as + as

a1

)

as

ai + ao

a1 + as

az + as

VIV IVIVIV IV

~1/2
0
~1/2
1/4
0

1/2

1

1
~1/2
0
—1/2
1/4
0

1/2

Tato soustava ma nekonec¢né mnoho feseni; prvkem jadra je na-

pfiklad trojice (1/3,1/3,1/3).
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O Priklad 3. Hra s ojetym automobilem.

David mé stary automobil, ktery nepuziva a je pro néj bezcenny,
pokud jej nebude moci prodat. O koupi se zajimaji dva lidé, Marie
a FrantiSek. Marie automobil ceni na 50000 K&, FrantiSek na
70000 K¢. Hra spociva v tom, Ze zajemci navrhnou cenu Davidovi
a ten bud pfijme jednu z nabidek, nebo obé odmitne.

Jadro:

(ap,an,ar); 50000 < ap < 70000,

CLF:70000—CLD, any =0.
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9.1. DALSI POJMY RESENI

9.1.1. Shapleyho hodnota

Shapleyho hodnota bere v (vahu hractv prispévek k Gspéchu
koalice, do niZ nalezi.

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hraci, K je
koalice sestavajici z £ ¢lent, do niz nalezi hrac i. Pak Cislo

0(i, K) = v(K) —vo(K \ {i})
je mirou hodnoty hrace i, kterou pfispéje koalici K, kdyZ se k ni

pripoji.
Koalice K \ {i} ma k — 1 ¢lenl a Ize ji proto vytvofit

N-1Y\ (N —1)!

k—1 )  (k—1YN —k)
zpUisoby (hrac i je mimo vybér, do koalice vstupuje jako posledni).
Stfedni hodnota pFinosu hrace i ke vSem k-Clennym koalicim je
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= S U EAD)

N -1
KCQ, k=|K| k1

€K

(9.6)

> S ) — o\ (i)
KCQ, k=|K]|

Stfedni hodnota pfinosu hrace i k Ghrnu v3ech jednoclennych,
dvouclennych, ..., N-Clennych koalic je dana vztahem:

m=y M0y IR D ) iy )

(9.7)
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7 w O

Definice 7. Shapleyho vektor hry N hracu ve tvaru cha-
rakteristické funkce je definovan jako vektor

H = (Hy,H,,...,Hy), (9.8)

jehoz i-ta slozka H; je ur€ena vztahem (9.7).
Slozka H; se nazyva Shapleyho hodnota pro hrace i.

Ihned z definice je patrné, Ze Shapleyho vektor vZdy existuje a pro
danou hru je ur€en jednoznacné.

Véta 4. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Potom
Shapleyho vektor je imputaci.
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Véta 5. Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Potom
Shapleyho vektor je imputaci.

Dikaz:
e Individualni racionalita: Vi e Q : H; > v({i}):

Superaditivita = (i, K) = v(K) —v(K \ {i}) > v({i}), proto

H= Y (N — |[K])(|K]| - 1)!

> R e - ) 2
> (K > W IR ”’) o({i) = w((2)

[soucet pravdépodobnosti vSech moznych usporadani hraci]
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N
e Kolektivni racionalita: )~ H; = v(Q)
=1

Y=y > SRR D o iy

UvaZujme libovolnou, ale pevné zvolenou podmnozinu () # T C Q
v(T) se v souctu objevi ve dvou typech ¢lend:

(N = [TPNIT] = 1)t

e s kladnym koeficientempro 7' = K ...

N!
[téchto Clend je |T| (pro kazdé i € T jeden)]
e se zapornym koeficientem pro 7' = K \ {i} ...
(N —[T] = DIT]
N!
[t&chto ¢lenl je N — |T]
Celkem je u v(T) koeficient
(N = [TPIT = 1)t (N = [T = DT
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Celkem je u v(T') koeficient

N - |TH(T] = 1)!
N!

(N = [T = DT
: - -

7. (|7

_JN—WMHQJN—Wwﬂtw
- N! N! -

Nenulové koeficienty proto zlstavaji jen u v(0), v(Q).

ProtoZe v(0)) = 0, dostavame

N N — N)Y(N — 1)!
EyﬂzN( M iy

i=1
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O Priklad 4. Uvazujme hru s charakteristickou funkci

v(Q) =200, v(0) =0,
v({1}) =100, v({2}) =10 v({3}) =0,

v({1,2}) =150, w({1,3}) =110, v({2,3}) = 20.

V tomto pfipadé bude
(1) =100,  hy(1) =10,  hy(1) =0,

140 4 110
-,

50+ 20
- ===,

10 + 10
ha(2) =

hs(2)

h(2)

hi(3) =180,  hy(3) =90,  hs(3) = 50,
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Celkem tedy:
100 4 125 + 180

H, = 3 = 135,
1
H, — 0+35+9O:45’
3
1
H3=0+ g+50=207

Shapleyho vektor: H = (135, 45, 20) .
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O Pfiklad 5. Pro hru z prikladu 3 jsou Shapleyho hodnoty néa-
sledujici:

Hp = 43333,3; Hy =8333,3; Hp 18333, 3;
tj.
H = (43333,3; 8333,3; 18333,3) .
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00 Priklad 6. Hra Kocourkov.

Obecni sprava v Kocourkove je tvofena méstskou radou a staros-
tou. Rada je tvofena Sesti radnimi a pfedsedou. Vyhlaska mlze
vejit v platnost dvéma zplsoby:

e VétSina rady (pfiCemz pfedseda voli jen v pfipadé remizy
mezi radnimi) ji schvali a starosta ji podepiSe.

e Rada ji schvali, starosta ji vetuje, ale alespon Sest ze sedmi
¢lent rady pak veto prehlasuje (v tomto pripadé predseda
vzdy voli).

Definujme v(.S) = 1 pro vitéznou koalici, v(S) = 0 pro porazenou
koalici.
Rozdéleni

(as,ap,ai,...,aq),
kde S znadci starostu, P predsedu a1,2,...,6 radni, je imputaci,
praveé kdyz

as,ap,a,...,ag >0 a as+ap+a1+---+ag=1.

Snadno Ize odvodit, Ze jadro této hry je prazdné:
Vzhledem k tomu, Ze jak&koli aspor Sestiprvkova koalice zvitézi,
je

ap+ar+---+as>1
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a stejna nerovnost plati i tehdy, kdyZ libovolny ze scitancl vy-
pustime. ProtoZe vSichni s€itanci jsou nezaporni a soucet vSech
osmi je roven jedné, musi byt vSechny rovny nule, coz je spor.
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Pokusme se nyni najit Shapleyho vektor pro tuto hru.
Zacnéme s hodnotou starosty S. Nenulové €leny v souctu (9.7)
jsou ty, pro néz je K \ {S} poraZzena koalice, ale K je vitézna
(odstrani-li starostu, radni vyhlasku schvali, ale neprehlasuji jeho
veto). V tomto pfipadé existuji ¢tyfi druhy vitéznych koalic:

1. K obsahuje starostu, tfi radni a pfedsedu. Takovychto koalic

je
6
(8)

ProtoZe |K| = k = 5, je pfispévek téchto mnoZzin k celkové
hodnoté Hg roven
(8 =5)!I(5—1)! 1 1

(N — k)l(k—1)! B B B
N! =20 8! =20 280 14 °

20 -

2. K obsahuje starostu a Ctyfi radni. Takovychto koalic je 15 a
pFispévek téchto mnoZin k celkové hodnoté Hg je roven

—5\(5 — 1)!

15 . (8 =5)!(5—1)! :i.
8! 56

3. K obsahuje starostu, Ctyfi radni a pfedsedu. Takovychto

koalic je 15 a pfispévek téchto mnoZin k celkové hodnoté
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Hg je roven
B8-=6!6-1! 5
8! 56
4. K obsahuje starostu a pét radnich. Takovychto koalic je 6 a
pFispévek téchto mnozin k celkové hodnoté Hg je roven

8-6)(6—1) 1
8! T 28

15 -

Celkem je tedy

He = i + i + i + i — 1
714756 56 28 4
Dale se podivejme na pfedsedu P. V tomto pfipadé existuji jen
dva druhy vitéznych koalic:

1. K obsahuje pfedsedu, tfi radni a starostu (volba radnich
skonci remizou, pfedseda voli, starosta podepiSe.

2. K obsahuje pfedsedu a pét radnich (navrh bude vetovan,
ale s pfedsedovym hlasem bude pfehlasovanj).

Koalic prvniho typu je celkem 20, druhého typu 6. Proto
—5)(5 — 1)! —6)(6 = 1)
(8 —5)I(5 —1)! 6. (8-6)!(6-1)! 3

A Al an *

Hp =20-
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Soucet vSech H je 1, hodnoty pro jednotlivé radni jsou zfejmé
stejné, proto pro kazdé i = 1,2,...,6 bude

Celkem: L3 3 5
H: <Z, %, 2—8,,2—8>

Je vidét, Ze starosta ma mnohem vétSi moc nez predseda Ci
obycCejny radni. A ukazuje se, Ze pfedseda ma prfesné stejnou
moc jako radni.
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Lloyd Shapley (*1923), Martin Shubik (*1926)

A Method for Evaluating the Distribution of Power in a Com-
mittee System, 1954

Model volebni situace: kooperativni hra ve tvaru charakteris-
tické funkce, v niz je koalici, ktera miZe prosadit navrh, pfifazena
hodnota 1, a koalici, ktera jej prosadit nemtZe, hodnota O.

Jak méfit silu jednotlivych voli¢d ve volebni hie?

Shapley, Shubik navrhli vyuziti Shapleyho hodnoty:

p= Y WEIRDUEI= DY ey o0 i)

N!
KcCQ, ieK
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Lloyd Shapley (*1923), Martin Shubik (*1926)

A Method for Evaluating the Distribution of Power in a Com-
mittee System, 1954

Uvazujme skupinu jedincd, ktefi vSichni chtéji hlasovat pro né-
jaky navrh. Voli postupné. Jakmile pro navrh hlasuje jiz dostatek
jedincl, je povazovan za schvaleny a poslednimu hlasujicimu se
dostane pochvaly za to, Ze umoznil zakonu projit. Zvolme na-
hodné poradi hlasovani ¢lentl. Pak miizeme spocitat, jak ¢asto je
urCity jedinec ,pivotem*, klicovym voliCem — toto €islo nam udava
nas index.
Jinymi slovy: pro volice i je Shapley-Shubik(v index dany vzta-
hem
__ pocet sefazeni, v nichZ je i klicovym volicem

n!

Pi

Kombinatorick& formule pro "S-S” index:

=3 (k=Di=R!

n!
K

kde soucet probiha pres vSechny koalice K, pro néz je i ,klicovym
voliem*®: koalice K je vitézna, avSak koalice K \ {:} nikoli.
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John F. Banzhaf Ill. (*1940)
Weighted Voting doesn’t work: a Mathematical Analysis, 1965

Vhodnou mirou zakonodarcovy sily je jednoduse pocet rliznych
situaci, v nichZ je schopen ovlivnit vysledek. Tj. v pfipadé n za-
konodarct, z nichZ kazdy jedna nezavisle a je schopen ovlivnit
vysledek pouze svymi hlasy, pomér sily zakonodarce X k sile za-
konodérce Y je stejny jako pomér poctu moznych volebnich kom-
binaci celého sboru, v nichz X mlze zménit vysledek zménou
svého hlasu, k poétu kombinaci, v nichZ Y miize zménit vysledek
zménou svého hlasu.

Jinymi slovy:

Sila voli€e ¢« ma byt pfimo Gmeérn& poctu koalic, pro néz je i ,kli-
c¢ovym volicem®. Je vhodné vydélit tento pocet celkovym poctem
koalic obsahujicich i.
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Sila voli¢e ¢« ma byt pfimo Gmeérn& poctu koalic, pro néz je i ,kli-
c¢ovym volicem®. Je vhodné vydélit tento pocet celkovym poctem
koalic obsahujicich i.

Nenormalizovany Banzhafdv index:

pocet koalic, v nichz je ¢ ,kli€ovym voliCem*

ﬂll gn—1

Normalizovany Banzhaf(v index:

B;

Bi = S 7

One Man, 3,312 Votes: A Mathematical Analysis of the Elec-
toral College, 1968
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O Priklad 7: Rada bezpecnosti OSN

1946: V dobé vzniku tvofilo Radu bezpecnosti OSN 5 stalych
&lent (Cinska republika, Francie, Sovétsky svaz, USA, Spojené
kralovstvi) a 6 ¢lenl nestalych, volenych na 2 roky (Brazilie, Me-
xiko, Australie, Polsko, Egypt, Nizozemi).

K pfijeti rezoluce bylo tfeba 7 kladnych hlasll a Zzadné veto stalého
Clena.

Oznaéme S — stalého ¢lena, N — nestalého ¢lena

o . o , 11 11!
Pocet vSech sefazeni: ( . ) =— =462

Sefazeni, pfi nichz je néktery z nestalych ¢lent klicovy:
SSSSSNNNNNN
6 1

Shapley-Shubik{v index vSech nestalych ¢lenti dohromady:
6 1

= — = — = 1
PN = gee T g 0018

Shapley-Shubik{v index jednoho nestalého ¢lena:

1
N, = — = 0,00216

YWaYa)
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Shapley-Shubik{v index vSech stalych ¢lenli dohromady:

4
O _ 10 _T0_ 087

- =22
vs 162 462 77

Shapley-Shubik{v index jednoho stalého ¢lena:

76
= ——=0,1974
LI T A
Pomér:
P _ 91,4
P No
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1965: Rada bezpec¢nosi rozSifena na 10 nestalych ¢lenll (dnes:
Belgie, Burkina Faso, Chorvatsko, Indonésie, Italie, Jihoafrick4
republika, Kostarika, Libye, Panama, Vietham). K pfijeti rezoluce
je tfeba 9 kladnych hlas(l a Zadné veto od stalého ¢lena.

15 15!
Pocet vSech sefazeni: = —— = 3003
< 5 > 10!5!

Sefazeni, pfi nichzZ je néktery z nestalych ¢lent klicovy:

SSSSSNNNNNNNNNNN

8 8
=—=35 1
< 3 ) SETR
56
On = ——— = 10,0186 = 1, 86%, on, = 0,00186
s = gooz = 0,98 ¢S98, %, 05, = 0,19628
Y5 _ 105,25

¥ No
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Banzhaflv index (v plvodnim slozeni Rady):

Vitézné koalice, pro néz je jeden konkrétni nestaly ¢len N klicovy:
SSSSSNN ... 5 mozZnosti (pro N)

VSech neprazdnych koalic ... 2*°

5
om0 = 0,004883
Vitézné koalice, pro néz je jeden konkrétni staly ¢len S klicovy:
SSSSSNN, SSSSSNNN, ... SSSSSNNNNNN

Banzhafilv index jednoho nestalého ¢lena: 3y, =

Banzhafiiv index jednoho stalého ¢lena:

() G) () s

ﬂso_ 210 _ﬁ

Soucet:
) 57 304285 315
D=6 5m 5 gn= "y =g

5 B
315" B

5
ﬁNo = a1 07015877 650 -

= 11,4
315
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O Priklad 8: Akcionéfi

UvaZzujme firmu, jejichZ 40 % akcii vlastni jeden akcionaf (oznaCme
jej V — velky) a zbyvajicich 60 % je rozdéleno mezi 600 malych
akcionarll (kazdy z nich tedy vlastni 0,1 %; libovolného z nich
oznatme M — maly).

Pocet vSech sefazeni: 601

Sefazeni, pfi nichz je néktery z malych akcionart klicovy: 201

VMM...MMMM.. M
101 : 1 =101

/

00 = 100

MMM...MMM..V.. .M
1

Sefazeni, pfi nichz je kliCovy velky akcionaf: 601 — 201 = 400
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Shapley-Shubiklv index:

400
pv = o7 = 0,666 = 66,6 %

01 3343349 _ L 33.4% = 0.056 %
M= 601 - O Mo T g 00 R0 T V0D
PV _ 1194

P My

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

P

Fiklad 9: Strany v Parlamentu Ceské republiky

81 70 26 13 6 4 velikost

k

1| obs CSSD | KSCM KDU SZ N 200 6
2| ODS CSSD | KSCM KDU SZ 196 5
3] ODS CSSD | KSCM KDU N 194 5
4] ODS CSSD | KSCM 4 N 187 5
5] OoDs CSSD KDU 4 N 174 5
6] ODsS KSCM KDU 4 N 130 5
7 CSSD | KSEM KDU SZ N 119 5
8] ODS CSSD | KSCM KDU 190 4
9] ODS CSSD | KSCM 4 183 4
10| oDs €SsD KDU 4 170 4
11| oDs KSCM KDU 4 126 4
12 CSSD [ KSEM KDU 4 115 4
13| oDs CSSD | KSCM N 181 4
14|  oDsS €SsD KDU N 168 4
15| ODS KSCM KDU N 124 4
16 CssD | Ks€m KDU N 113 4
17] obDs €SsSD 4 N 161 4
18] ODS KSCM SZ N 117 4
19 CssD | KsEm Sz N 106 4
20| oDs KDU SZ N 104 4
21 CSSD KDU SZ N 93 4
22 KSCM KDU SZ N 49 4

prispévek k S-S

(N — |KDMK]—1)!

N!

0,033333333

0,016666667
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23] oDs CSSD | KSCM 177 3
24] 0ODS CSSD KDU 164 3
25| ODS KSCM KDU 109 3
26 CSSD | Ksém KDU 120 3
27| ODS CSSD SZ 157 3
28] ODS KSCM Sz 102 3
29 CSSD | KsSCm SZ 113 3
30/ ODS KDU SZ 89 3
31 CSSD KDU SZ 100 3
32 KSCM KDU Sz 45 3
33 oDS CSSD N 155 3
34| ODS KSCM N 106 3
35 CSSD | KSCM N 91 3
36 ODS KDU N 87 3
37 CSSD KDU N 98 3
38 KSCM KDU N 43 3
39] ODsS SZ N 80 3
40 CSSD SZ N 91 3
41 KSCM SZ N 36 3
42 KDU SZ N 23 3
43]  ODS CSSD 151 2
44]  ODS KSCM 107 2
45| ODS KDU 94 2
46| ODS SZ 87 2
47]  0ODS N 85 2
48] CssD | KsCwm 96 2
49| CssD KDU 83 2
50] CSsSD SZ 76 2
51] CSsD N 74 2
52| KSCM KDU 39 2
53] KSCM SZ 32 2
54] KSCM N 30 2
55 KDU SZ 17 2
56] KDU N 17 2
57| sz N 10 2

0,016666667

0,033333333
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Strana Shapley-Shubiklv Banzhaflv index
index
wi pocet B Bi
kli¢. pozic

ODS (81) 0,383333 19 0,59375 | 0,365384615
CSSD (70) 0,25 13 0,40625 0,25
KSCM (26) 0,25 13 0,40625 0,25
KDU-CSL (13) 0,05 3 0,09375 | 0,057692308
SZ (6) 0,05 3 0,09375 | 0,057692308
N (4) 0,016666667 1 0,03125 | 0,019230769

soucet 1,000000 52 1,625 | 1,000000000
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0 Prfiklad 10: Rozdéleni nakladd na stavbu

Uvazujme Ctyfi firmy, které planuji postavit novy most, jehoz cena
je C = 20 milionl korun. Jednolivé firmy jsou ochotny zaplatit
maximalné nasledujici ¢astky: u; = 10, us = 8, uz = 12, uy = 16
milion(l, které odpovidaji uzitku firem z nového mostu (Uspora
¢asu, pohonnych hmot pfi dopravé apod.)

Jakym zpUlsobem by se celkové naklady mély rozdélit mezi firmy?

Reseni.
Uvazujme charakteristickou funkciv(K) = max { (3, wi) — C,0}
({1}) = v({2}) = v({3}) = v({4}) =0,
v({L,2}) = v({2,3}) =0, v({1,3}) = 2, v({3,4}) = 8,
v({2,4}) =4, v({1,4}) = 6,v({1,2,3}) =10, v({1,2,4}) = 14,
v({2,3,4}) =16, v({1,3,4}) =18, v({1,2,3,4}) = 26
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w1 =4 [(0({1,3}) —v({3})) + (v({1,4}) — v({4}))] +
+Ar1(0({1,2,3}) —0({2,3})) + (v({1,3,4}) — v({3,4})) +
+(v({1,2,4}) —v({2,4}))]+
+r [(v({1,2,3,4}) —v({2,3,4}))] =
= 5 [24 6] + 15 [10 + 10 + 10] + § [10] = & = & = 5,667

Analogicky:
_ 1 1 1 __ 52 __ 13 _
o3 =35 10+ 5344+ 7-12="50 =2 —6,667

oy =518+ L5 46+1-16 =212 =2 -9 333
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Platby Di = U1 — ©;
I :10_1?7:% pp=8 -8B =1

Pps 212—%21—;, p4:16—23—8=—

e R A s L
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9.1.2. Nukleolus (Schmeidler, 1969)

Necht v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hraci, a je
dana imputace, K je dana koalice. Cislo

e(K,a) )= a (9.9)

ieK

se nazyva exces koalice K vzhledem k imputaci a.

Oznacme symbolem e(a) vektor o 2V —1 slozkach, ktery je tvofen
excesy pro vSechny koalice. Uspofadejme jeho slozky sestupné
podle velikosti a takto vznikly vektor ozname jako f(a).

Kazdé imputaci a timto zplsobem pfifadme vektor f(a) a na
takto vzniklé mnoziné vektor(

{f(a);a jeimputace}

uvazujme lexikografické usporadani. Rekneme, Ze imputace b
je prijatelnéjSi nez imputace a, jestlize plati:

.f(b) S(lex) f(a)? (910)

kde <(ex je nerovnost v lexikografickem (,slovnikovém®) uspora-
dani, tj. bud je prvni slozka vektoru b je mensi nez prvni sloZzka
vektoru a. nebo isou prvni sloZky steiné. ale druha sloZka vektoru
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b je menSi neZ druha sloZka vektoru a, nebo jsou prvni i druhé
sloZky stejné, ale tfeti sloZka vektoru b je mensi nez tfeti sloZka
vektoru a, atd.

Uvédomme si, Ze je-li imputace b pfijatelnéjSi nez imputace a,
vzbuzuje méné namitek neZ imputace a nebo jsou tyto namitky
stejné — prvni rozdilny exces musi byt v f(b) mensi nez v f(a).

Definice 8. Nukleolem hry se nazyva takova imputace, pro
kterou plati:

f(b) <gexy f(a) pro vSechny imputace a.
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00 Priklad 11. Pro hru s charakteristickou funkci

v(@) =0, v(®) =0,
v({1}) =v({2}) = v({3}) = -1,
U({la 2}) = U({l,?)}) = U({27 3}) =1,.

ma vektor e(a) tyto sloZky:

—(a1 + (45} + a3),
I —a; — ay,

1 —a; —as,

1 —ay —as,

—(1 + al),

—(1 + a2),
—(1+ a3).

Prvni sloZka je rovna nule, nebot v(Q) = a; + as + a3 = 0. ProtoZe
a; > v({i}) = —1, jsou posledni tfi slozky vZzdy nekladné. Kladny
exces proto mohou mit jen dvouprvkové koalice. Minimum

min  max{l —a; —as, 1 —a; —as, 1 —ay —az}
a je imputace
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nastava pro a = (0,0, 0).
Nukleolus je tedy imputace (0, 0, 0).
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0O Priklad 12:

Uvazujme hru s nasledujici charakteristickou funkci:

o(1) = % o(2) =0, v(1,2) = 1

Imputace:

1 1
a12§,a220,a1—|—a2:1 ~ ay € 5,1 Ly =1—ay
Jadro hry:

1 1
alZE,azzo,a1+a2=1 ~ a, € 5,1 Ly =1—ay

Shapleyho hodnota:

1 /1 3 1 1\ 1
H:—- — 1 = — H:—. 0 — —_ —
T2 (2+) 4’ 27 (+2) 4
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Nukleolus:
e({1},a) =3-a1 e({2},a)=0-as ¢e({1,2},a) =1-a1—ay =0

6(0;) = (—CL2, % - (ll,O) = (_a2:a2 - % 70)

f(a’) _(07_a2:a2_ OSazgi
= (O,a2 % <ay <1
yA
1
y=0 Y
]
0 I
I - - -
| ~s minimalizace:
3 1
ay = Z, oy = Z
_% y:—a2
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Nash: Status Quo: (a9, as) = (1 ,0>

g(ay,az) = (a1 — %) Qg = (a1 — %) (1—ay) =

A a, 2

N\
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Babylonsky Talmud (5. stol. pf. Kr.)

Déleni odévu (Contested garment)

Dva [u soudu] drZi odév ... jeden fika: ,cely je muj!'“ A druhy
fika: ,ma je polovina!“ ... Potom prvni dostane tfi Ctvrtiny a druhy
jednu Ctvrtinu. [MiSna, 4. odd., 2. traktat — Bava m’cija]

Rabi Rasi (11105): druhy pfiznava prvnimu jednu polovinu — ta
je tedy jasna a jedna se jen o zbyvajici polovinu, ktera je pak
rozdélena rovnym dilem.
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Né.rOky: dy = 1, dy = 1/2
Pozlstalost: E=1<d; +ds
Reseni: a=(ay,a); a1 +ay=FE

(a; je Cast, ktera pripadne vefiteli 1)

Reseni pfedepsané CG-principem (contested garment):

E—(E—di)y— (E—dy)s

ay = 9 +(E —dy)y,
E—(E—-d)y—(FE—d
a9 = ( 1);— ( 2)+ +(E—d1)+,

kde (a); := Max («,0)
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F—(F—-dy)y—(EF—-d
a; = ( 1)-2|' ( 2)+ +(E_d2)+7

E—(E—d),— (E—d
0/2: ( 1);‘ ( 2)"1‘ +(E—d1)+7

(B—di)y =(E—ds)+ =0, a1=ay=FE/2
~ pr0E=d1: a1:a2:d1/2

(E—di)y >0, (E—dy); =0,
a1:d1/2, a2:d1/2+(E—d1):E—d1/2
~ pr0E=d1: a1=d1/2, azzdg—dl/Z
(E—d), >0, (E—dy), >0,

_E+d —d
-2t

_E+dy—d

ay B

a2
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Obéma k uspokojeni celého pozadavku chybi:

E+di—dy, di+dy—E

dl—alzdl—

2 B 2
E+dy—d di +dy— F
dy — ay = dy — +22 1 _ 1+22

Slovy lze vySe uvedené vztahy vyjadfit takto:

Malé castky, které nedosahuji ani mensiho z obou naroki, jsou roz-
déleny rovnym dilem. Jakmile véfitel s nejmenSim narokem dostane
polovinu svého pozadavku, kaZzda koruna navic pfipadne jen druhému
véfiteli, a to aZ do okamZiku, kdy mu chybi polovina mensiho naroku
(neboli obéma chybi d;/2). Poté se do hry vrati prvni véfitel a kazda
koruna navic je opét rozdélena rovnym dilem.

Ztraty, které ob&ma chybé&ji k uspokojeni jejich narokd, mizeme sle-
dovat jiz od hodnoty E = (d; + d3)/2. Zde proces probih& zrcadloveé:
malé ztraty jsou déleny rovnym dilem (pfipad ds < E), jakmile véfiteli
s menSim narokem chybi polovina, kazda dalsi chybéjici koruna jde na
vrub druhého véfitele, az obéma chybi pravé polovina jejich naroku.
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M. M. Kaminski, 2000

Hydraulic Rationing.
Mathematical Social Sciences 40, 131-135

Hydraulicka analogie déleni ¢astky (kapalina) mezi véfitele s riiz-
nymi naroky (velikosti nadob; kazda nadoba je tvofena dvéma
c¢astmi stejného objemu; objem spojnice téchto ¢asti je zanedba-
telny; plivodné pro tfi véfitele):
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M. M. Kaminski, 2000

Hydraulic Rationing.
Mathematical Social Sciences 40, 131-135

Hydraulicka analogie déleni ¢astky (kapalina) mezi véfitele s riiz-
nymi naroky (velikosti nadob; kazda nadoba je tvofena dvéma
c¢astmi stejného objemu; objem spojnice téchto ¢asti je zanedba-
telny; plivodné pro tfi véfitele):
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Monotonie:

Funkce a;(F), ay(E) vyjadiujici zavislost ¢astky, kterou dostane
kazdy z véfitell, na pozlstalosti £ jsou neklesajici.

Nejlépe je to vidét opét na hydraulickém modelu: pfilijeme-li vodu,
hladina v Zadné z nadob nepoklesne.
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Problém bankrotu: (E,d), d = (di,ds,...d,)

Véritelé: 1,2,...,n

Dluhy: di>0,dy, >0, ...,d, >0,

Pozlstalost: E < dy+dy+---+d,

Reseni: x=(1,T...Tp); 11+ T2+ -2, =F

(z; Castka, ktera pfipadne véfiteli 7)
OznaCme D =dy+dy+---+d,

Konzistentni feSeni: pro vSechna i # j je déleni Castky z; + z;
pfedepsané CG-principem pro dluhy d;, d; rovno (xz;, z;)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Véta (Aumann, Maschler, 1985):

Kazdy problém bankrotu ma jediné konzistentni feSeni.
Dikaz. NejvysSe jedno feSeni: Sporem:

Uvazujme dvé rlizna konzistentni feSeni z, y, kde

n
T=(T1, .. Tiyooy Ljy oo, Tp), E xy=F, >0,
k=1

n
y:(y1v7y177y]>7yn)7 Zyk:Ea ykZOa
k=1

x; < Yi, Tj > Yy, Yi Y > xi + .
Konzistentnost = j dostane
y; pti celkovém jméni y; + y;,
x; pfi celkovém jméni x; + ;.
Monotonie (vlevo je rozdélovana vysSi Castka)
=Yty =T tr =y >,
= spor s predpokladem z; > y;

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Konstrukce konzistentniho fesSeni:

UvaZzujme rostouci hodnotu ¢astky E. Pro 0 < E < nd;/2 je kon-
zistentnim feSenim rovné rozdéleni, kdy kazdy dostane ¢astku
E/n. Jakmile prvni véfitel obdrZi d, /2, pfestane se jeho Castka
zvySovat a s rostouci hodnotou £ se Castka, ktera je navic, rozdéli
mezi vefitele 2,3, ...,n, a to az do okamziku, kdy druhy obdrzi
d»/2. PFi dalSim zvySovani Castky E se pak bude vSe, co je navic,
délit mezi veritele 3,4, ..., n, atd., az kazdy obdrzi pravé polovinu
svého poZadavku. Pro E > D/2 probiha proces zrcadlové, jen se
misto ,zisku“ z; uvazuje ztrata d; — x;.

N A

Nebo: U véfitele s nejvysSim narokem dosahne pokracujme ve
zvySovani az do d,, — (d,—1/2), tj. az do okamziku, kdy mu chybi
polovina druhého nejvyssiho naroku. PFi dalSim navySeni E se
do hry vrati véfitel n — 1 a vSe, co je navic, je rovnym dilem
rozdéleno mezi n€j a vefitele n, a to az do okamziku, kdy obéma

chybi d,_»/2, atd.
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M. M. Kaminski, 2000

Hydraulic Rationing.
Mathematical Social Sciences 40, 131-135

Hydraulicka analogie déleni ¢astky (kapalina) mezi véritele s rliz-
nymi naroky (velikosti nadob; kazda nadoba je tvofena dvéma
c¢astmi stejného objemu; objem spojnice téchto ¢asti je zanedba-
telny):
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Uvazujme dva véfitele s naroky d; < d;. Pro malé hodnoty E
je Castka rozdélena rovnym dilem; jakmile prvni véfitel dosahne
poloviny svého naroku, zlstane u d;/2 a ¢astka, ktera je navic,
pfipadne druhému az do d;/2. Pfi dalSim zvySovani se vrati do
hry veéfitel i a vSe, co je navic, se rozdéli rovnym dilem mezi oba
dva.

To je ovSem presné slovni popis CG principu.

O
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Bankrotovéa hra odpovidajici problému bankrotu (£, d) :

vpa(S) = (E—d(N\S));, kde (a);:=Max(a,0)

Véta (Aumann, Maschler, 1985): Konzistentni feSeni problému
bankrotu je nukleolus odpovidajici hry.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Standardni feSeni hry 2 hracd v :

- v(1,2) —ov(l) —v(2)
’ 2

+ v(1)
ekvivalentné: z; + zo = v(1,2), x1 — 22 = v(1 — v(2))

Jinymi slovy, standardni feSeni dava kazdému hraci i Castku v (i),
kterou si mliZe zajistit sam, a zbytek déli rovnym dilem mezi oba
hrace.

Nukleolus, jadro a Shapleyho hodnota této hry dvou hracl se
vSechny shoduji se standardnim feSenim.

BOJ O ODEV

Charakteristicka funkce: v(1) = -, v(2) = 0,v(1,2) =1

1
2
Viz pfiklad vyse
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BANKROTOVA HRA — 3 VERITELE

Babylonsky Talmud (5. stol. pf. Kr.), Mi§na, 3. odd.: Zeny, 2.
traktat: Svatebni Upisy

Zemfe muz, ktery po sobé zanecha tfi vdovy, z nichZ kazda méla
ve svatebni smlouvé stanovenou Castku, kterou dostane v pfi-
padé manzelova Umrti: prvni Zena ma dostat 100, druha 200
a tfeti 300 penéznich jednotek zuz. Jak mezi vdovy rozdélit po-
zlstalost, predstavuje-li pouze 100, 200 nebo 300 zuz?

Regeni uvedené v traktatu Ize shrnout do tabulky:

Zavazek

100 200 300

100 | 333 333 333

Pozlstalost | 200 50 75 75
300 50 100 150
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Talmud — historicka poznamka

Pfipomeinime, Ze jednim ze zakladd zidovské kultury, prava a nabo-
zenstvi je MiSna (opakovani, uceni). Jeji autor, Rabi Jehuda ha-Nasi
(135-217) z galilejského mésta U3a v ni shrnul do té doby pfevazné
Ustné tradované pobiblické ndboZenské pravo v ucelenou sbirku. MiSha
se pak stala predmétem studia dal$ich generaci uéenct; vysledkem je-
jich €innosti bylo vytvofeni Gemary (doplnéni), rozsahlého komentéare
obsahuijiciho diskuse a polemiky jednotlivych u¢enct, jejich Zakd a Skol.
Tyto Gemary vznikly dvé: naizraelské plidé a v Babylonii. Soubor MiSny
a Gemary se nazyva Talmud a podle mista vzniku se rozliSuje Talmud
jeruzalémsky C&i palestinsky, ktery byl dokonéen v poloviné &tvrtého
stoleti (Svatd zemé se v té dobé ocitla pod vliddou kfestanskych by-
zantskych cisafl a hlavni centrum Zidovského Zivota se presouvalo do
Babylonie; jeruzalémsky Talmud se proto nezachoval v takové Uplnosti
jako dale zminény Talmud babylonsky) a Talmud babylonsky, jehoZ
kone€nou redakci provedl RABI ASI (1427) a jeho Zaci (Talmud babylon-
sky vznikal v pfiznivéjSich podminkéach; zidovské obce v Babylonii byly
obdafeny zna¢nou autonomii a tésily se plnym praviim).
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Misna se ¢leni do Sesti oddildl, z nichZ pro nase potieby je nejzajimavéjsi
oddil treti zvany Nasim (Zeny), ktery je tvoren sedmi traktaty; druhy
Z nich se nazyva K'tubot(Svatebni Gpisy) a feSi kromé jiného otazky

spojené se svatebni smlouvou v€etné obnosu, kterym se muz Zené

zavazuje pro pﬁpad rozvodu nebo své smrti. V traktatu Nasim Ize nalézt
i feSeni VS/ée uvedeného problému
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Nyni se vratme k tabulce rozdéleni pozlstalosti mezi vdovy.

Zavazek

100 200 300

100 | 33% 331 33}
Pozistalost | 200 50 75 75
300 50 100 150

Posledni fadek tabulky pfedstavuje proporcionalni rozdéleni, které od-
povida tomu, co by bez dlouhych Gvah pravdépodobné zvolila vétSina
z nas. Rovné rozdeéleni v prvnim fadku, kdy pozlstalost neprevysi hod-
notu nejnizsiho zavazku, ma takeé jesté své logické opodstatnéni. Pro-
stfedni fadek se v&ak dlouho jevil jako tvrdy ofisek. Ctyfi rlizna zdéivod-
néni celé tabulky podali R. J. Aumann a M. Maschler v roce 1985. Z
toho tfi jsou zaloZena pouze na principech obsazenych v Talmudu.
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1. zddvodnéni: Konzistentnost

Reseni uvedené v Talmudu je konzistentni.

2. zdlvodnéni: Socialni spravedinost

Druhé zdUvodnéni je zaloZeno na jiném talmudickém principu, ktery
je obsaZzen v ¢asti Arachin (Odhady): Obecné ten, kdo pdij¢i, méa au-
tomaticky retencni pravo na nemovité jmeéni dluznika. Je-li vS8ak cena
nemovitosti mensi nez 1/2 pljcky, dluznik s ni mlze v urcitych pfipa-
dech volné disponovat.

Na prvni pohled se nam tento princip mdize zdat paradoxni, ma vsak
svlj hlubsi eticky a psychologicky zaklad. Je-li totiz cena nemovitosti
vétsi nez 1/2 hodnoty puijcky, je retencni pravo dllezZité a véfitel diky
nému ziska vétsSinu poskytnutych penéz zpét. Je-li vS8ak cena nemovi-
tosti mensi nez 1/2 pljcky, pravo na ni stejné nehraje velkou roli; plijcka
byla pravdépodobné poskytnuta na zakladé dlivéry a bylo by nemoralni
prevzit do vlastnictvi nemovitost od ¢lovéka, ktery pfijal pljcku v dobré
vife.
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Princip zaroven ilustruje mysSlenku, ktera je pro Talmud typickéa a kterou
Ize zjednoduSené zformulovat takto: ,Vice neZ 1/2 je jako vSe, méné nez
1/2 je jako nic.“ Polovina zde pfedstavuje vyznamny meznik: mame-li
dostat vice nez 1/2 dluhu, zamé&fime se na celou Castku a stardme se o
velikost ztraty; mame-Ili dostat méné nez 1/2, v duchu dluh odepiSeme
Uplné a jsme pak vdécni za cokoli, co nakonec dostaneme — soustfe-
dime se na ,odmeénu”. Bylo by tedy socialné nespravedlivé, kdyby byli
rlzni vé&fitelé na rliznych stranach tohoto predélu, tj. aby jeden dostal
vétSinu svého naroku, zatimco jiny by vétSinu ztratil. Pro £ < D/2
jsou proto zisky opét déleny rovnym dilem, jakmile vSak u nékterého
véfitele pfidélena castka presahne jednu polovinu jeho pozadavku, do-
stane pouze tuto polovinu a vSe, co je navic, se rozdéli mezi ostatni; pro
E > D/2 se pfi dodrZeni stejnych podminek déli rovnym dilem ztraty.
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3. zdGvodnéni: Tvorba koalic

Treti zd@ivodnéni vychazi z komentare uvedeného v Jeruzalémském
Talmudu:

Samuel fika, Ze MiSna vychazi z toho, Ze se vdovy navzajem posiluji,
konkrétné, tfeti se spoji s druhou pfi jednani s prvni. Mohou ji fici: , Tv{j
poZadavek je 100, Zze? Vezmi si 50 a jdi“.

Druhé dvé Zeny tak vytvofi koalici proti prvni; po vyplaceni 50 jednotek
si zbytek rozdéli na zékladé CG principu. Pro E = 200 tak ziskame
rozdeéleni (50, 75, 75), pro E = 300 obdrzime (50, 100, 150). Tento princip
ovSem funguje jen pro 150 < E < 450, nebot pro £ < 150 by nebylo
zachovano usporadani a pro £ > 450 by prvni Zena nesla vétsi ztratu
neZ druhé dvé.! Konzistentni feeni pak vypada takto: Pro 0 < E <
3d1/2 se pozustalost déli na rovné dily, pro 3d;/2 < E < D — 3dy/2
probiha rozdéleni na z&kladé vySe uvedeného koali¢niho principu, pro
D —3d;/2 < E < D se déli ztraty na rovné dily. Tento postup lze
indukci zobecnit na n véfitell a Ize dokazat, Ze koali¢ni proces vede ke
konzistentnimu feSeni pro vSechny problémy bankrotu.

INapfiklad pro E = 100 bychom obdrzeli (50, 25,25), pro E = 500 by vy3lo
(50.175.275).
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4. zddvodnéni: Teorie kooperativnich her

Posledni zdlivodnéni je zaloZeno na soucasné teorii kooperativnich her
a je zajimavé tim, Ze ukazuje, Ze dnesSni matematické feSeni vede ke
stejnému vysledku jako vySe naznacené filozofické Ci etické Gvahy za-
loZzené na talmudickych principech. Nukleolus odpovidajici hry s cha-
rakteristickou funkci

vpa(S) == (E—d(N\ S));, kde (a)y :=Max(a,0)

se ve vSech pfipadech shoduje s feSenim uvedenym v Talmudu.
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di = 100, d» = 200, ds = 300
E=100

v(l) =v(2) =v(3) =0,
v(1,2) =v(1,3) =v(2,3) =0, v(1,2,3) =100

[\

Imputace: a; >0, a; +as +ag = 100

Jadro:

a; >0, a; +azy >0, ay +az > 0,a2 +asz > 0,
a1+a2+a3=100

) ~ (100 100 100
Shapley: H_<3,3,3>

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Nukleolus:

e(a’) = (—0,1, —aQ2, —a3, —a1 — Az, —G1 — ag, —dg — as,

100-@1 — Q9 —CL3)

CL1+CL2+CL3:100

Pr rcionalni déleni £ : —_— ., —
oporcionalni déle <6’6’6

b 100 200 80\ (100 100 100
’ 6 6’ 6 lex ; 3 3 3

100 200 300)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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E=200
v(l) =v(2) =v(3) =v(1,2) =v(1,3) =0,
v(2,3) = 100, v(1,2,3) = 200

Imputace: a; > 0, a; + as + az = 200

Jadro:
a; >0, a; +as >0, a1 +az >0, az + a3 > 100,
a1+a2—|—a3:200

Shapley: H = <@ @ @>

37373
Nukleolus:
e(a) = (—ay, —ay, —as, —a; — ag, —a; — as, 100 — ay — as, 0)
.f(a’) = (07 —ay, a1 — ]-007 —Q2, —3, —A1 — Az, —Q1 — CL3)

~  min. ~ a1 =950, ay = a3z = 75

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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y A y ﬂk y A
y=a,—-100 = 4.—200
y=a,-200 Y=t

50 /4 R 100 200 / 100 200 /
0N ! a, 0 : a, 0 : ay

50p--- X : :

-100 1) PO : 100 --enoe-3 :

/ y=-t
y=—a y=—a;
-200 -200
a,+ay=150
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E=300
v(l) =v(2) =v(3) =v(1,2) =0, v(1,3) = 100,
v(2,3) =200,v(1,2,3) = 300

Imputace: a; > 0, a; + as + a3 = 300

Jadro:
ai20, a1 + as ZO, a1+a32 100, a2+a32200,
a1+a2+a3=300

Shapley: H = (50,100, 150)

Nucleolus:
e(a) = (—ay,—ay,—az, —a; — as, 100 — a; — asz, 200 — as — ag, 0)
f(a) =(0,—ay,a; — 100, —asg, ag — 200, —as, az — 300)

~  min. ~ a; =50, az =100, as = 150

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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»4 y=a,-100 v Y
y=a,—200,

50 Aoo 100 200/ R 150 _

0 a, 0 E @ 0 : a
50{--- B : :
-100 2100 femeeemnny " E
/ y=—a, E
y=—a 2150 fenseeneea e .

2200 U

y=a;-300
_30}

—
—
]
R
i)
—
—
—
—
—
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10 TEORIE KOLEKTIVNIHO
ROZHODOVANI
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SPOLECENSKA VOLBA

Jak spojit preference jednotlivel ve volbu celé spole¢nosti
Hlavni pfedmét zajmu: volby = zakladni pilif demokracie

Uvazujme n alternativ, z nichz méa byt volbou vybrana alternativa
vitézna.
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ZPUSOBY VOLEB — PRIKLADY

DIKTATURA

At uZ jsou preference ¢lent spoleénosti jakékoli, vysledek zavisi
pouze na jediném jedinci — diktatorovi
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PRINCIP VETSINY

N4

Kazdy voli¢ zvoli nejoblibengjsi alternativu
— zvVitézi alternativa s nejvyssim poctem hlast
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OSTRAKISMOS — STREPINKOVY SOUD
(Klesthenes, 508 pr.kr.)

Shroméazdéni: kazdy obfan napsal na ostrakon jméno toho, kdo
je podle néj nebezpecny pro svobodu obcéand

— proti komu byla vétSina hlasl, musel opustit Athény na 10 let
(nepozbyval obCanskych prav ani majetku)


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Ramon Llull (1235 — 1316)

Ma-li byt zvolen jeden z n kandidatd, bylo by spravedlivé,
kdyby tento Clovék zvitézil v duelu s kazdym ze zbyvajicich
kandidat.

Spisy:

Blanquerna (1282 — 1287),

Artifitium electiones pesonarum
(pfed 1283),

De arte electionis (1299)
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Mikulas Kusansky (1401 — 1464)
LlulGv vitéz nemusi existovat

Kusanského metoda, 1433: kazdy voli€ da svému
nejméné oblibenému kandidatovi 1 bod, druhému nejhor-
§imu 2 body, . . ., nejoblibené&jSimu n bodU. Vitézem je kan-
didat s nejvyssim poctem bodd.

Spis:

De concordantia catholica
(1282 — 1287)
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Marie Jean Antoine Nicolas Caritat,
marquis de Condorcet (1743 — 1794)

1777
1782

1789
1791

1792

1793

*17. 9. 1743 Ribemont
Studium: Jesuitska kolej v RemeSi, Collége de

s

Navarre v Pafizi, matematika u D’Alemberta
1765—-1774 kariéra matematika

(Clen Kralovské akademie véd, Cestny Clen mnoha
zahranicnich akademii a filosofickych spolecnosti)
spolupréace s L. Eulerem a B. Franklinem

1774 jmenovan generalnim inspektorem mincovny
jmenovan tajemnikem Akademie véd

zvolen ¢lenem Francouzské akademie
(projev o prospéchu spojeni fyzikalnich a moralnich véd)
UCast ve Francouzské revoluci

s

zvolen za PafiZz do Zakonodarného shromézdéni; tajemnik shro-
mazdéni; navrh reformy francouzského Skolstvi, navrh Ustavy, boj
za prava zen a ¢ernochl

hlasoval proti popravé krale Ludvika XVI.
— zafazen mezi Girondisty

po prevzeti moci Jakobiny kritizoval chvatné pozménény navrh
Ustavv — oznacen za zradce. vvdan zatvka¢. 5 mésicl v Ukrvtu
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28. 3. 1794 umira ve vézeni Bourg-la-Reine

e Du calcul intégral, 1765
e Du probleme des trois corps, 1767
e Essais d’analyse, 1768

e Contribution au Supplément de I'Encyclopédie (22 articles
sur I'analyse mathématique), 1776-1777

e Essai sur I'application de I'analyse a la probabilté des deci-
sions rendues a la pluralité des voix, 1785

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Marie Jean Antoine Nicolas Caritat,
marquis de Condorcet (1743 — 1794)

Essai sur I'application de I'analyse a la probabilité des deci-
sions rendues a la pluralité des voix, 1785

Volebni metoda: kazdy voli€ ostfe usporada vsechny alternativy
podle svych preferenci — , Condorcetlv vitéz*: alternativa X
s vlastnosti, Ze pro kazdou alternativu Y je pocet voli¢l preferu-
jicich X pfed Y vétsi nez pocet volich preferujicich Y pred X.

00 Priklad 1. VétSina preferuje C pfed B, C pfed A, B pfed A.

A je porazeno alternativami B i C; vétSina preferuje C pfed B,
vitézi C.

Condorcetlv vitéz nemusi vzdy existovat
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O Priklad 2. Uvazujme tfi rlizné voli¢e s nasledujicimi preferen-
cemi:

Voli¢
X Y Z
1. A C B
Poradi preferenci 2. B A C
3. C B A

Cyklus: A-B, B>~C, C>A
/A\
C B
v

= vzdy Ize odhalit takovou preferenci, kter4 je schopna na
zakladé veétSinového kritéria (v binarni kombinaci) pfedchoziho
vitéze porazit

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Condorcetlv paradox: i kdyZ jsou individualni preference vSech
voli¢l tranzitivni, ,spolecenské preference” ziskané vétSinovymi
volbami tranzitivni byt nemusi.

V demokracii neexistuje Zzadna jednoznacné nejlepsi preference,
kterou by bylo mozné oznacit za kone¢nou, vitéznou, a jejiz pfi-
jeti by bylo mozné v ramci teorie spoleCenské volby pokladat za
nejspravedlivéjsi.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Jean Charles de Borda (1733 — 1799)



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Jean Charles de Borda (1733 — 1799)

Mémoire sur les élections au scrutin, 1781 (1770)
Kritika volebnich pravidel ve Francouzské akademii: vitézem vét-
Sinové volby miiZze byt vSeobecné nejméné preferovany kandidat.

00 Priklad 3: 12 volicl s nasledujicim rozloZzenim preferenci vy-
bira jednoho ze tfi kandidatt, A, B, C.

Pocet volic¢l

5 4 3
1. Alice Barbora Cecilie
Pofadi preferenci 2. Cecilie Cecilie Barbora
Barbora  Alice Alice

VétSinova volba: Alice - Barbora > Cecilie (5:4:3)
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— Rozpor: rozhodovani mezi Alici a Cecilii:
Cecilie - Alice (7:5)

Bordova metoda: Kazda alternativa dostane za kazdého
volie pocet bodl podle pofadi v Zebricku preferenci: je-
li na poslednim misté, ziska 1 bod, na pfedposlednim 2
body, ..., na prvnim misté n bodU, kde n je pocet alternativ.
Vitézem je alternativa s nejvy$sim poétem bodu.

Pouzivana ve Francouzské akademii v letech 1796 — 1803

Vitéz nemusi byt pro nikoho na prvnim misté; nevznikaji cykly -
jen remizy

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Pocty bodii: Pocet volicu

5 4 3

1. Alice Barbora Cecilie
Poradi preferenci 2. Cecilie  Cecilie Barbora

3. Barbora Alice Alice
Alice .. 3.54+1-44+1-3=22
Barbora ... 1-5+3-4+2-3=23
Cecilie ... 2-54+2-4+43.-3=27 ... Bordlv vitéz
Rozhodovani po dvou: Barbora > Alice (7:5)

Cecilie > Barbora (8:4)
Cecilie = Alice (7:5)

— Cecilie zvitézi ve srovnani se zbyvajicimi kandidaty

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 4.

Uvazujme tfi rlizné volie s nasledujicimi preferencemi:
Voli¢

1 2 3 4 5 6 7

1 X A B X A B X
Pofadi 2. C X A C X A C
preferenci 3. B C X B C X B

Pocet bodu:

X..22, A..17, B...16, C ... 15
~» X odstoupi: A...13, B...14, C ... 15

Vitézem se paradoxné stala alternativa, ktera ptivodné prohrala.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 5.

Nyni uvaZzujme pfesné opacna usporadani preferenci:
Volic

1 2 3 4 5 6 7

1 A B C A B C A
Poradi 2. B C X B C X B
preferenci 3. C X A C X A C

4. X A B X A B X

Jasnym vitézem je C s 20 body, posledni je X se 13 body.

Jestlize vSak X odstoupi, zvitézi A s 15 body, zatimco C bude po-
sledni s 13 body. Plvodni vitéz je nyni posledni a ten, kdo byl pl-
vodné predposledni, je vitézem. V pfedchozim pfikladu odstoupil
vitéz, nyni je situace jesté paradoxné&jsi: X je zcela nedilezity
porazeny.
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Charles Lutwidge Dodgson (1832 — 1898)

A Method of Taking Votes on More than Two Issues, 1876
Volebni systém inspirovany Condorcetem:

Vitézem je kandidat, ktery je ,nejblize* ke Condorcetovu
vitézi v tom smyslu, Ze by se jim stal s nejmenSim poctem
zmén v preferencich volicd
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Duncan Black (1908 — 1991)

e On the Rationale of Group Decision Making, 1948
e Theory of Committees and Elections, 1958

Propagoval prace Charlese Dodgsona

Blackova metoda:

Condorcetlv vitéz, pokud existuje
vitéz voleb =

Bord(v Vitéz v ostatnich pripadech

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Kenneth Arrow (*1921)

Social Choice and Individual Values, 1951
Oznaceni, pfedpoklady
A={z,y,...,2} —mnoZina alternativ
Q ={1,2,...,n} —mnozinajedincl, spolecnost
Pro kazdé i € @ necht je na A definovano Uplné neostré uspo-
fadani (i preferuje x pfed y nebo je indiferentni mezi x, y):
e pro kazdé x,y € A plati: x =; y nebo y =; =,
e prokazdé x,y,z € Aplati:je-lix =;yay >; z, pak x =; z.

Déale definujme relace preference >; a indiference =;:

e 1 >; y, pravé kdyz neplati y >; x (¢ preferuje x pred y),

o v =y, pravé kdyZ plati: = =, y Ay =; x
(2 je indiferentni mezi x, y).

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Schematické znazornéni preferenci:

O Priklad 6: Q= {1,2}, A= {z,y}

R' R? R®
Ty z-y
Yy

Mnozinu vSech usporadani alternativ oznacme
R={R'R?...,R™}
Definice 1. Profilem usporadani preferenci ¢lenl spolec-

nosti budeme rozumét usporadanou n-tici (R', R?,..., R"),
kde R’ udava usporadani preferenci jedince i.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 Priklad 70 Q = {1,2}, A= {z,y}
R' R* R?
r Yy =y
y 1 2| R F F F F
R' R RN R R R' R?
R' RR| R R' R' R* R®
R' RR| R R R' R} R?
R? R RP R R* R' R
R RR| R? R' R* R* R!
R RR| R? R' R* R} R?
R R'WRY R R R' R?
R3 R2 RZ Rl R3 R2 R3
F, ... vnucena volba R R R R' R® R R!

F3, Fy

... diktatura

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Definice 2. Funkci spoleCenského blahobytu (social
welfare function) F budeme rozumét zobrazeni, které kaz-
dému profilu usporadani preferenci jednotlivctl pfifadi Gplné
neostré usporadani preferenci spolecnosti, tj.

F:R"—R; (R,R...,R") — R;

pro nazornost budeme misto (z,y) € R psatz = y
(spolec¢nost preferuje x pfed y nebo je indiferentni mezi
x, y); analogicky pro =z > y, x ~ y.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Pozadavky na ,spravedlivé® spojeni usporadani
individualnich preferenci v usporadani preferenci
celé spoleCnosti

Podminka 1

e Funkce spoleCenského blahobytu F' je definovana pro
vSechny mozné profily individualnich usporadani prefe-
renci.

e Pocet alternativ v A je vétSi nebo roven 3, tj. | A] > 3.

e Spolecnost obsahuje alespoii dva rlizné jedince,
4. |Q| = 2.

Poznamka:

Neni splnéna napf. pfi Condorcetové metodé

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Podminka 2 (pozitivni spojeni spoleé¢nych a individual-
nich hodnot)

Jestlize je podle funkce spoleCenského blahobytu pro dany
profil preferenci x preferovano pred y, pak totéz plati i pfi
nasledujicich modifikacich profilu:

¢ vzajemny vztah jednotlivych dvoijic alternativ réiznych od
x Se neméni,

e vzajemny vztah mezi alternativou x a jakoukoli jinou al-
ternativou zUstava nezménén nebo je zménén ve pro-
spéch x.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Poznamka:

Uvazujme napfiklad nasledujici profily usporadani.
Je-li funkce F takova, Ze pro profil

R'  R? R?

r r—z Tx—Y—2

Y Y

z

je y > z, pak by odporovalo intuici, kdyby pro profil

R! R? R?

T—Y T—2z Y

z Y T —z

nezlstalo y = z :

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Podminka 3 (nez&vislost na irelevantnich alternativach)

Necht B C A je libovolnd podmnoZina mnoziny alternativ.
Je-li profil usporadani modifikovan tak, ze vzajemny vztah
vSech dvojic z B zlistava nezménén, pak spoleéné uspo-
fadani uréené plivodnim a modifikovanym profilem je pro
alternativy z 5 identické.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Poznamka:

podminka 3 neni splnéna pfi Bordové metodé:

vV W X Y Z
1. A A B B C
PoCetbodl: A ... 11
2 B C C C B
D ... 8
3 C B D D D
4 D D A A A Preference spole¢nosti: A = D

Omezeni mnoZiny alternativ na {A, D} :

Vv W X Y Z

Poletbodl: A ... 7
1. | AADDD D 8

2. | D DA AA

Preference spole¢nosti: D = A

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Podminka 4 (ob¢anska suverenita)

Pro kazdou dvojici alternativ z, y existuje takovy profil
individualnich usporadani, Ze spolecnost preferuje = pred
y.

Podminka 5 (nediktatorstvi)

Neexistuje jedinec s vlastnosti, Ze kdykoli preferuje =z
pfed y pro libovolnou dvojici z,y, spoleCnost ma stejnou
preferenci, bez ohledu na preference ostatnich jedincd.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Véta (Arrow’s Impossibility Theorem).

Podminky 1-5 jsou nekonzistentni.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Véta (Arrow’s Impossibility Theorem).

Podminky 1-5 jsou nekonzistentni.

Jinymi slovy, jediny systém splfiujici podminky 1-4 je v pfipadé
tfi a vice alternativ diktatura.
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Definice 3. MnoZina V' se nazyva rozhodujici pro uspofa-
danou dvojici (z,y), pravé kdyz plati:

VieV:x—-y=x>y

bez ohledu na preference j ¢ V

Tvrzeni: MnoZina V je rozhodujici pro uspofadanou dvojici (z, y),
prave kdyz plati:

MieV:e—-yAVjeQ\V :iy—jz)=>x>y

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Hlavni kroky dlkazu

1. Predpokladejme, ze V' # () je minimalni rozhodujici mno-
Zina, tj. existuji takové alternativy x,y € A, Zze V je rozhodujici
pro (x,y), ale neexistuje Zadna vlastni podmnozina V' C V, ktera
by byla rozhodujici pro néjakou dvojici alternativ.

V' existuje:

e () je rozhodujici mnozina pro kazdou dvojici alternativ
(tzv. Paretovska optimalita; plyne z podminek 1-4).

e Po jednom prvku pak Ize ubirat, dokud je nova mnozina roz-
hodujici pro néjakou dvojici alternativ. Kdyby pak bylo V' = (),
existovala by dvojice (z,y), pro kterou by () byla rozhodujici
mnoZina; potom by vSak @ = @ \ () nebyla pro (z,y) rozhodu-
jici, coz je spor.
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2. Zvolme libovolné j € V; oznaCme W =V \ {j}, U=Q\V
(protoze |Q| > 2, je aspoin jedna z mnozin U, W neprazdnd).
Zvolme libovolné z € A, =z # z,y. Uvazujme nasledujici profil:

{sy w U
x oz oy
y x oz
z Yy x

Prokazdéic V=W U{j}jex >=;y, proto x > y.

Zaroven musi byt y > z (jinak by W byla rozhodujici pro (z, y),
coz by bylo ve sporu s minimalitou V).

Z tranzitivity pak plyne: = > z.

Avsak j je jediny, ktery preferuje = pfed z; vzhledem k minima-
lit¢ V nemlze byt {;j} vlastni podmnoZinou V, proto V' = {;}.
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3. Zatim jsme ukézali, Ze {j} je pro kazdé = # x rozhodujici pro
(x, z). Nyni uvazujme libovolné w € A, w # x,z. UkadZeme, Ze
{j} je rozhodujici i pro (w, z) a (w, x). Uvazujme profily:

{j} U Z Paretovské vlastnosti plyne: w = z;
wooz {j} je rozhodujici pro (z, z), proto = > z;
xrw Z tranzitivity plyne: w > z, tj.

z {4} je rozhodujici pro (w, z).

{j} U {j} je rozhodujici pro (w, z), proto w > z;
Wz z Paretovské vlastnosti plyne: z > x;
z z tranzitivity plyne: w > x, tj.

row {j} je rozhodujici pro (w, x).

Celkem jsme tedy ukazali, Ze {;} je rozhodujici pro kaZzdou dvojici
alternativ a je to tedy ,diktator" ve smyslu podminky 5.
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Princip prosté vétsiny je jediny, ktery splfiuje podminky:

e rozhodnutelnost: pro kazdy profil je ur€eno skupinové roz-
hodnuti o libovolnych dvou alternativach,

e anonymita: nezalezi na oznaceni jedincd,

e neutralita: nezalezi na oznaceni alternativ,

e pozitivni odezva: je-li z = y a jeden jedinec zméni uspora-
dani ve prospéch z, pak = > y.

Oznaéme N, = |{i € Q;z =; y}|, N, = |{i € Q;y =i z}|,
Nr=|{ieQz~;y}

e Anonymita: kolektivni rozhodnuti o x, y zavisi jen na N,,, N, Ny,
e z neutrality plyne: z ~ y, pravé kdyz N, = N,,
e opakovanym vyuzitim pozitivni odezvy Ize ukazat:

x > y pravé tehdy, kdyz N, > N,, resp.

y > x prave tehdy, kdyz N, > N,.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O Priklad 8.

Uvazujme tfi rlizné volie s nasledujicimi preferencemi:

Volic

Pofadi preferenci 2.

[EnN
0O @™ >» X

w > O|<
> O W |N

Je-li k vybéru vitézné alternativy — napfiklad v parlamentu ¢i néja-
kém vyboru — pouzito pravidlo prosté vétSiny, pak zalezi natom, v
jakém poradi da predseda o jednotlivych alternativach hlasovat:

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Voli¢

N

Pofadi preferenci

[EnN
O @™ >» X

w > O|<
> O W (N

O 1. kolo: A proti B — 2. kolo: vitéz proti C = celkovy vitéz: C
O 1. kolo: A proti C — 2. kolo: vitéz proti B = celkovy vitéz: B
O 1. kolo: B proti C — 2. kolo: vitéz proti A = celkovy vitéz: A

Jak vime z kapitoly vénované hram v explicitnim tvaru, pfi tzv.
sofistikované volbé se vysledek mliZze zménit, v tomto pfipadé
by pak v uvedenych situacich zvitézily alternativy B, A, C.

V kaZzdém ptipadé nam vsak pro rlizné poradi hlasovani vychazi
rizny vysledek (coZ bychom méli mit na paméti pfi sledovani
politického dént).
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O Priklad 9. UvaZujme vSeobecné volby, v nichZ voli¢i voli jed-
noho ze dvou kandidatll, a to na zakladé jejich postoje v jedné
konkrétni zalezitosti - napfiklad podle pozice na Skale znazornu-
jici obecné liberalné-konzervativni rozdéleni. Pfedpokladejme:

U

Kazdy voli¢ méa idealni bod — nejpreferovanéjsi pozici na
dané Skéle; uzitek klesa s rostouci vzdalenosti od tohoto bodu
Kazdy voli¢ hlasuje na zkladé svého pfesveédceni a voli toho
kandidata, ktery je nejblize k jeho idealnimu bodu; jsou-li oba
vzdaleni stejné, vybird nahodné se stejnymi pravdépodob-
nostmi (hodi si minci)

Kazdy voli¢ vzdy voli

Kazdy kandidat miiZze zaujmout libovolnou pozici

Kazdy kandidat se snazi maximalizovat své Sance na vitéz-
stvi ve volbach a POUZE PODLE TOHO voli pozici, kterou
zaujme

Pro kazdého kandidata je uzitek z vitézstvi u(v) = 1, uzitek
z prohry u(p) = —1; jedna se tedy o hru s nulovym souctem
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Situaci Ize znazornit pomoci rozdéleni ideéalnich bodl volicd. PFi
malém poctu voli¢li to bude mnoZinaizolovanych bodd, pfi velkém
poctu voli¢l ziskame rozdéleni spoijité, napr.:

Podet voliél, jejichz
idedlni bod leZi
mezi a,;, a,

Poéet hlasl

Median idealnich bodu voliét

Vyska kFivky v bodé a udava pocet volicl, pro které je a idealnim
bodem. Obsah modré oblasti udava pocet volicd, jejichz idealni
bod lezi mezi a; a a,.
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Poéet hlast

X1 Xq+X5 Xg Pozice kandidata
2

V situaci znazornéné vyse ziejmé kandidat zvitézi pravé tehdy,
kdyZ ziska hlas od voli¢e, ktery predstavuje MEDIAN z,,. Zaujme-
li kandidat C; pozici x5, pak uzitek pro kandidata C; je pro riizné
hodnoty z; nasledujici:
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Poéet hlast

X1 Xq+X5 Xg Pozice kandidata
2

w=1 < |1 — x| <|re — Tyl
uw =0 & |11 — x| =|re— Tyl

uw=—-1 & |1 —xn| > |re — Ty
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Poéet hlast

X1 Xq+X5 Xg Pozice kandidata

2

Je-li zndmo, ze kandidat C, zaujme pozici z,, pak nejlepsi odpo-
véd kandidata C; je nasledujici:

x9 < X, = Cjzvolipoziciz, kde z5 <z < 2z, — 29

x9 >, = C7zvolipozicizx, kde 2z, — x5 < x < x5

r9 =2, = Cyzvolipoziciz, kde x =z,
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Nejlepsi odpovéd kandidata C, na urcitou volbu kandidata C je
obdobna. Nyni se nabizi otdzka, zda pro naSe kandidaty exis-
tuje dvojice strategii, které jsou vzajemné nejlepSimi odpovédmi.
Regeni je snadné: oba by méli zvolit median z,,. Jak jsme vidéli
vyse, zaujme-li jeden z kandidatd strategii rliznou od z,,, mlze
jeho protivnik zaujmout pozici blize k medianu a tak zvitézit.

Tato "konvergence kandidatd” k idealnimu bodu "voli¢e-mediana”
je specialnim pfipadem néasledujici véty:

Véta 1 o voli¢i — medianu:

Jestlize vSichni voli€i voli a rozdéleni jejich preferenci ma jediné
lokalni maximum v jednorozmérném prostoru, pak pfi volbé jedné
ze dvou moznosti porazi MEDIAN idealnich bod(i viechny ostatni
pozice.
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O Priklad 10. Dale si pfedstavme, Ze do voleb vstoupi jesté treti
strana. Jak se zmeéni situace?

Poéet hlasi

X1=X2 X3 Pozice kandidata
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11 DOPRAVNI
A POCITACOVE SITE
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ANTAGONISTICKE HRY

— spolehlivost dopravnich siti

Obvykly pristup:

[0 ziskani statistickych dat pro jednotlivé hrany
(doba prepravy, zpozdéni, kapacita)

[0 studium vlivu zmén chovani hran na chovani celé sité

Potize:

[J neuplné informace

[0 v pfipadé Uplnych informaci nemusi byt jista stabilita dat
v Case

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Michael G. H. Bell, 2000: A game theory approach to measu-
ring the performance reliability of transport networks

O Model

1. hr&c¢: uZzivatel dopravni sité, ktery hleda cestu tak, aby mini-
malizoval oCekavané naklady

2. hrac: ,démon®, ktery ovliviiuje fungovani sité tak, aby tyto
oCekavané naklady maximalizoval

Mira spolehlivosti dopravni sité = naklady pfi rovhovaznych
strategiich

Sit je spolehliva, jestlize oCekavané naklady na cestu
jsou pfijatelné i v pfipadé, Ze jsou uZivatelé extrémné
pesimisticti o stavu sité.
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HRY MEZI CESTOVATELI

— vétsinou soupefeni o omezeny prostor na silnici

M. Van Vugt, R. M. Meertens, P. Van Lange, 1995:

Car Versus Public Transportation?

0 Model
Hrac 2
Strategie Vefejna doprava Automobil
Vefejna doprava (4,4) (—4,8)
Hrac 1
Automobil (8,—4) (0,0)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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HRY MEZI CESTOVATELI

— vétSinou soupefeni o omezeny prostor na silnici

M. Van Vugt, R. M. Meertens, P. Van Lange, 1995:

Car Versus Public Transportation?

00 Model
Hrac 2
Strategie Vefejna doprava Automobil
Vefejna doprava (4,4) —  (—4,8)
Hrag 1 ! !
Automobil (8,—4) — (0,0)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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O Veéznovo dilema: Melvin Dresher, Merrill Flood, 1950

Hrac 2

| Spoluprace Zrada

Spoluprace (1,1) (-1,2)

Zrada (1,-1) (0,%)

Hrac 1

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 Véziiovo dilema: Dirigent, Cajkovskij a KGB

Cajkovskij
Zapirat Pfiznat
Zapirat (—3,-3) (—25,-1)

Dirigent
Pfiznat | (-1,-25)  (10,=10)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 Véznovo dilema

Hrac 2
Spoluprace Zrada
Spoluprace (odména, odména) (oSkubani, pokuseni)
Hrac 1
Zrada (pokuSeni, oSkubani) (trest, trest)

oSkubéani < trest < odména < pokudeni.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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David Levinson, 2005:

Micro-Foundations of Congestion and Pricing: A Game The-
ory Perspective

Hra dvou nebo tfi hracl, ktefi voli ¢as odjezdu — zkoumani vzniku
dopravniho zahlceni: zvoli-li dva Fidici stejny ¢as, vznikne zacpa
a jeden z fidi¢l dorazi do cile pozdéii.

0 Model
Ridi¢ 2
Brzy Nacas Pozdé
Brzy (B42, B12) (B,0) (B, P)
Ridi¢ 1 Nacgas (0, B) (552, 42 (0, P)
Pozdé (P, B) (P,0) (P+ 542, P+ £E2)

Pozorovani: obvykle B< Z < D

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 B=1,Z=2,P=3
RidicC 2
Brzy NaCas Pozdée
Brzy 3.3 @ (13
Ridi¢ 1 Nacas om D (0,3)
Pozdé (3,1) (3,0) !

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 B=1,Z=2,P=3

Ridi¢ 2
Brzy NaCas Pozdée
Brzy (5.3) @y  (1,3)
Ridi¢ 1 Nacas om D (0,3)
Pozdé (3,1) 3,00 (3.%)
O Priklad 1: ,Kufata“
Pepicek
Strategy Zahni Jed rovné
Zahni (1,1) — 0,2)
Maruska 7 |
Jedrovné | [(250) «— (-3,-3)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 B=3,Z=1,P=4
Ridi¢ 2

Brzy NaCas Pozdée
Brzy (22) (3,00 (3,4)

Ridi¢ 1 Nagas 0,3) B3 (0,9
Pozdé | (4,3) (4,00 (&,

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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0 B=3,Z=1,P=4
Ridi¢ 2
Brzy Nacas  Pozde
Brzy (2,2) (3,0) (3,4)
Ridic1  Nagas | (0,3) [B18)  (0,4)
Pozds | (4,3)  (4,0) (&%)

00 Poplatky za dopravni zacpu
Ridi¢ 2

Brzy NaCas Pozdé
Brzy (2,2) 350) (3,4)

Ridi¢ 1 Nacas O3 (5,5 (0,4
Pozdé (4,3) (4,00 (9,9)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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P. A. Pedersen, 2003:

Moral Hazard in Traffic Games

Hypotéza: zvySovani bezpecénosti zplisobuje zvySovani po-
¢tu agresivnich Fidic

Strategie: hrdlicka nebo jestfab

2 hrdligky:

analogie Cournotova modelu duopolu

hrdlicka, jestrab:

Stackelbergliv model s jestfabem jako viidcem

2 jestrabi:

oba se snazi chovat jako vldeci, vysledkem je nerovnovaha

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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00 Jestrabi a hrdlicky

Jestfab Hrdlicka
(*5.459) (V,0)

2 7 2

Strategie
Jestrab

v[<

)

Hrdlicka (0,V) (¥,
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Rypous sloni: V >> C
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HRY MEZI AUTORITAMI
A ,UZIVATELI"

— obvykle Stackelbergliv model; autorita usiluje o optimalni
stav celého systému, sobecky uzivatel o individualni opti-
mum

D. Reyniers, 1992: Crowding Levels and Fare Classes in Pu-
blic Transport

Hraci: provozovatel Zeleznice, pasazéfi
Strategie:

Provozovatel rozhoduje o rozdéleni vliak{ do tfid a urCuje jizdné
v jednotlivych tfidach (pfedvida chovani pasazéri)

PasaZéfi se rozhoduji se o tom, kterou tfidu pouZiji
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H. J. Van Zuylen, H. Taale, 2004: Urban Network with Ring
Roads: A Two-Level, Three Player Game

Hraci:

0 SpoleCnost zodpovédna za méstské komunikace

O Spole¢nost zodpovédnéa za obchvat

O UZivatelé dopravni sité

Strategie spole¢nosti: nastaveni svételnych signalll

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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H. J. Van Zuylen, H. Taale, 2004: Urban Network with Ring
Roads: A Two-Level, Three Player Game

Hraci:

0 SpoleCnost zodpovédna za méstské komunikace

cil: minimalizovat celkovou dobu pfepravy na méstskych ko-
munikacich

0 Spole¢nost zodpovédna za obchvat
cil: maximalizovat rychlost na obchvatu

0 Uzivatelé dopravni sité
cil: minimalizovat dobu vlastni pfepravy

Strategie spole¢nosti: nastaveni svételnych signall

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Y. Hollander, J. N. Prashker, D. Mahalel, 2006: Determining
the Desired Amount of Parking Using Game Theory

Stackelbergliv model:

0 Vedeni mésta

cil: zachovat privétivé méstské centrum rozvojem MHD a mi-
nimalizaci IAD

strategie: redukce parkovacich mist v centru mésta
O UzZivatelé dopravni sité
cil: maximalizovat uzitek

strategie: volba druhu dopravy do centra, pfipadné volba
jiné destinace

MANAGEMENT DOPRAVNICH SITI

Tim Roughgarden, 2002: Selfish Routing

O kvantifikace zhorSeni chovani dopravni sité zplsobe-
ného sobeckym nekoordinovanym chovanim uzivatel(

horni odhad poméru celkovych nakladd pfi nekoordinova-
ném chovani a celkovych nakladl pfi spole¢ensky optimal-
nim chovani
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O navrh a rozbor algoritm@ pro budovani a fizeni siti ve-
doucich ke spoleCensky Zadoucimu vysledku

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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MOTIVACE

Pigou, 1920
[(x)=1
[(x)=x
s ... satelitni mésto
v ... Vvlakové nadrazi
x ... Cast celkové prepravy probihajici po dané hrané
[(xz) ... doba pfepravy po dané hrané

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovéazné strategie:

X1 >0 ... l(x1)=1

l(l—x1)= 1—xl <1

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovazné strategie:

x1>0...l(x1)=1 x1=0

(=)= 1o <1 Xom 1 d(-1

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovazné strategie:

x1>0...l(x1)=1 x1=0

[(1—x)=1-x,<1 =1 (D=1
SpoleCenské optimum:
3+ (1—x2) = (22— 3)2+ 3

i
min

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovazné strategie:

x1>0...l(x1)=1 x1:0

(1= =T <1 T

SpoleCenské optimum:
x =12 ...1(172)=1

I(x)=3/4

,=1/2 ... 1(12)=1/2

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovéazné strategie: Spole¢enské optimum:

x,=0 X, =112 ... 1(1/2)=1

I(x)=1 I(x)=3/4

=l M=) x,=1/2 .. 1(1/2)=1/2

Ponauceni: sobecké chovaninezavislych nespolupracujicich
jedincl nevede nutné ke spolec¢ensky optimalnimu vysledku.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovéazné strategie: Spole¢enské optimum:

x,=0 X, =112 ... 1(1/2)=1

I(x)=1 I(x)=3/4

=l M=) x,=1/2 .. 1(1/2)=1/2

Ponauceni: sobecké chovaninezavislych nespolupracujicich
jedincl nevede nutné ke spolec¢ensky optimalnimu vysledku.

Kolikrat horsi je tento vysledek?

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovéazné strategie: Spole¢enské optimum:

x,=0 X, =112 ... 1(1/2)=1

I(x)=1 I(x)=3/4

=l M=) x,=1/2 .. 1(1/2)=1/2

Ponauceni: sobecké chovaninezavislych nespolupracujicich
jedincl nevede nutné ke spolec¢ensky optimalnimu vysledku.

Kolikrat horsi je tento vysledek?

Jak nespravedlivé je spoleCenské optimum?

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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[(x)=2(1-¢), >0

[(x)=x

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

[(x)=2(1-¢), >0

[(x)=x

Spole¢enské optimum: 22 +2(1 —¢)(1 —23) — min

x;=¢€..1l(e)=2(1-¢)

xX,=1-¢..l(1-¢g)=1-¢

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Braess, 1968

[(x)=x

THHELLE

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Braess, 1968

[(x)=x

SpoleCenské optimum:

2412+ (1—21) 14+ (1 —22)* — min

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Braess, 1968

[(x)=x

SpoleCenské optimum:

2412+ (1—21) 14+ (1 —22)* — min

T = 1/2

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Braess, 1968

1(12)=1/2

1(172) =1 1(1/2)=1/2

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Braess, 1968

[(x)=x

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Braess, 1968

1(12)=1/2

1(172) =1 1(1/2)=1/2

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze


http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Braess, 1968

1(12)=1/2

1(172) =1 1(1/2)=1/2

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Braess, 1968

THHELL
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Braess, 1968

Intuitivné uziteCné (nebo aspon nevinné) jednani — pfidani
rychlé hrany — mlZe mit negativni vliv na celou dopravu

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Jak se vyporadat se sobectvim?

THHELL

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Jak se vyporadat se sobectvim?

0 vhodny design sité

O poplatky

0 Stackelbergovské smérovani

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Jak se vyporadat se sobci?

0 vhodny design sité

Vime-li, Ze sit budou uZivat sobec¢ni uzZivatelé, jak ji navrh-
nout, abychom minimalizovali rozdil mezi rovhovaznym sta-
vem a stavem optimalnim? Které hrany odstranit?
PotiZze: ne vZzdy je moZné dosahnout optima; vypoctova slo-
Zitost pro rozsahlejsi sité s nelinearnimi latencemi

O poplatky

0 Stackelbergovské smérovani

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Jak se vyporadat se sobci?

0 vhodny design sité

Vime-li, Ze sit budou uZivat sobecni uZivatelé, jak ji navrh-
nout, abychom minimalizovali rozdil mezi rovhovaznym sta-
vem a stavem optimalnim? Které hrany odstranit?
PotiZze: ne vZzdy je moZné dosahnout optima; vypoctova slo-
Zitost pro rozsahlejsi sité s nelinearnimi latencemi

O poplatky

0 Stackelbergovské smérovani
Cast dopravy Fizena centralng, ¢ast sobeéti jedinci

Jak ma byt centralné fizena doprava smérovana, aby indu-
kovala ,dobré“ chovani nekooperativnich uzivateld, tj. aby
jejich sobecka reakce minimalizovala celkovou latenci?
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G=(V,E) .... orientovana sit

Vv .... mnoZzina vrchold

E .... mnoZina hran

s, teV .... vstup, vystup

P .... Mmnozinacestz sdot

f:P—R" coen tOK for=3pcp fp

r .... Objem dopravy z s dot
pripustny tok: >, fp =1

l.(): fo— RS .... funkce latence pfifazena hrané e

nezaporna, spoijita, nerostouci funkce
latence cesty P: [p(f) = > .cple(fe)
(G,r1) .... Situace

Naklady toku f: C(f) =3 pep lp(f)fr

Optimalni tok: pFipustny tok minimalizujici C(f)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovéazny tok (J. Nash, 1950):

Tok f pfipustny pro (G,r,l) se nazyva rovnovaznym,
jestlize pro kazdé P, P, € P, kde fp, > 0, a kazdé

5 € (0, fp,) plati: ip,(f) < lp,(f), kde

fp—9 pro P=P,
f= fp+0 pro P =D,

fr pro P ¢&{P, P}.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Rovnovéazny tok (J. Nash, 1950):

Tok f pfipustny pro (G,r,l) se nazyva rovnovaznym,
jestlize pro kazdé P, P, € P, kde fp, > 0, a kazdé

5 € (0, fp,) plati: ip,(f) < lp,(f), kde
fp—9 pro P=P,
f= fp+0 pro P =D,

fr pro P ¢&{P, P}.

Tvrzeni (J. G. Wardrop, 1952):

Tok f pfipustny pro (G,r,l) je rovnovazny, jestlize pro
kazdé P, P, € P, kde fp, > 0, plati:

lP1(f) < le(f)

—tj. vS8echny cesty s nenulovou latenci maji stejnou latenci lpr

[plyne ze spojitosti a monotonie latence]

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Charakterizace optimalniho toku

Pfedpoklad: z - I.(z) je konvexni pro kaZzdou hranu e € E

C(N) = le(Nfe =D l(f)fe

PeP ecE

Mezni naklady:

l(z) := %(m o)) = lo(z) + 2 - IL(2)

Tvrzeni:

Tok f pFipustny pro (G,r,1) je optimalni
&
tok f je rovnovazny pro (G, r,1)

[pro kazdé Py, P, € P, kde fp, > 0, plati: Ip,(f) < ip,(f)]
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Existence a jednoznacnost rovnovazného toku:

Tvrzeni:

Pro kazdou situaci (G, r,[) se spojitymi nerostoucimi funk-
cemi latence existuje rovnovazny tok. Jsou-li navic f, f
dva rovnovazné toky, pak pro kazdou hranu e € E plati:

le(fe) = le(.fe)'
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JAK SPATNE JE SOBECKE SMEROVANI?

C(rovnovazny tok)

h' — s 7 7
Cena anarchie C(optimalni tok)

Horni odhad:

Napfiklad pro polynomialni funkce latence stupné nejvySe p s
nezapornymi koeficienty:

CA=

[p=1... CA=4/3]
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JAK NESPRAVEDLIVE JE
OPTIMALNI SMEROVANI?

NespravedInost situace (G, 1,1) :

u(G,r,l) = max

[p pfi optimalnim toku
Pep

lpr PFi rovnovazném toku

Tvrzeni:
Je-li pro kaZdou hranu e € E funkce z - I(x) konvexni, pak

()

G l) < sup ).
wGrl) < sup ey

o~

Odhad:
Pro situace (G,r,[), kde jsou funkce latence polynomy stupné
nejvyse p s nezapornymi koeficienty, je u(G,r, 1) < p+ 1.

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

0 neomezenaracionalita

O uplnéainformace
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

[0 neomezena racionalita
slozité dopravni nebo pocitacoveé sité:
omezené vypocetni moznosti

O uplnainformace
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

[0 neomezena racionalita
slozité dopravni nebo pocitacoveé sité:
omezené vypocetni moznosti

O uplnainformace
neni vZzdy k dispozici Uplna informace o povaze ostat-

7z w O

nich hracu, o jejich moznych strategiich a preferencich
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

0 neomezena racionalita
sloZité dopravni nebo pocitaCové sité:
omezené vypocetni moznosti

O uplnainformace
neni vZzdy k dispozici Uplna informace o povaze ostat-

7z w O

nich hracu, o jejich moznych strategiich a preferencich

~ hraci se ,uci" volit optimalni strategie v opakovanych hrach
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MEZE:

Zakladni pfedpoklady pfi aplikaci teorie kooperativnich
a nekooperativnich her:

0 neomezena racionalita
sloZité dopravni nebo pocitaCové sité:
omezené vypocetni moznosti
O uplnainformace
neni vZzdy k dispozici Uplna informace o povaze ostat-
nich hracl, o jejich moznych strategiich a preferencich

~ hraci se ,uci" volit optimalni strategie v opakovanych hrach

~ EVOLUCNI TEORIE HER
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Evolucné stabilni strategie

EvoluCné stabilni strategie = strategie, kterou — je-li pfijata
vSemi ¢leny populace —nemf{iZe pfekonat Zzadna jina vtom smysiu,
Ze mutant, ktery by ji pouzival, by byl méné Uspésny v reprodukci.

[] Specialnipfipad: populace s nekone¢né mnoha €leny, ktefi se
mnoZi asexualné a navzajem se stfetavaji vzdy po dvoijicich (tyto
konflikty mizeme modelovat pomoci hry dvou hracd v normalnim
tvaru s vyplatnimi funkcemi uy, us)

strategie I je evolucné stabilni, jestlize pro kazdou strategii J # [
plati:

UI(I,I) > Ul(J7I)

nebo wy(I,I)=wuy(J,I) azaroven wy(I,J) > uy(J,J)

I evolugné stabilni strategie = (I, ) rovnovazny bod
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x(0) ... pocatecni vektor populace

A ... matice hry
T ... Cast hracli pouzivajicich strategii i
(AzT); ... ocCekavana vyplata agenta hrajiciho strategii i

proti oponentovi ndhodné vybranému z populace x

xAzT ... primérna vyplata v populaci

A(x) ... funkce nabyvajici kladnych hodnot

ZacCatek: Kazdému hr&ci je pfifazena ryzi strategie
~ V kazdém C¢asovém okamzZiku hrac¢ hraje proti ndhodné vybra-
nému oponentovi, pozoruje svou a oponentovu vyplatu, nacez
meéni svou strategii s pravdépodobnosti tmérnou rozdilu vyplat:
; T T
— = Ax) - ((Az"); — zAx"),
z;
tj.
i = MNx) -z - ((Axh); — 2 AzT),

A(z) =1... replikadtorova dynamika
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Simon Fischer, Berthold Vdcking, 2005:
On the Evolution of Selfish Routing

Pocetna ,populace agentl“ v siti, kazdy agent voli jednu z moz-
nych cest.

0 Dynamika sobeckého smérovani

tp = Mx) @ - (@) = (@),
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Simon Fischer, Berthold Vdcking, 2005:
On the Evolution of Selfish Routing

Pocetna ,populace agentl“ v siti, kazdy agent voli jednu z moz-
nych cest.

0 Dynamika sobeckého smérovani

tp = Mx) @ - (@) = (@),

O Stabilita
Strategie = se nazyva evolucné stabilni, je-li rovnovazna a
pro kazdou nejlepsi odpovéd y na x plati: = - I(y) =y - I(y).
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Simon Fischer, Berthold Vdcking, 2005:
On the Evolution of Selfish Routing

Pocetna ,populace agentl“ v siti, kazdy agent voli jednu z moz-
nych cest.

0 Dynamika sobeckého smérovani

tp = Mx) @ - (@) = (@),

O Stabilita
Strategie = se nazyva evolucné stabilni, je-li rovnovazna a
pro kazdou nejlepsi odpovéd y na x plati: = - I(y) =y - I(y).

O Rychlost konvergence
Jak rychle systém dosahne rovnovazného stavu nebo stavu
blizkého

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

[J Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

[0 Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

[0 Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

[0 Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

[0 Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile

[0 Agent pfi pInéni tkolll jedna nezavisle, shromazduje a zpra-
covava data, planuje, uskutecnuje plany, . ..
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

g

Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile

Agent pfi plnéni Gkolll jedna nezavisle, shromazduije a zpra-
covava data, planuje, uskutecnuje plany, . ..

Kazdy agent méa informace pouze o mistni dopravni situaci
(detektory)

Omezena komunikace
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

g

Potfebafunkéniaprostorové decentralizace fizeni mést-
ské dopravy < omezeni readlnym Casem, komunikacnimi
moZnostmi, nedokonalou ,interoperativnosti“ HW

Model: Kfizovatky na dopravnich tepnach = agenti, ktefi se
Gcastni dynamického procesu, kde jsou v Gvahu brany nejen
sobecké lokalni, ale i globalni cile

Agent pfi plnéni Gkolll jedna nezavisle, shromazduije a zpra-
covava data, planuje, uskutecnuje plany, . ..

Kazdy agent méa informace pouze o mistni dopravni situaci
(detektory)

Omezenéa komunikace

| bez centralni autority mize systém dospét ke koordi-
naci —i kdyZz to bude trvat urcity Cas
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MODEL:

Kazdy agent i € Q = {1,2,...,n} hraje hru G dvou hrac¢t proti
kazdému agentu-sousedstvi j € N;; hr&€ n je ,pFiroda“

MnoZina strategii agenta i : A; = {a;1,ai2,. .., a0}

Vyplatni funkce: wu;: Ay x---x A, = R

Smisena strategie: p; = (Pit, .-, Pik,-- - Dim)s
Pikg >0, piit+-+pim=1
S; —mnozina vSech smiSenych strategii agenta i
S=5 x--x8,
Zacatek: ,pfiroda“ (dopravni tok) ur&i vyplatni funkce viech agentt

V Case t agent ¢ zvoli strategii a obdrzi vyplatu = soucet vyplat
ziskanych v hrach s kazdym ze sousedl — v nasledujicim obdobi
aktualizuje strategii v zavislosti na vyplaté

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze



http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her

Obdobi zmény stavu

Lokéalni zména v Case t = p na kfiZovatce i

— agent i aktualizuje smiSenou strategii p; v zavislosti na toku
vozidel ¢; , méfeném na kazdém z detektord % :

s = (Pirs Dimi) = di1t Qim,t
1 - 7 )y rym - AR
’ o o >k Qi >k Gkt

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Obdobi vyplat

Globalni zména — zména vyplatnich funkci

Q1 Q2
sl s2 sl s2
sl al /al cle sl a2/ a2 c/c
52 c/c bl /bl s2 c/c b2 /b2
a1 > by,c by >c, by > as,c as > c,

Rovnovazné body: (s1,s1), (S2,52), (p1,p1), (P2, D2)

_ by al _ ba as
h1 = (a1+b1’ a1+bl) o P2 = (az-i-bz’ az-l-bz)

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Obdobi ucéeni

V téchto obdobich maji agenti ¢as na uceni, jak ménit strate-
gie, aby se zkoordinovali a sméfovali ke globalnimu cili (obdobi
nastavaji nahodné s €etnosti ur¢enou pro dany model)

Aktualizace smiSenych strategii:

Ti1A Tim,A
b (—L) l<k<m
>k Tik,A > ok TikA

Tkt =N T T (1= A) Tiga

A — pamétovy faktor,0 < A < 1

posledni obdobi zmény stavu pfed 0 ... t=p <0
interval ueni ... A = (4,0)

vyplata ziskana jednanim a;, pred ¢ ... 7, ,

primeérna vyplata ziskana jednanim a; , béhem A ... 7 ;A
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Agent 15

SpPw SPE
sew | (252) — (0,0)

Agent 14 T l
SPE (Oa O) - 17 1

Agent 15
Spw SPE
spw | (1,1)] <« (0,0)
Agent 14 T l
SPE (0,00 — [(22)
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Experiment A

Vyplatni funkce odréazeji globalni cile
sledovani zavislosti na ¢etnosti intervaldl u¢eni

stacionarni stav dosaZen ve vétsiné simulovanych situaci,
uspokojivy Cas
Experiment B

Vyplatni funkce odrazeji jen lokalni cile

¢as potfebny k dosaZeni stejnych vysledki je delsi nez v A

Experiment C

Komunikace a pfenos informaci mezi sousedy

Cas potfebny k dosaZeni koordinace je del$i ne? bez komunikace

Teorie her © Magdalena Hyk3ova, FD CVUT v Praze
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Srovnani s centralnim fizenim dopravy

centralni fizeni vede k lepSim vysledkiim v pfipadech, kdy
tok vozidel je v jednom sméru vyrazné vyssi neZ v druhém

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Srovnani s centralnim fizenim dopravy

centralni fizeni vede k lepSim vysledkiim v pfipadech, kdy
tok vozidel je v jednom sméru vyrazné vyssi neZ v druhém

jinak vitézi navrzeny decentralizovany systém

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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12 HRY S NEUPLNOU

INFORMACI
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Ne v kazdé hfe maji vSichni hraci aplné informace o vyplatnich
funkcich ostatnich. Ve skutecnosti je vétSina situaci s informaci
neuplnou. Napfiklad:

[0 V aukcich zpravidla jednotlivi draZitelé neznaji hodnoceni
vSech drazenych poloZzek vSemi ostatnimi draziteli

00 P¥i pfijimani novych zaméstnancll zaméstnavatel nezna schop-
nosti uchaze¢d o zaméstnani

[J V Cournotové modelu oligopolu nemuseji jednotlivi oligopo-
listé znat nakladové struktury ostatnich oligopolistl

7 W O

[J Postoje jednotlivych hracu k riziku nemusi byt vSeobecné
znamé

Nyni budeme uvazovat hry, v nichZz néktefi hraci neznaji hod-

7 w O

noty vyplatnich funkci nékterych ostatnich hracu, a témto hram
budeme fikat hry s netplnou informaci.
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O Priklad 1:

Predstavme si, Ze na trhu plsobi Firma 1, ktera stoji pfed rozhod-
nutim, zda ma otevfit dalSi pobocCku, a Firma 2, ktera zvazuje, zda
ma na tento trh vstoupit €i nikoli. Obé firmy se rozhoduji soucasné.
Firma 2 nevi pfesné, jaké jsou naklady Firmy 1 na otevieni nové
pobocky; vi jen, Ze tyto naklady mohou byt bud vysoké ve vysi 3
milionli nebo nizké — uvazujme nejprve, Ze nulové. Hodnoty vy-
platni funkce Firmy 2 nezaviseji pfimo na uvedenych nakladech,
ale na tom, jestli Firma 1 novou pobocku otevre €i nikoli.

Vyplatni funkce jsou nasledujici:

Pro vysoké naklady:

Firma 2
Strategie Vstoupit Nevstoupit
Oteviit (0,—-1) — (2,0)
Firma 1 1 ]
Neotevrit (2,1) <« (3,0)
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Pro vysoké naklady:

Firma 2
Strategie Vstoupit Nevstoupit
Oteviit (0,—-1) — (2,0)
Firmal ] ]
Neotevrit (2,1) « (3,0)

Pro nizké naklady:

Firma 2
Strategie ‘ Vstoupit Nevstoupit
Oteviit 3,—-1) — (5,0)
Firma 1 1 1
Nenteviit 2 1N — (2 M

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Je zfejmé, Ze Firma 1 novou pobocku otevie jen tehdy, kdyZ bu-
dou naklady nizké. Pfedpokladejme, Ze Firma 1 ma soukromé
informace o nakladech na otevieni nové pobocky, Firma 2 nikoli
a jednotlivym situacim m{Ze jen pfiradit urCitou apriorni pravdeé-
podobnost; oznacme pravdépodobnost, kterou Firma 2 pfifadi
situaci, kdy jsou naklady vysoke, jako p € [0, 1]; pravdépodobnost
nizkych nakladl je pak 1 — p.

Z hlediska Firmy 2 se tedy jedna o loterii: s pravdépodobnosti
p jsou vyplatni funkce dany prvni dvojmatici a Firma 1 na trh
nevstoupi, s pravdépodobnosti 1 — p jsou vyplatni funkce dany
druhou dvojmatici a Firma 2 na trh vstoupi.

Jestlize Firma 2 na trh vstoupi, pak s pravdépodobnosti p
bude jeji vyplatni funkce 1 mil. a s pravdépodobnosti 1 —p to bude
-1 mil.; o€ekavana hodnota vyplaty je tedy p — (1 —p) = 2p — 1.

Jestlize Firma 2 na trh nevstoupi, pak bude jeji vyplatni
funkce v kazdém pfipadé nulova.

Firmé 2 se tedy vyplati vstoupit na trh pravé tehdy, kdyz

2p—1>0,t.prop> 1.
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O Priklad 2:

Nyni pfedpokladejme, Ze nizké naklady nejsou nulové, ale jsou
rovny 3/2 mil. Hodnoty vyplatnich funkci pro nizké naklady nyni
budou nasledujici:

Firma 2
Strategie Vstoupit Nevstoupit
Otevrit 5,-1) — (£,0)
Firmal 1 1
Neotevrit (2,1) <« (3,0)

Optimalni strategie Firmy 1 nyni zavisi na odhadu, co bude délat
Firma 2. OznaCme pravdépodobnost, kterou Firma 1 pfifadi sku-
te€nosti, Ze Firma 2 vstoupi na trh, jako ¢ € [0, 1]. Firmé 1 se pak
vyplati otevfit novou pobocku, bude-li

3

7 . 1
§q+§(1—q)>2q+3(1—q), tj.q<§.
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Firma 1 se tedy musi pokusit odhadnout chovani Firmy 2, aby
mohla vybrat svou vlastni strategii. Celkem tedy mame:

Firma 1
e pii vysokych nakladech novou pobocku neotevie
e pfi nizkych nakladech

— otevie novou pobocku, jestlize ¢ < 1

— neotevie novou pobocku, jestlize g > %

Firma 2

e ¢ =1, jestlize p >

N =

e ¢ =0, jestlize p <

N[

e ¢ (0,1), jestlize p = 3

Teorie her © Magdalena Hyksova, FD CVUT v Praze
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Bayesovska hra

John Charles Harsanyi, 1967—-68: Pfi modelovani této situace si
predstavime jesté jednoho hrace — prirodu, ktera bude hréat jako
prvni a rozhodne o "typu” Firmy 1, tj. o tom, zda budou néklady
nizké nebo vysoké.

Priroda

Vysoké naklady Nizké naklady

Neoteviit

Vst Nevstoupit
1-¢
0,-1) 20 @D (3.0 (@51 350 @D (3,0)
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Priroda

Vysoké naklady Nizké naklady

Firma 1 Firma 1

Neotevrit

Obecné se uvaZuje apriorni tah fiktivniho hra¢e nazyvaného Pfi-
roda, ktery urCuje "typ” kazdého hrace (v nasSem pfikladu to byly
naklady na otevieni nové pobocky).

Obvykle se predpoklada, Ze vsichni hra€i maji stejné apriorni na-
zory na pravdépodobnostni rozdéleni tahu Pfirody. Pfitom kazdy
hrac¢ zna svij typ a vSechny mozné typy ostatnich hract (spolu s
prislusnymi apriornimi pravdépodobnostmi). Tim ziskame hru s

Uplnou, ale nejistou informaci.
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Definice 1. Bayesovska hra H je urCena:

0 Mnozinou hract Q = {1,2,...,N}

0 Mnozinou prostord strategii {Si,Ss,...,Sx}; prvek
prostoru S budeme znacit s,

0 Mnozinami prostorl typl hracd {7y, Ty, ..., Tx}; typ
t; € T; odpovida urcité vyplatni funkci, kterou mlize mit
hrac i. Hra€ i zna svij typ, ale nezna typy ostatnich
hract

00 Mnozinou nazor( hracl {pi,ps,...,pn}; pi predsta-
vuje nazor hrace i, ktery ma o typech dalSich hracu

0 MnoZinou vyplatnich funkci vSech hracl

{f1(317 oo .SN,tl, 000 ,tN), oo -fN(Sla oo .SN,tl, 500 ,tN)}
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Definice 2. RozSifena hra H* : (hra s nejistou informaci)
0 Mnozina hracld Q* = {1,2,..., M},
kde M =327 m;
hrac j = (i, t;)
O Prostory strategii {Y7,Ys,..., Yy}
O Vyplatni funkce vSech hrac
{o(v,- - ym), - gm(y1, - - - ym)}

jejich hodnoty jsou pocitany jako oCekavané hodnoty
pfi daném apriornim rozdéleni pravdépodobnosti
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Definice 3. Bayesova-Nashovarovnovaha ve hfe H s ne-
aplnou informaci je Nashova rovnovaha ve hie H* s nejistou
informaci, ktera je reprezentaci plivodni hry H.

Véta 1. Kazda konec€na hra s nedplnou informaci ma alespon
jedno Bayesovo-Nashovo rovnovazné feseni.
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O Priklad 2 — dokonceni

Oznacme VN — vysoké naklady, NN — nizké naklady, OT — otevrit
novou pobocku, NEOT — neotevfit novou pobocku, VST — vstoupit
na trh, NEVST — nevstoupit na trh, Z — zvaZovat vstup

H: Hraciatypy: @ ={1,2}, T3 = {VN, NN}, T, = {Z}
Strategie: S; = {OT, NEOT}, S, = {VST, NEVST}
N&zory a vyplatni funkce: p(VN)=p, p(NN)=1—-1p
f1(s1, 82, VN), fi(s1,82,NN), fa(s1,2,VN), fa(s1,s2, NN)

H*: Hraciatypy: Q*={1,2,3} ={(1,VN),(1,NN),(2,2)}
Strategie:

Y, =Y, =5, = {OT, NEOT}, Y5 = S, = {VST, NEVST}
Nazory a vyplatni funkce:

gl(y17y27y3) - f1(817 827VN>
92(y17y2yy3) - fl(sh 52, NN)
93(Y1, Y2, y3) = pfa(51, 52, VN) + (1 — p) fo(s1, 52, NN)
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Oznacme:

por — Pravdépodobnost, Ze hrac (1,NN) otevie novou pobocku,

q — pravdépodobnost, Ze hrac (2,2) vstoupi na trh (zaroven smi-
Sena strategie hrace (2,2))

Hledani rovnovazného bodu:

(1,VN): dominujici strategie NEOT (neotevfit)

(2,2)
Strategie Vstoupit Nevstoupit
Otevrit (0,—-1) — (2,0)
(1,VN) l |
Neotevrit 2,1) < (3,0)
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(1,NN): |

(2,2)
Strategie VST (q) NEVST (1 — q)
OT (por) %,_1) - (3,0)
(1,NN) ! T
NEOT (1 — por) 2.1) < (3,0)

pot = 1...0Cekavana vyhra: m(l,q) =3¢+ 2(1—q)=1-2¢
pot = 0 ...0Cekavana vyhra: m(0,9) =2¢+3(1 —¢) =3—¢
7'('2(]_,(]) = 71'2(0, q) ~q= %

NejlepSi odezva:

b= Fal)) = (0.1) pro g}

(2,2):]
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(2,2)

Strategie VST () NEVST (1 — q)
oT (pot) %9 _1) - (_70)
(1,NN) ! 7
NEOT (1 — pot) (2,1) < (3,0)

ocekavana vyhra pro VST:
73(p,Pot) =P 14+ (1 =p)por - (—1) + (1 = por) - 1] =1 = 2pu(1 — p)
oCekavana vyhra pro NEVST: 73(p, pot) = 0

1 —2py(1—p) =0 py = ﬁ

NejlepSi odezva:

(
1 pro 0 < py < (1 )
_ — _ 1
q = Rs(pet) = { (0,1) pro py = 2(1-p)
| 0 Pro sy <por <1
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Rovnovéazné strategie:
p < i: (NEOT, NEOT, VST), (NEOT, OT, NEVST)

(NEOT, OT s pravdépodobnosti ﬁ, VST s pravdépodobnosti 1)

Neboli
1 1

(0,0,1), (0,1,0), (0,§Zif:755,§

)

p>1: (NEOT,NEOT, VST), neboli (0,0, 1)
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