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TEORIE HER

1 Teorie rozhodovánı́

2 Hry v explicitnı́m tvaru

3 Hry v normálnı́m tvaru

4 Dvojmaticové hry

5 Antagonistické hry

6 Opakované hry

7 Evolučnı́ teorie her

8 Kooperativnı́ hry dvou hráčů, teorie vyjednávánı́

9 Kooperativnı́ hry N hráčů

10 Teorie kolektivnı́ho rozhodovánı́

11 Teorie her a dopravnı́ a počı́tačové sı́tě

12 Hry s neúplnou informacı́, bayesovské hry
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1 TEORIE ROZHODOVÁNÍ
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Má-li někdo hledat strategii, jak dosáhnout nejžádanějšı́ho vý-
sledku, musı́ mı́t nejprve jasno v tom, co to vlastně ten nejžáda-
nějšı́ výsledek je. To znamená, že musı́ být schopen jednotlivé
alternativy, které připadajı́ v úvahu, uspořádat. Požadovat přitom
budeme tzv. úplné uspořádánı́ - tj. o každých dvou alternativách
je dotyčný schopen řı́ci, zda jednu preferuje před druhou, či zda
je hodnotı́ stejně (v tom přı́padě řekneme, že je mezi nimi indife-
rentnı́).

Dále jsme při rozhodovánı́ často nuceni nějakým způsobem po-
soudit náhodnost. Máme letět letadlem, i když se může zřı́tit?
Máme si koupit los, i když nemusı́ vyhrát? Máme uzavřı́t po-
jistku, i když ji třeba nikdy nevyužijeme? Máme si vyjet na kole, i
když může pršet? Žádné zázračné řešenı́ samozřejmě neexistuje
a některá rozhodnutı́ budou stále velmi složitá. Nicméně trocha
pravděpodobnostnı́ho hlediska a pár empirických pravidel mo-
hou řadu rozhodnutı́ usnadnit. Při obtı́žnějšı́m rozhodovánı́ pak
můžeme protichůdné cı́le uspořádat pomocı́ funkce užitku.
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☛ Přı́klad 1

Zaspal jste a ted’ spěcháte do práce na jednánı́, které má začı́t
v 9 hodin. Je 8:50 a pěšky to do své kanceláře máte 15 minut
nejrychlejšı́ možnou chůzı́. Takže přijdete o pět minut později.
Zvažujete, jaké jsou možnosti. V tuto dobu byste nikdy nejeli
taxı́kem. Mohli byste však jet autobusem, který by vás do práce
dovezl za pět minut. Počkáte-li na zastávce a autobus do pěti
minut přijede, budete v kanceláři včas. Super!
Jenže autobus je bohužel velmi nevypočitatelný. Někdy přijede
hned, jindy se však neukáže třeba 20 minut. Budete-li čekat na
zastávce a budete mı́t smůlu, můžete nakonec na jednánı́ dora-
zit později o 15 mı́sto o 5 minut. Máte to risknout? Máte čekat
na autobus, když máte určitou šanci, že přijdete včas, ale také
riskujete daleko většı́ zpožděnı́? Anebo máte jı́t raději pěšky a s
jistotou přijı́t přesně o pět minut později?
Uvědomı́te si, že jste v práci ve zkušebnı́ lhůtě a přijdete-li pozdě,
váš přı́sný a dochvilný šéf vás určitě vyrazı́. Rozhodnete se po-
čkat na autobus, protože vašı́ jedinou nadějı́ je, že přijede rychle
a vy se do práce dostanete včas. Naštěstı́ už na vás autobus
čeká a vaše mı́sto je zachráněno.
Ve stejný den se máte v 9 hodin večer sejı́t s kamarádem, abyste
spolu trochu popili. Zase zjistı́te, že vyrážı́te pozdě, a zase se
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musı́te rozhodnout mezi mı́rným, ale jistým zpožděnı́m, které bu-
dete mı́t, půjdete-li pěšky, a mezi čekánı́m na autobus, který vás
možná doveze na mı́sto setkánı́ včas, ale také se může hodně
opozdit. Přijdete-li na skleničku o pár minut později, tak se toho
moc nestane; přijdete-li však přı́liš pozdě, může si kamarád začı́t
dělat starosti, nebo také může odejı́t. Usoudı́te, že tentokrát bude
lepšı́ jı́t pěšky.

Rozhodovánı́ mezi chůzı́ a jı́zdou autobusem závisı́ na tom, jak
vnı́máte různé důsledky svého včasného přı́chodu a mı́rného
nebo hodně velkého zpožděnı́. Teorie pravděpodobnosti může
pracovat s pravděpodobnostmi jednotlivých výsledků, avšak k
tomu, abyste se rozhodli, musı́te také zvážit své hodnoty a pre-
ference. Vaše rozhodnutı́ nutně závisı́ na vašem vlastnı́m ohod-
nocenı́ toho, do jaké mı́ry jsou jednotlivé výsledky žádoucı́ či
nežádoucı́.

Můžeme snad použı́t chladnou, strohou matematiku k tomu, abychom
pracovali s tak subjektivnı́mi pojmy jako náklonnost či odpor?
Matematika nikdy nemůže rozlišit správné od nesprávného nebo
dobré od špatného. Pokud však své chápánı́ dobrého a špat-
ného dokážeme vyčı́slit, může nám matematika při rozhodovánı́
pomoci.
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Abyste své preference vyjádřili čı́sly, potřebujete určit svou funkci
užitku, která bude vyjadřovat vaše osobnı́ ohodnocenı́ všech
různých výsledků, které mohou nastat. Tato funkce bude kladná
pro dobré věci (čı́m většı́, tı́m lepšı́) a záporná pro špatné. Můžete
napřı́klad přiřadit ohodnocenı́ +10 shlédnutı́ dobrého filmu, +20
shlédnutı́ hodně dobrého filmu, a +1 000 000 výhře jackpotu v
loterii. Na druhé straně můžete přiřadit hodnotu 10 nakopnutı́
palce, 20 bolesti hlavy a 1 000 vyhazovu z práce.

Funkcemi užitku se zabývá právě teorie her, nauka o rozhodo-
vánı́, která je často využı́vána v ekonomii, politologii a sociolo-
gii. Tyto funkce ve čtyřicátých letech dvacátého stoletı́ studoval
mad’arský matematik John von Neumann, jeden z prvnı́ch šesti
profesorů matematiky (spolu s Albertem Einsteinem) světově pro-
slulého ústavu Institute for Advanced Study v Princetonu v New
Jersey.

Funkce užitku poskytujı́ jednoduché a jasné pravidlo pro rozře-
šenı́ obtı́žných rozhodovánı́.
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☛ Přı́klad 2

Představte si napřı́klad, že chystáte svou svatbu a přemýšlı́te,
kde ji uskutečnit. Výběr už jste zúžili na dvě alternativy: prvotřı́dnı́
tanečnı́ sál ve městě a dřevěnou chatu v lese. Chata stojı́ na
neuvěřitelně krásném mı́stě u zářı́cı́ho jezera, kolem jsou stromy
pohupujı́cı́ se ve větru. Je tu však jeden problém: co když bude v
den svatby pršet?

Abyste své dilema rozřešili, můžete si vytvořit funkci užitku. Bude-
li svı́tit slunce, svatba v přı́rodě bude tak nádherná, že jı́ přiřadı́te
hodnotu +1000. Svatba v sále ve městě (bez ohledu na to, zda
bude pršet či svı́tit slunce) by byla také krásná, ale přece jen o
trochu méně; přiřadı́te jı́ hodnotu užitku +800.
Ovšem svatba v chatě za deště by byla katastrofa: hosté by se
choulili uvnitř, zablácené boty, děravá střecha, hádajı́cı́ se rodiny,
a z krásného výhledu by nebylo vůbec nic. Vaše manželstvı́ by
samozřejmě i přesto bylo radostné, ovšem den svatby by odpo-
vı́dal velké tlusté nule neboli nulové hodnotě užitku. Na základě
toho, jak se vyvı́jelo počası́ v minulosti, odhadnete šanci na déšt’v
den svatby na 25 Rozhodujete se tedy mezi spolehlivým sálem s
hodnotou +800 a riskantnı́ chatou, která vám za pěkného počası́
poskytne hodnotu +1000 a za deště 0. Co máte zvolit?
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Ted’ nastala vhodná chvı́le na to, abyste začali počı́tat. Chata vám
přinese hodnotu +1000 s pravděpodobnostı́ 75 % a hodnotu 0 s
pravděpodobnostı́ 25 %. To znamená, že rozhodnete-li se pro
chatu, průměrná (neboli očekávaná) hodnota vašı́ funkce užitku
bude 75 % z +1000 plus 25 % z 0, tedy +750. Rozhodnete-li se
však pro tanečnı́ sál, bude bez ohledu na počası́ vaše hodnota
užitku rovna +800. Protože +800 je vı́ce než +750, tanečnı́ sál je
lepšı́ volbou než chata v lese. Vašı́ volbou (i když možná zdrá-
havou) by proto mělo být zamluvenı́ sálu. Pak bude vaše svatba
úspěšná, at’ už bude pršet či nikoli. (A koneckonců, chatu můžete
vždycky navštı́vit během svatebnı́ cesty, v nějaký pěkný slunečný
den.) Funkce užitku vám pomohly učinit obtı́žné emocionálnı́ roz-
hodnutı́ pomocı́ racionálnı́ch, logických úvah.

☛ Přı́klad 3

Funkce užitku jsou užitečné i tehdy, rozhodujeme-li se napřı́klad
o tom, zda uzavřı́t pojistku, či nikoli.
Zvažujete-li pojištěnı́, měli byste se nejprve sami sebe zeptat:
”Co je z dlouhodobého hlediska pravděpodobnějšı́? Zaplatı́m na
poplatcı́ch vı́ce, než kolik dostanu zpět při pojistných událostech,
nebo dostanu zpět vı́ce, než zaplatı́m?” Dostanete-li zpět vı́ce,
bude pojistka rozumnou investicı́, jinak ne.
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Představte si, že pojistka vašı́ domácnosti stojı́ 800 $ ročně. Po
většinu let nedojde k žádným pojistným událostem a váš ročnı́
zisk z pojistky bude -800 $. Na druhé straně však kdykoli může
dojı́t k vážné pohromě - požáru, povodni, vloupánı́, zřı́cenı́ střechy
- a vyplacené pojistné může dosáhnout mnoha tisı́c dolarů. Vyvážı́
malá pravděpodobnost zı́skánı́ velké částky každoročnı́ch 800 $?
Odpověd’ na tuto otázku je těžké zı́skat nějakým přı́mým výpo-
čtem. Závisı́ to ostatně na takových faktorech, jako je průměrná
četnost požárů či povodnı́, průměrný rozsah poškozenı́ při požáru
či povodni a uváženı́ všech dalšı́ch událostı́, které by také mohly
vést k nároku na pojistné plněnı́. Tyto průměrné hodnoty navı́c
mohou záviset na tom, kde žijete, jaké jsou zvyky vašich sousedů
a podobně. I přesto však můžete učinit kvalifikovaný odhad.
Nejdůležitějšı́ skutečnostı́ je fakt, že pojišt’ovny obvykle dosahujı́
ohromných zisků. Vždyt’pojišt’ovnictvı́ je jednı́m z nejvýnosnějšı́ch
odvětvı́. Ze zákona velkých čı́sel přitom vı́me, že jediná možnost,
jak může společnost dlouhodobě vydělat, je vybrat od zákaznı́ků v
průměru vı́ce peněz, než kolik jim vyplatı́. Protože pojišt’ovny tolik
vydělávajı́, musı́ to být jednoduše proto, že zákaznı́ci v průměru
zaplatı́ vı́ce, než kolik dostanou zpět.
Jinými slovy, aniž byste dohledávali statistiky požárů, poškozenı́
či cen pojistného, můžete s jistotou usoudit, že v průměru je platba
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za pojistku mrhánı́m peněz. V průměru zaplatı́te vı́ce, než kolik
dostanete zpět na pojistných plněnı́ch. Znamená to tedy, že by se
nikdo neměl pojišt’ovat? Nikoli, neznamená; a funkce užitku nám
řeknou proč.
Každoročnı́ platba 800 $ za pojistku je vcelku mı́rný výdaj, kte-
rému můžeme přiřadit zápornou hodnotu užitku řekněme -800.
Nebudete-li však pojištěni a přijde vážná pohroma (jako třeba po-
žár či povodeň), tak důsledky mohou být zničujı́cı́. Jestliže vás
napřı́klad pohroma donutı́ prodat dům nebo vás finančně zcela
zruinuje, může to váš život zničit daleko vı́ce, než jak to vyja-
dřujı́ samotné penı́ze. I kdyby byla peněžnı́ hodnota vašı́ ztráty
”pouhých” 100 000 $, může tı́m být rozvráceno vaše postavenı́
a finančnı́ zajištěnı́, může se vám rozpadnout manželstvı́, vaše
děti možná budou muset opustit univerzitu; to vše vám přinese
zápornou hodnotu užitku -500 000 nebo ještě horšı́. Zkrátka a
dobře, obtı́že vás mohou zasáhnout podstatně vı́ce, než kolik by
odpovı́dalo pouhé peněžnı́ hodnotě ztráty.
Představte si, že každý rok je šance jedna ku 200, že dojde k
podobně zničujı́cı́ pohromě. Potom z ryze finančnı́ho hlediska
zaplatı́te 800 $ za pojistku a máte jednu šanci ze 200, že do-
stanete 100 000 $. To znamená, že v průměru zaplatı́te 800 $
a obdržı́te jen 500 $ (tj. 100 000 $ děleno 200), což představuje
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čistou ztrátu 300 $ ročně. Váš průměrný užitek je však ve skuteč-
nosti roven 2500 (tj. 500 000 děleno 200) za odvrácenı́ katastrofy
minus 800 za platbu pojistky, což dává kladný výsledek +1700.
Z tohoto pohledu může někdy pojistka představovat situaci, kdy
vyhrávajı́ obě strany: pojišt’ovna v průměru vydělá penı́ze a klient
zı́ská užitek. To je však možné jen tehdy, když se jedná o pojištěnı́
proti katastrofálnı́m ztrátám, jejichž hodnotu klient chápe jako
daleko vyššı́, než kolik činı́ přı́slušné pojistné plněnı́.
Pro ztráty, které nejsou tak zničujı́cı́, je v průměru vždy lepšı́,
”pojistit se sám” tı́m, že pojistku neuzavřete a ztráty zaplatı́te
z vlastnı́ kapsy. Občas přijdete o dost peněz, v průměru však
na platbách pojistného ušetřı́te daleko vı́ce, než kolik přı́padně
zaplatı́te za nápravy škod, k nimž dojde. Výdělek pojišt’ovny si
zkrátka celý můžete nechat pro sebe.

Abychom byli schopni rozhodovacı́ situace modelovat pomocı́
matematických modelů, zavedeme si nynı́ několik základnı́ch
pojmů.
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ZÁKLADNÍ POJMY

X 6= ∅ ... množina všech potenciálně možných výsledků
dosažitelných strategickým chovánı́m

% ... úplné uspořádánı́ na X

D 6= ∅ ... množina možných rozhodnutı́, alternativ

ρ : D→ X ... výsledková funkce: každému rozhodnutı́ d

přiřazuje nějakou matematickou strukturu ρ(d)
na množině X (rozhodnutı́ d „vede“ k nějakému
výsledku nebo ke kombinaci výsledků)

Rozhodovánı́ = akt výběru jednoho prvku d ∈ D

Rozhodovatel (účastnı́k rozhodovacı́ situace)

= subjekt, který vykonává tento výběr
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Rozhodovatel (účastnı́k rozhodovacı́ situace)

= subjekt, který vykonává tento výběr

➥ Racionálnı́ (inteligentnı́) rozhodovatel: jeho rozhodovánı́
je uvědomělé, zaměřené k určitému cı́li, využı́vá všech objek-
tivně dostupných informacı́ o důslednı́ch voleb jednotlivých
alternativ

➥ Neracionálnı́ (neinteligentnı́, indiferentnı́) rozhodovatel:
lhostejný k důsledkům rozhodovánı́; např. působenı́ prostředı́
(”svět”, ”přı́roda”); alternativy volby neinteligentnı́ho rozhodo-
vatele se obvykle nazývajı́ stavy

➥ p-inteligentnı́ rozhodovatel: s pravděpodobnostı́ p se chová
jako inteligentnı́ rozhodovatel, s pravděpodobnostı́
1− p jako neinteligentnı́
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KLASIFIKACE ROZHODOVACÍCH SITUACÍ

Podle počtu charakteristik

➥ Monokriteriálnı́ rozhodovánı́: výsledky jsou subjektem hod-
noceny na základě jedné charakteristiky (kritéria)

➥ Vı́cekriteriálnı́ rozhodovánı́: výsledky jsou subjektem hod-
noceny podle vı́ce charakteristik (kritériı́)

Podle počtu rozhodovatelů

➥ Rozhodovánı́ s jediným racionálnı́m účastnı́kem

➥ Rozhodovánı́, jehož výsledek je ovlivněn alespoň dvěma
racionálnı́mi účastnı́ky = HRA
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INDIVIDUÁLNÍ ROZHODOVÁNÍ

Rozhodovánı́ za jistoty

Řekneme, že rozhodovánı́ probı́há za jistoty, jestliže pro
každé d ∈ D platı́:

ρ(d) = x ∈ X,

tj. každá z alternativ (možné jednánı́) d ∈ D vede ke
známému, jednoznačně danému důsledku x ∈ X.

Matematické nástroje:

• diferenciálnı́ počet (extrémy)

• lineárnı́ a kvadratické programovánı́

• variačnı́ počet

• ...



JJ x II

16

Rozhodovánı́ za rizika

Řekneme, že rozhodovánı́ probı́há za rizika, jestliže výsled-
ková funkce ρ přiřazuje každému rozhodnutı́ d ∈ D nějaké
rozloženı́ pravděpodobnostı́ Pd na množině výsledků X,

tj.
ρ(d) = Pd.

Jinými slovy, každé rozhodnutı́ vede k nějakému prvku z
jisté množiny výsledků, přičemž jsou známy pravděpodob-
nostmi, s nimiž jednotlivé důsledky nastanou.

Poznámka. Jistota je degenerovaný přı́pad rizika s prav. 0 a 1.

☛ Přı́klad 4. Rozhodovatel volı́ mezi dvěma alternativami:

1. Obdržı́ 500 tis. Kč

2. S pravděpodobnostı́ 1/3 obdržı́ 300 tis. Kč, s pravděpodob-
nostı́ 2/3 obdržı́ 600 tis. Kč
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☛ Přı́klad 5. Uvažujme hru, jejı́ž účastnı́k s pravděpodobnostı́
1/3 vyhraje 300 Kč a s pravděpodobnostı́ 2/3 prohraje 90 Kč,
anebo se za určitý obnos vzdá účasti ve hře.

☛ Přı́klad 6. Obecněji, uvažujme hru s n možnými výsledky,
jejichž hodnoty jsou po řadě a1, a2, . . . an Kč. Předpokládejme, že
je známo, že jednotlivé výsledky nastávajı́ s pravděpodobnostm
p1, p2, . . . , pn , přičemž pro každé i = 1, 2, . . . , n je pi ∈ [0, 1], p1 +
p2 + · · ·+ pn = 1.. Při jaké nabı́dce se vyplatı́ od hry odstoupit?

Peněžnı́ očekávaná hodnota: b = a1p1 + a2p2 + · · ·+ anpn .
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Rozhodovánı́ za neurčitosti

Řekneme, že rozhodovánı́ probı́há za neurčitosti, jestliže
výsledková funkce ρ přiřazuje každému rozhodnutı́ d ∈ D

nějakou množinu výsledků Xd ⊆ X, tj.

ρ(d) = Pd ⊆ X.

Jinými slovy, každé rozhodnutı́ vede k nějakému prvek z
jisté množiny důsledků, přičemž pravděpodobnostmi, s ni-
miž jednotlivé důsledky nastanou, nejsou známé (či ani ne-
majı́ smysl).
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ROZHODOVÁNÍ ZA RIZIKA – LOTERIE

HISTORIE: POČÁTKY TEORIE UŽITKU

Daniel Bernoulli (1700 – 1782)

Výklad nové teorie ohodnocenı́ risku
(Petrohrad 1725 – 1733, publ. 1838)

Risk by neměl být hodnocen podle střednı́ hodnoty finančnı́ho
zisku, ale spı́še podle střednı́ hodnoty užitku, který tento zisk
přinese.
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Ilustračnı́ přı́klad: Velmi chudý člověk nějakým způsobem zı́ská
los, který se stejnou pravděpodobnostı́ přinese výhru dvaceti tisı́c
dukátů nebo nic. Ocenı́ tento muž svou šanci na vı́tězstvı́ na deset
tisı́c dukátů? Neprodá neuváženě tento los za devět tisı́c dukátů?
Mně osobně se zdá, že odpověd’ je záporná. Na druhou stranu
mám sklon věřit, že bohatý muž koupi tohoto losu za devět tisı́c
dukátů neuváženě odmı́tne. Pokud se nemýlým, pak je jasné, že
při hodnocenı́ hry nemohou všichni lidé použı́vat stejné pravidlo.
. . . Nenı́ pochyb, že zisk tisı́ce dukátů je mnohem významnějšı́
pro žebráka než pro bohatého člověka, i když oba zı́skajı́ stejnou
částku.
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Funkce užitku u(x)
. . . počet jednotek užitku z vlastnictvı́ peněžnı́ částky x

Předpoklad:

při zvětšenı́ částky x na x + dx je přı́růstek užitku du(x) přı́mo
úměrný přı́růstku dx a nepřı́mo úměrný částce x :

du(x) =
bdx

x
b > 0 (konstanta úměrnosti)

u(x) = b lnx+ c c ∈ R

= b lnx− b lnα α ∈ (0,+∞)

u(x) = b ln
x

α
α – hodnota počátečnı́ho majetku

Využitı́: objasněnı́ Petrohradského paradoxu



JJ x II

22

Petrohradský paradox
Petr házı́ mincı́ a pokračuje v tom tak dlouho, dokud nepadne
„hlava“. Souhlası́ s tı́m, že dá Pavlovi jeden dukát, padne-li hlava
v prvnı́m hodu, dva dukáty, padne-li v druhém, čtyři, padne-li ve
třetı́m, osm, padne-li ve čtvrtém, a tak dále, takže s každým dal-
šı́m hodem se počet dukátů, které musı́ zaplatit, zdvojnásobı́.
Předpokládejme, že se snažı́me určit hodnotu Pavlova očeká-
vánı́ . . . Rozumný člověk by s velkým potěšenı́m prodal svou
účast ve hře za dvacet dukátů.

Střednı́ hodnota výhry:

1
2
+2 ·

(
1
2

)2
+ · · ·+2n−1 ·

(
1
2

)n

+ · · · = 1
2
+
1
2
+ · · · 1

2
+ · · · =∞

Paradox:
očekávaná hodnota výhry je nekonečná, člověk dá přednost po-
měrně skromné částce
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Bernoulli: střednı́ hodnota užitku, který výhra přinese:

∞∑
n=1

1
2n

b ln
α+ 2n−1

α
=

= b ln[(α+ 1)
1
2 (α+ 2)

1
4 · · · (α+ 2n−1)

1
2n · · · ]− b lnα

Částka D, jejı́ž přidánı́ k počátečnı́mu majetku přinese stejný
užitek:

b ln
α+D

α
= b ln[(α+ 1)

1
2 (α+ 2)

1
4 · · · (α+ 2n−1)

1
2n · · · ]− b lnα

D = [(α+ 1)
1
2 (α+ 2)

1
4 · · · (α+ 2n−1)

1
2n · · · ]− α

Pro nulové počátečnı́ jměnı́:

D = 2
√
1 · 4
√
2 · 8
√
4 · 16
√
8 · · · = 2
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Nedostatky Bernoulliho funkce užitku:

• Je definována jen pro kladné hodnoty částky x, zatı́mco ve
skutečnosti se často jedná i o ztráty

• U různých lidı́ je funkce užitku z peněžnı́ch částech různá
a neodvı́jı́ se jen z majetkových poměrů

Důležitý podnět, od něhož se mohl odrazit dalšı́ vývoj
Podobné – avšak nezávislé – úvahy
(Bernoulli cituje v závěru svého pojednánı́):
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Gabriel Cramer (1704 – 1752)

Dopis Mikuláši Bernoullimu z roku 1728

Myšlenka: lidé hodnotı́ finančnı́ částky podle užitku, který jim
přinesou

Předpoklad: jakákoli částka převyšujı́cı́ 224 dukátů člověku při-
padá stejná jako 224.

Očekávaná hodnota zisku:

1
2
·1+ 1

4
·2+ 1

8
·4+ · · ·+ 1

224
·224+ 1

225
·224+ 1

226
·224+ · · · =

=
1
2
+
1
2
+ · · ·+ 1

2
+
1
4
+
1
8
+ · · · = 12 + 1 = 13 .

Mé morálnı́ očekávánı́ je proto redukováno na hodnotu 13 dukátů
a ekvivalentnı́ částka, která mi má být vyplacena, je redukována
podobně – to je výsledek, který se zdá být mnohem rozumnějšı́
než uvažovánı́ této částky rovné nekonečnu.
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Daniel Bernoulli
(1700 – 1782)
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Gabriel Cramer
(1704 – 1752)
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☛ Přı́klad 7. Rozhodovatel volı́ mezi dvěma alternativami:

1. Obdržı́ 500 tis. Kč

2. S pravděpodobnostı́ 1/3 obdržı́ 300 tis. Kč,
s pravděpodobnostı́ 2/3 obdržı́ 600 tis. Kč

Očekávané hodnoty : π1 = 500, π2 = 1
3 · 300 +

2
3 · 600 = 500

Rozhodnutı́ závisı́
na postoji k riziku: averze k riziku

neutrální postoj k riziku

sklon k riziku

h

u

u (a)

a  b1
3

2
3

a +     b 

1
3

2
3

a +     b ( ) < 
1
3

2
3

u (a) +     u (b) u

1
3

2
3

a +     b ( ) = 
1
3

2
3

u (a) +     u (b) u

1
3

2
3

a +     b ( ) > 
1
3

2
3

u (a) +     u (b) u

u (b)

u(h) . . . užitek z peněžnı́ částky h
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Vyjádřenı́ postoje k riziku pomocı́ funkce užitku

u(h) . . . užitek z peněžnı́ částky h

averze k riziku

neutrální postoj k riziku

sklon k riziku

h

u

u (a)

a  ba + ( b - a) p = (1- p)  p a + b 

u (b)

u [(1- p) a + p b] < (1- p)  u (a) + p u (b)  

u [(1- p) a + p b] = (1- p)  u (a) + p u (b)  

u [(1- p) a + p b] > (1- p)  u (a) + p u (b)  



JJ x II

30

☛ Přı́klad 8. Investor volı́ mezi třemi alternativami:

1. Zakoupit cenné papı́ry, které s jistotou přinesou ročnı́ úrok 5,5%

2. Zakoupit akcie, které přinesou ročnı́ úrok

3% s pravděpodobnostı́ 13
6% s pravděpodobnostı́ 13
9% s pravděpodobnostı́ 13

3. Zakoupit akcie, které přinesou ročnı́ úrok

4% s pravděpodobnostı́ 12
8% s pravděpodobnostı́ 12

 Rozhodovánı́ mezi loteriemi
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AXIOMATICKÁ TEORIE UŽITKU

A = {A1, A2, . . . , Ar} – množina základnı́ch alternativ, cen

Loterie: L = (p1A1, p2A2, . . . , prAr)

– náhodný mechanismus, který s pravděpodobnostı́ pi vybı́rá
cenu Ai ; pravděpodobnosti pi jsou známé,

pi ≥ 0; p1 + p2 + · · ·+ pr = 1 .

L – množina všech loteriı́ s cenami z množiny A

Rozhodovánı́ mezi loteriemi
L = (p1A1, p2A2, . . . , prAr) a L′ = (p′1A1, p

′
2A2, . . . , p

′
rAr)

Preferuje-li rozhodovatel pokus odpovı́dajı́cı́ loterii L před poku-
sem odpovı́dajı́cı́m loterii L′, pak řekneme, že loterie L je prefe-
rována před loteriı́ L′
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Podmı́nka 1 (uspořádánı́ alternativ). Na množině zá-
kladnı́ch alternativ je definováno úplné neostré uspořádánı́
”preference nebo indiference”, ozn. Ai % Aj.

Pro každé Ai, Aj ∈ A tedy platı́: Ai % Aj nebo Aj % Ai ;

je-li Ai % Aj a Aj % Ak , pak Ai % Ak .

Jestliže platı́ Ai % Aj, ale nikoli Aj % Ai, pak pı́šeme Ai � Aj

Jestliže platı́ Ai % Aj a zároveň Aj % Ai, pak pı́šeme Ai ∼ Aj

Označenı́:

A1 – nejpreferovanějšı́, Ar – nejméně preferovaná alternativa

 rozšı́řenı́ uspořádánı́ množiny A na množinu loteriı́ L
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☛ Přı́klad 9. Uvažujme následujı́cı́ loterie:
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☛ Přı́klad 10. Uvažujme následujı́cı́ loterie:

Očekávánı́:

E(L) = 5 · 2
3
+ (−2) · 1

3
=
8
3

E(M) = 5 · 1
3
+ 15 · 1

6
+ (−2) · 1

2
=
19
6
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☛ Přı́klad 11.

Složená loterie – cenami jsou opět loterie:

EUR 5 EUR -2

2/3 1/3

EUR 5 EUR 15

1/3 1/6

EUR -2

1/2

q 1 - q
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☛ Přı́klad 12. Složená loterie:

EUR5 EUR 15

1/3 1/6

EUR -2

1/2

q 1 - q

EUR5 EUR 15

2/3 0

EUR -2

1/3
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☛ Přı́klad 13. Složená loterie:

EUR5 EUR 15 EUR -2

1 - q

EUR5 EUR 15

2/3 0

EUR -2

1/3

=

EUR5 EUR 15

1/3 1/6

EUR -2

1/2

q

p1 p2 p3

= qL + (1- q) M

 ML
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☛ Přı́klad 14. Složená loterie:

EUR5 EUR 15 EUR -2

1 - q

EUR5 EUR 15

2/3 0

EUR -2

1/3

=

EUR5 EUR 15

1/3 1/6

EUR -2

1/2

q

p1 p2 p3

= qL + (1- q) M

 ML

p1 = q · 2
3
+ (1− q) · 1

3
=
1
3
q +
1
3
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☛ Přı́klad 15. Složená loterie:

EUR5 EUR 15 EUR -2

1 - q

EUR5 EUR 15

2/3 0

EUR -2

1/3

=

EUR5 EUR 15

1/3 1/6

EUR -2

1/2

q

p1 p2 p3

= qL + (1- q) M

 ML

p1 = q · 2
3
+ (1− q) · 1

3
=
1
3
+
1
3
q

p2 = q · 0 + (1− q) · 1
6
=
1
6
− 1
6
q

p3 = q · 1
3
+ (1− q) · 1

2
=
1
2
− 1
6
q
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L(1), L(2), . . . , L(s) ... loterie s cenami A1, A2, . . . , Ar

Složená loterie:
(
q1L

(1), q2L
(2), . . . , qsL

(s)
)
, L(i) ∈ L

qi ≥ 0, q1 + q2 + · · ·+ qs = 1 .
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L(1), L(2), . . . , L(s) ... loterie s cenami A1, A2, . . . , Ar

Složená loterie:
(
q1L

(1), q2L
(2), . . . , qsL

(s)
)
, L(i) ∈ L

qi ≥ 0, q1 + q2 + · · ·+ qs = 1 .

Podmı́nka 2 (redukce složených loteriı́).

Libovolná složená loterie
(
q1L

(1), q2L
(2), . . . , qsL

(s)
)
, kde

L(i) =
(
p
(i)
1 A1, p

(i)
2 A2, . . . , p

(i)
r Ar

)
, i = 1, 2, . . . , s,

je indiferentnı́ s jednoduchou loteriı́

(p1A1, p2A2, . . . , prAr), kde

pi = q1p
(1)
i + q2p

(2)
i + · · ·+ qsp

(s)
i , i = 1, 2, . . . , s.
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Podmı́nka 3 (spojitost).

Každá cena Ai je indiferentnı́ s nějakou loteriı́ zahrnujı́cı́
pouze A1 a Ar. Tj. existuje takové ui ∈ 〈0, 1〉, že Ai je indi-
ferentnı́ s loteriı́

(uiA1, 0A2, . . . , 0Ar−1, (1− ui)Ar) .

Pro jednoduchost budeme psát:

Ai ∼ (uiA1, (1− ui)Ar) = Ãi.

A1 � Ai � Ar

Pro p blı́zké 1 ... loterie (pA1, (1− p)Ar) je preferována před Ai

Pro p blı́zké 0 ... Ai je preferováno před loteriı́ (pA1, (1− p)Ar)
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Podmı́nka 4 (záměnnost).

V libovolné loterii L lze zaměnit Ãi za Ai , tj.

(p1A1, . . . , piAi, . . . , prAr) ∼ (p1A1, . . . , piÃi, . . . , prAr).

Podmı́nka 5 (tranzitivita).

Relace preference a indiference na množině loteriı́ L jsou
tranzitivnı́.

Podmı́nka 6 (monotonie).

(pA1, (1− p)Ar) % (p
′A1, (1− p′)Ar)⇔ p ≥ p′.
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Podmı́nka 1 – 5:

(p1A1, p2A2, . . . , prAr) ∼
(
p1Ã1, p2Ã2, . . . , prÃr

)
Podmı́nka 2 (redukce složených loteriı́):

(p1A1, p2A2, . . . , prAr) ∼ (pA1, (1− p)Ar) ,

kde p = p1u1 + p2u2 + · · ·+ prur

Pro libovolné dvě loterie pak pomocı́ podm. 6 rozhodneme o
preferenci.

Věta 1. Splňuje-li relace % podmı́nky 1–6, pak existujı́
taková reálná čı́sla ui, že pro každou dvojici loteriı́

L = (p1A1, p2A2, . . . , prAr), L′ = (p′1A1, p
′
2A2, . . . , p

′
rAr)

platı́:

L % L′ ⇔ (p1u1 + · · ·+ prur ≥ p′1u1 + · · ·+ p′rur) .
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Definice 1. Zavede-li určitá osoba na množině loteriı́ úplné
uspořádánı́ % preferencı́ a je-li každé loterii L přiřazeno
reálné čı́slo u(L) odrážejı́cı́ tyto preference, tj. pro každou
dvojici loteriı́ L, L′ ∈ L je

L % L′ ⇔ u(L) ≥ u(L′)

pak řekneme, že na množině loteriı́ L existuje funkce
užitku u.

Má-li navı́c funkce užitku tu vlastnost, že

u (qL, (1− q)L′) = qu(L) + (1− q)u(L′)

pro všechny loterie L, L′ a každé q ∈ 〈0, 1〉, pak řekneme,
že funkce užitku je lineárnı́.
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Jsou-li splněny podmı́nky 1–6, lze sestrojit lineárnı́ funkci užitku
následujı́cı́m předpisem:

u(A1) = 1

u(Ai) = ui pro 1 < i < r (podle podmı́nky 3)

u(Ar) = 0

u(p1A1 , p2A2 , . . . , prAr) = p1u1 + p2u2 + · · ·+ prur

Je-li u funkce užitku na L, a, b ∈ R, a > 0, pak funkce u′, kde

u′(L) = au(L) + b pro každou loterii L ∈ L,

je rovněž funkcı́ užitku.

Naopak, pro každé dvě funkce užitku u, u∗ na L existujı́ taková
čı́sla a∗, b∗ ∈ R, a∗ > 0, že pro všechny loterie L ∈ L platı́:

u∗(L) = a∗u(L) + b∗.
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ROZHODOVÁNÍ ZA NEURČITOSTI

Uvažujme rozhodovacı́ situaci s konečnou množinou možných
rozhodnutı́ (strategiı́) D = {D1, D2, . . . , Dm} a s konečnou mno-
žinou „stavů světa“ S = {S1, S2, . . . , Sn}. Pro každou alternativu
a každý stav světa necht’ je znám užitek rozhodovatele:

Stav světa

Rozhodnutı́ S1 S2 . . . Sn

D1 a11 a12 . . . a1n

D2 a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dm am1 am2 . . . amn

Vı́me, že jistě nastane jeden ze stavů z množiny S, nenı́ nám
však známo ani to, s jakou pravděpodobnostı́ jednotlivé stavy
mohou nastat.
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ROZHODOVÁNÍ ZA NEURČITOSTI

Laplacův princip

Laplacův princip navrhuje zvolit takovou strategii, která by byla
optimálnı́ v přı́padě, že by pravděpodobnosti, s nimiž nastanou
různé stavy světa, byly shodné, tj. jako kdyby se jednalo o roz-
hodovánı́ za rizika se stejnými pravděpodobnostmi přiřazenými
jednotlivým stavům.

V našem přı́padě, tj. pro matici užitků A = (aij), je podle La-
placeova principu optimálnı́ strategiı́ volba takového řádku i, pro
který je

ai1 + ai2 + · · ·+ ain

n
maximálnı́.

Výsledkem rozhodovánı́ je tedy řádek i∗, pro který platı́:

i∗ = argmaxi
ai1 + ai2 + · · ·+ ain

n
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Maximinnı́ (pesimistické) kritérium

Tento princip navrhuje pro jednotlivé možné strategie stanovit
nejnižšı́ hodnoty užitku a zvolit takovou strategii, pro kterou je
toto minimum maximálnı́. Rozhodovatel tedy předpokládá, že se
jej okolnı́ svět bude „snažit“ co nejvı́ce poškodit.

V našem přı́padě, tj. pro matici užitků A = (aij), je podle pesimis-
tického principu optimálnı́ strategiı́ volba takového řádku i, pro
který je

min
j

aij

maximálnı́.

Výsledkem rozhodovánı́ je tedy řádek i∗, pro který platı́:

i∗ = argmaximinj aij
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Maximaxnı́ (optimistické) kritérium

Tento princip navrhuje pro jednotlivé možné strategie stanovit
nejvyššı́ hodnoty užitku a zvolit takovou strategii, pro kterou je
toto maximum maximálnı́. Rozhodovatel tedy předpokládá, že se
mu okolnı́ svět bude „snažit“ co nejvı́ce pomoci.

V našem přı́padě, tj. pro matici užitků A = (aij), je podle optimis-
tického principu optimálnı́ strategiı́ volba takového řádku i, pro
který je

max
j

aij

maximálnı́.

Výsledkem rozhodovánı́ je tedy řádek i∗, pro který platı́:

i∗ = argmaximaxj aij
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Hurwitzovo kritérium

Hurwitzovo kritérium je konvexnı́ kombinacı́ optimistického a pe-
simistického kritéria. Vhodná volba parametru α umožnı́ nastavit
vhodný kompromis mezi oběma krajnostmi – často nepřijatelně
důvěřivým, resp. nepřijatelně opatrným kritériem.

V našem přı́padě, tj. pro matici užitků A = (aij), je výsledkem
rozhodovánı́ řádek i∗, pro který platı́:

i∗ = argmaxi(αmaxj aij + (1− α)minj aij) =

= arg(αmaximaxj aij + (1− α)maximinj aij),

kde parametr α vyjadřuje mı́ru optimismu

α = 0 . . . pesimistické (maximinnı́ kritérium)

α = 1 . . . optimistické (maximaxnı́ kritérium)
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Princip minimaxnı́ lı́tosti (ztráty přı́ležitosti)

Tento princip je založen na pozorovánı́, že v mnoha situacı́ch
je rozhodnutı́ posuzováno zpětně, ex post, aniž se skutečně
připustı́, že v okamžiku rozhodovánı́ neměl dotyčný k dispozici
informace, které má až při tomto zpětném posuzovánı́. Princip
maximinnı́ lı́tosti rozhodovatele uchránı́ od ”dodatečné lı́tosti”. V
přı́padě maticové hry s neinteligentnı́m protivnı́kem a s maticı́
A = (aij) je postup následujı́cı́: Od každého prvku v matici ode-
čteme maximálnı́ prvek v daném sloupci, tento rozdı́l pak uvažu-
jeme s opačným znaménkem (ve shodě s intuitivnı́m pohledem,
že ”malá lı́tost je lepšı́ než velká”). Optimálnı́m rozhodnutı́m je
volba takového řádku, pro který je

max
j

[
(max

k
akj − aij)

]
minimálnı́.



JJ x II

53

☛ Přı́klad 16. Chemical Products Ltd. zvažuje kontrakt na výrobu
sad pro testovánı́ HIV. Může podepsat kontrakt na výrobu 2 000,
3 000, 4 000 nebo 5 000 testovacı́ch sad, nebo se obchodu ne-
musı́ zúčastnit vůbec. Výrobnı́ náklady jsou pro jednotlivá množ-
stvı́ po řadě 20 000 EUR, 25 000 EUR, 30 000 EUR a 35 000
EUR.
Předtı́m, než se sady odešlou do nemocnic, musejı́ projı́t ná-
hodným destruktivnı́m testem. Jestliže se test zjistı́, že chybné
výsledky dává méně než 2% sad, bude cena za jednu sadu 20
EUR. Je-li podı́l vadných sad v rozmezı́ 2% až 4%, bude cena 10
EUR. Je-li podı́l vadných sad vyššı́ než 4%, cena za jednu sadu
budou 2 EUR.

Firma nikdy předtı́m podobné sady nevyráběla, takže nedokáže
předem odhadnout, jaká část výrobků bude vadná. Jakou má
zvolit strategii?
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Situaci lze znázornit pomocı́ matice, jejı́ž prvky představujı́ zisk
firmy v tisı́cı́ch EUR:

Vadných

Počet sad Méně než 2% 2 – 4% Vı́ce než 4%

0 0 0 0

2 000 20 0 -16

3 000 35 5 -19

4 000 50 10 -22

5 000 65 15 -25
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Situaci lze znázornit pomocı́ matice, jejı́ž prvky představujı́ zisk
firmy v tisı́cı́ch EUR:

Vadných

Počet sad Méně než 2% 2 – 4% Vı́ce než 4% Střednı́ hod.

0 0 0 0 0

2 000 20 0 -16 4/3

3 000 35 5 -19 7

4 000 50 10 -22 38/3

5 000 65 15 -25 55/3

Laplacův princip: hledáme maximum z řádkových střednı́ch
hodnot, tj. max{0, 4/3, 7, 38/3, 55/3} = 55/3 .

Nejlepšı́ rozhodnutı́ je proto vyrábět 5 000 testovacı́ch sad.
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Maximinnı́ princip: nalezneme maximum z nejmenšı́ch zisků v
jednotlivých řádcı́ch:

Vadných

Počet sad Méně než 2% 2 – 4% Vı́ce než 4% Minimum

0 0 0 0 0

2 000 20 0 -16 -16

3 000 35 5 -19 -19

4 000 50 10 -22 -22

5 000 65 15 -25 -25

max{0, −16, −19, −22, −25} = 0

Nejlepšı́m rozhodnutı́m je tedy nevyrábět vůbec nic.



JJ x II

57

Maximaxnı́ princip: nalezneme maximum z nejmenšı́ch zisků v
jednotlivých řádcı́ch:

Vadných

Počet sad Méně než 2% 2 – 4% Vı́ce než 4% Maximum

0 0 0 0 0

2 000 20 0 -16 20

3 000 35 5 -19 35

4 000 50 10 -22 50

5 000 65 15 -25 65

max{0, 20, 35, 50, 65} = 65

Nejlepšı́m rozhodnutı́m je vyrábět co nejvı́ce sad.
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Princip minimaxnı́ lı́tosti: v každém sloupec nalezneme maxi-
mum (”kdybychom bývali věděli, že bude vadných sad daná část,
bylo by bývalo nejlepšı́ zvolit řádek, v němž ležı́ toto maximum):

Matice ”lı́tostı́”: (maxk akj − aij)

Vadných

Počet < 2% 2 – 4% > 4%

0 0 0 0

2 000 20 0 -16

3 000 35 5 -19

4 000 50 10 -22

5 000 65 15 -25

max

65 15 0 65

45 15 16 45

30 10 19 30

15 5 22 22

0 0 25 25

min{65, 45, 30, 22, 25} = 22

Nejmenšı́ lı́tost lze očekávat při výrobě 4 000 testovacı́ch sad.
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2 HRA V EXPLICITNÍM

TVARU
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☛ Přı́klad 1 – Hra Nim.

Uvažujme jednoduchou hru, kdy dva hráči – označme je čı́sly
1, 2 – majı́ před sebou dvě hromádky, z nichž každá je tvořena
dvěma fazolemi. Hráč 1 musı́ vzı́t z jedné hromádky jednu nebo
dvě fazole, fazole se nevracejı́ zpět. Potom je na řadě hráč 2,
který také musı́ vzı́t z jedné hromádky jednu nebo dvě fazole.
Takto se hráči střı́dajı́, až jeden z nich vezme poslednı́ fazoli – a
ten prohrává.

Pokud byste si mohli vybrat, zda budete začı́nat, či budete-li hrá-
čem 2, pro co byste se rozhodli?
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Všechny možné situace, které ve hře mohou nastat, lze znázornit
pomocı́ stromu hry:

Hráè 1

Hráè 2 0

000

0 0

0 0

1 vyhrává

0 0 0 00 0

0 0 0 0

1 vyhrává

2 vyhrává2 vyhrává

Hráè 1

Hráè 2

2 vyhrává

1 vyhrává
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Hráè 1

Hráè 2 0

000

0 0

0 0

1 vyhrává

0 0 0 00 0

0 0 0 0

1 vyhrává

2 vyhrává2 vyhrává

Hráè 1

Hráè 2

2 vyhrává

1 vyhrává

Ze stromu hry je patrné, že at’ zvolı́ prvnı́ hráč jakoukoli strategii,
druhý může zvolit takovou strategii, která jej dovede k vı́tězstvı́.
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HRA V EXPLICITNÍM TVARU

Matematický model rozhodovacı́ situace, v nı́ž rozhod-
nutı́ jednotlivých hráčů probı́há ve formě postupně
prováděných tahů (etap)

Strom hry . . . zachycuje všechny situace, které ve hře mohou na-
stat. Každé situaci odpovı́dá jeden uzel, z každého uzlu vycházı́
určitý počet hran odpovı́dajı́cı́ch možným rozhodnutı́m, tzv. ta-
hům daného hráče. Jestliže se hráč, který je na řadě, rozhodne
pro nějaký tah, navodı́ novou situaci, v nı́ž se rozhoduje druhý
hráč – této nové situaci opět odpovı́dá jistý uzel stromu spojený
s předchozı́m hranou. Při znázorňovánı́ se většinou postupuje ve
směru shora dolů (popř. zleva doprava) a pravidelně se střı́dajı́
uzly, v nichž se rozhoduje prvnı́ hráč, a uzly, v nichž se rozhoduje
druhý hráč.

Hra = soubor pravidel

Partie hry = jedna realizace hry
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Právě jeden uzel má tu vlastnost, že do něj nevcházı́ žádná hrana;
takový uzel se nazývá počátečnı́ uzel nebo také kořen stromu.
Dále jsou zde uzly, z nichž žádná hrana nevycházı́; tyto uzly
se nazývajı́ koncové a odpovı́dajı́ pozicı́m, kdy je rozhodnuto o
výsledku a hra končı́.

☛ Přı́klad 2 – Hra Nim – obměna

Ve hře Nim mı́sto dvou hromádek uvažujme tři hromádky po dvou
fazolı́ch, pravidla jsou jinak stejná. Který hráč má nynı́ zaručenou
výhru?

Řešenı́. Návod: Prvnı́ hráč může na začátku odebrat jednu hro-
mádku a tı́m postavil protihráče do pozice hráče č. 1 v předchozı́
variantě se dvěma hromádkami.
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☛ Přı́klad 3 – Hlasovánı́ o platech

Tři zákonodárci hlasujı́ o tom, zda majı́ zvýšit své platy. Všichni tři
si zvýšenı́ přejı́, zároveň však každého z nich v přı́padě hlasovánı́
”pro” čeká ztráta u voličů v hodnotě c. Prospěch ze zvýšenı́ b

převyšuje ztrátu c, b > c. Hlasujı́-li postupně a otevřeně, je lepšı́
volit jako prvnı́ nebo jako poslednı́? Kdo volı́ jako poslednı́, vidı́,
jaká je situace a může přı́padně rozhodnout o tom, zda zvýšenı́
projde či nikoli. Je to tedy nejvýhodnějšı́?

Řešenı́. Návod: Situaci si můžeme znázornit následujı́cı́m ob-
rázkem:
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Y N

YY N N

( b - c ,  b )b - c , ( b - c ,  b - c )b , ( b ,  b - c )b - c , ( 0 ,  0 )0 ,

1

22

3 3 3 3

Y N

( b - c ,  b - c )b , ( b ,  b - c )b - c ,

1

22

Zpětná indukce: na základě předvı́dánı́ budoucı́ho vývoje jsou
vybı́rány nejvhodnějšı́ alternativy na začátku rozhodovánı́
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☛ Přı́klad 4 – Dvoukolová volba do výboru

Martin, Petr a Pavel jsou členy výboru velmi exkluzivnı́ Společ-
nosti burzovnı́ch makléřů. Závěrečným bodem jednoho jejich do-
polednı́ho jednánı́ je návrh, aby Alice byla přijata za nového člena.
V návrhu chyběla zmı́nka o jiném možném kandidátovi, Davidovi,
a tak se objevil pozměňovacı́ návrh, aby Alice byla nahrazena
Davidem. Podle jednacı́ch pravidel je třeba hlasovat nejprve o
pozměňovacı́m návrhu, tj. má-li David nahradit Alici. Potom se
hlasuje o tom, zda bude vı́těz přijat, či zda nebude přijat nikdo.
Preference jednotlivých členů výboru jsou následujı́cı́:
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Pokud by všichni volili v obou kolech pouze podle svých prefe-
rencı́, pak by volby proběhly takto: Při volbě mezi Alicı́ a Davidem
by zvı́tězila Alice, protože jak Martin, tak Petr ji upřednostňujı́
před Davidem – Pavel by tak byl přehlasován. V druhém kole by
Alice zı́skala hlasy od Martina a Pavla, nebot’ je v žebřı́čku jejich
hodnot výše než „nikdo“, a stala by se tak vı́tězem voleb.
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Bude-li však Petr prozı́ravý, zvolı́ v prvnı́m kole Davida, protože
vidı́, že v druhém kole v tom přı́padě zvı́tězı́ varianta „nikdo“, což
je pro něj ta nejvı́tanějšı́ možnost. Pavel by ovšem mohl předvı́dat,
že Petr bude tı́mto způsobem taktizovat, a mohl by rovněž volit
strategicky: v prvnı́m kole by mı́sto Davida zvolil Alici, která by
pak zvı́tězila, což Pavel preferuje vı́ce než variantu „nikdo“. Jinými
slovy, z obrázku či ze zpětné indukce je patrné, že prvnı́ kolo
je v podstatě rozhodovánı́ mezi Alicı́ a nikým, kteřı́ by zvı́tězili v
druhém kole v jednotlivých přı́padech. Protože Alice je před nikým
preferována u Martina a Pavla, zvı́tězı́.
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☛ Přı́klad 5 – Hra Hex

Hra Hex se hraje na desce sestávajı́cı́ z n2 šestiúhelnı́ků uspořá-
daných do rovnoběžnı́ka:
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Hráči se střı́dajı́ jeden po druhém. V každém tahu hráč označı́ volný šes-
tiúhelnı́k svým symbolem: hráč I kroužkem, hráč II křı́žkem. Označený
šestiúhelnı́k se stane „zabraným územı́m“ toho hráče, který jej označil.
Na začátku sestávajı́ teritoria obou hráčů vždy ze dvou protilehlých stran
desky. Vı́tězem je ten, kdo jako prvnı́ spojı́ své strany desky souvislým
řetězem šestiúhelnı́ků označenými vlastnı́m symbolem.

Napřı́klad na následujı́cı́m obrázku je vı́tězem hráč II:
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Napřı́klad na následujı́cı́m obrázku je vı́tězem hráč II:
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Lze dokázat:

➥ Hex nemůže skončit remı́zou

Je-li každý hexagon označen kroužkem nebo křı́žkem, pak
lze dokázat, že jedna z dvojice protějšı́ch stran musı́ být
spojena.

➥ Hráč I má vı́těznou strategii (ale nenı́ známo jakou)

Z Zermelovy věty lze vyvodit, že jeden z hráčů má vı́těznou
strategii, sporem pak dokážeme, že to nemůže být hráč II.

Věta (Zermelo). Necht’ T je libovolná množina výsledků v
konečné hře dvou hráčů s úplnou informacı́, bez náhodných
tahů. Pak bud’ hráč I může zajistit výsledek z množiny T

nebo hráč II může zajistit výsledek z doplňku ∼ T.
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☛ Přı́klad 6 – Gangsteři ve městě

Hernı́ deska představuje sı́t’ ulic v centru města. Hráči I, resp. II před-
stavuje gangsterský gang. Hráč I má pod kontrolou oblasti na severu
a na jihu města, hráč II na východě a na západě. Uzly v plánu znázor-
ňujı́ křižovatky. Hráči se střı́dajı́ v označovánı́ uzlů, které dosud nebyly
označeny. Hráč I použı́vá kroužky, hráč II křı́žky. Hráč, kterému se po-
dařı́ označit oba konce ulice, má tuto ulici pod kontrolou. Hráč I vı́tězı́,
spojı́-li sever a jih cestou, kterou má pod kontrolou.

Podobně hráč II vı́tězı́,

spojı́-li východ a západ.

Ukažte, že hra je ekvivalentnı́
s hrou Hex.
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☛ Přı́klad 7. Sofistikovaná volba v soudnı́ch systémech

Uvažujme tři právnı́ systémy, v nichž vždy rozhodujı́ tři soudci:

1. Status quo (použı́vaný např. v USA):
Nejprve se rozhoduje o vině či nevině obžalovaného, v přı́-
padě viny se dále rozhoduje o trestu.

2. Řı́mská tradice:
Po předloženı́ důkazů se začne s hlasovánı́m sestupně od
nejpřı́snějšı́ho trestu k nejmı́rnějšı́mu, popř. k propuštěnı́
(např. zda uložit trest smrti; pokud ne, zda doživotı́, atd.).

3. Mandatornı́ soud:
Nejprve se určı́ trest pro daný zločin, pak se určı́, zda má
být obžalovaný uznán vinným.
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Uvažujme pro jednoduchost tři možné výsledky, trest smrti, do-
životnı́ vězenı́, propuštěnı́, a následujı́cı́ preference jednotlivých
soudců:

Pořadı́ Soudce A Soudce B Soudce C

1. trest smrti doživotı́ propuštěnı́

2. doživotı́ propuštěnı́ trest smrti

3. propuštěnı́ trest smrti doživotı́
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1. Status quo

V prvnı́m kole se hlasuje o vině či nevině; při upřı́mném hlasovánı́
by zvı́tězilo „vinen“ (soudci A, B), v druhém kole, při rozhodovánı́
mezi trestem smrti a doživotı́m, by zvı́tězil trest smrti (soudci
A, C). Prvnı́ kolo je tedy v podstatě hlasovánı́m mezi propuštěnı́m
a trestem smrti – při sofistikované volbě, tedy budou-li soudci
uvažovat racionálně a budou předvı́dat, co se stane v druhém
kole, proto v prvnı́m kole zvı́tězı́ propuštěnı́ (kromě soudce C dá
v prvnı́m kole hlas propuštěnı́ i B, nebot’ v opačném přı́padě by
druhé kolo vedlo k jeho nejméně preferované variantě).
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2. Řı́mská tradice

V prvnı́m kole se hlasuje o nejpřı́snějšı́m trestu, tj. zda uložit trest
smrti či nikoli. Pokud ano, je trest vykonán, pokud ne, nastane
druhé kolo, v němž se bude hlasovat, zda doživotı́ či propuštěnı́.

Protože v druhém kole by zvı́tězilo doživotı́ (soudci A, B), je prvnı́
kolo v podstatě hlasovánı́m mezi trestem smrti a doživotı́m – při
sofistikované volbě proto v prvnı́m kole zvı́tězı́ trest smrti (kromě
soudce A dá v prvnı́m kole hlas trestu smrti i C, nebot’ v opač-
ném přı́padě by druhé kolo vedlo k jeho nejméně preferované
variantě).
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3. Mandatornı́ systém

V prvnı́m kole se hlasuje o trestu za daný zločin, tj. zda uložit trest
smrti či doživotı́. V druhém kole se pak hlasuje o tom, zda daný
trest uložit či nikoli (tj. propustit). Při rozhodovánı́ mezi trestem
smrti a propuštěnı́m by zvı́tězilo propuštěnı́ (B, C), při rozhodo-
vánı́ mezi doživotı́m a propuštěnı́m by zvı́tězilo doživotı́ (A, B).
Prvnı́ kolo je tedy rozhodovánı́m mezi propuštěnı́m a doživotı́m,
takže vězeň bude odsouzen na doživotı́ (A dá v prvnı́m kole hlas
raději doživotı́, než aby byl propuštěn).
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Tento přı́klad velmi názorně ilustruje, jak se pouhou změnou vo-
lebnı́ch pravidel může výsledek hlasovánı́ zcela zásadně změnit:
při stejných preferencı́ch soudců by byl obžalovaný v jednom
systému propuštěn, v jiném popraven a v jiném odsouzen k do-
životnı́mu žaláři.
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3 HRA V NORMÁLNÍM

TVARU
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Hra v normálnı́m tvaru

Definice 1. Necht’ je dána konečná neprázdná n-prvková
množina Q = {1, 2, . . . , n}, n množin S1, S2, . . . , Sn

a n reálných funkcı́ u1, u2, . . . , un definovaných na kartéz-
ském součinu S1 × S2 × · · · × Sn.

Hrou n hráčů v normálnı́m tvaru (HNT) budeme rozumět
uspořádanou (2n+ 1)-tici

{Q; S1, . . . , Sn; u1(s1, . . . , sn), . . . , un(s1, . . . , sn)}.

Množinu Q nazveme množinou hráčů, množinu Si na-
zveme prostorem strategiı́ hráče i, prvek si ∈ Si nazveme
strategiı́ hráče i a funkci ui(s1, . . . , sn) nazveme výplatnı́
funkcı́ hráče i. Je-li hodnota výplatnı́ funkce pro daného
hráče kladná, hovořı́me o zisku, je-li záporná, hovořı́me
o ztrátě.
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Pod toto označenı́ spadá velmi mnoho věcı́, cokoli od rulety
po šach, od bakaratu po bridž. A nakonec každá událost –
jsou-li dány vnějšı́ podmı́nky a účastnı́ci situace (a ti se cho-
vajı́ dle svobodné vůle) – může být považována za společen-
skou hru, jestliže sledujeme účinek, jaký má na účastnı́ky.

(John von Neumann, 1928)
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Pod toto označenı́ spadá velmi mnoho věcı́, cokoli od rulety
po šach, od bakaratu po bridž. A nakonec každá událost –
jsou-li dány vnějšı́ podmı́nky a účastnı́ci situace (a ti se cho-
vajı́ dle svobodné vůle) – může být považována za společen-
skou hru, jestliže sledujeme účinek, jaký má na účastnı́ky.

(John von Neumann, 1928)

. . . obchodnı́ společnosti, vojenské jednotky, stihačky,
ponorky, účastnı́ci souboje, národy, politici, politické strany,
samci v řı́ji, geny, motoristé, uživatelé počı́tačové sı́tě, maji-
telé téhož pozemku, ctitelé téže dámy, věřitelé zbankrotova-
ného dlužnı́ka, . . .
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☛ Přı́klad 1

Předpokládejme, že o dva trhy, A a B, se zajı́majı́ dvě firmy, 1 a 2.
Na trhu A se očekávajı́ zakázky představujı́cı́ zisk 150 milionů, na
trhu B se očekávajı́ zakázky představujı́cı́ zisk 90 milionů. Každá
z firem má finančnı́ prostředky bud’ na velkou propagačnı́ akci
na kterémkoli z trhů, anebo na menšı́ kampaň na obou trzı́ch.
Účinnost propagace obou firem je stejná a zakázky se rozdělujı́
podle těchto pravidel:

1. Vede-li na trhu reklamnı́ kampaň nábor pouze jedna firma,
zı́ská všechny zakázky tohoto trhu.

2. Vedou-li obě firmy na trhu akci téhož „typu“, popř. neprovádějı́-
li vůbec propagaci, zı́skajı́ obě firmy polovinu zakázek.

3. Vede-li jedna firma na trhu malou kampaň a druhá velkou,
zı́ská firma, která vede malou kampaň, 1/3 zakázek a kon-
kurujı́cı́ firma 2/3 zakázek.

Obě firmy se musı́ rozhodnout ve stejnou dobu a nezávisle na
sobě (napřı́klad na konci roku objednat billboardy a vysı́lacı́ časy
na přı́štı́ rok). Jaké jsou jejich optimálnı́ strategie?
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Řešenı́.

Všechny možné kombinace strategiı́ můžeme znázornit následu-
jı́cı́ tabulkou, kde VA značı́ velkou kampaň na trhu A, VB značı́
velkou kampaň na trhu B a MAB značı́ malou kampaň na obou tr-
zı́ch; prvnı́ z dvojice čı́selných hodnot vždy udává zisk prvnı́ firmy,
druhá udává zisk druhé firmy.

Firma 2

Strategie VA VB MAB

VA (120, 120) (150, 90) (100, 140)

Firma 1 VB (90, 150) (120, 120) (60, 180)

MAB (140, 100) (180, 60) (120, 120)

Představme si, že jsme v pozici prvnı́ firmy. Nevı́me, jakou stra-
tegii zvolı́ druhá firma, tj. v jakém jsme sloupci; i tak ale můžeme
porovnat jednotlivé řádky jako celek. Je zřejmé, že by nebylo přı́liš
rozumné volit napřı́klad druhý řádek, protože at’ už konkurenčnı́
firma zvolı́ jakoukoli strategii, vždy bychom na tom byli hůř než v
řádku poslednı́m.
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Druhý řádek proto můžeme rovnou škrtnout. Stejně tak nenı́ ro-
zumné volit ani prvnı́ řádek. Podobně pak může uvažovat i druhá
firma.

Firma 2

Strategie VA VB MAB

VA (120, 120) (150, 90) (100, 140)

Firma 1 VB (150, 90) (120, 120) (60, 180)

MAB (140, 100) (180, 60) (120, 120)

Nakonec nám zbyla jediná dvojice strategiı́, kdy obě firmy prová-
dějı́ malou kampaň na obou trzı́ch. Intuitivně, obě se tak pojistı́
proti tomu, že by konkurenčnı́ firma zı́skala jeden z trhů ”zadarmo”
(jen za malou kampaň) a k tomu ještě třetinu zbývajı́cı́ho trhu.

Uvedené řešenı́ má pak tu vlastnost, že při jednostranném odchý-
lenı́ od doporučené strategie si žádná firma nepolepšı́. Takovému
řešenı́ se řı́ká rovnovážný bod.
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☛ Přı́klad 2

Nynı́ uvažujme hru dvou hráčů, popsanou následujı́cı́ tabulkou.

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (2,0) ← (2,−1)
Hráč 1 ↑ ↓

s2 (1, 1) ← (3,−2)

Uvažujme napřı́klad dvojici strategiı́ (s1, t2). Kdyby prvnı́ hráč vě-
děl, že protivnı́k zvolı́ strategii t2, bylo by pro něj výhodnějšı́ zvolit
nikoli s1, ale strategii s2. Podobně kdyby druhý hráč věděl, že pro-
tivnı́k zvolı́ strategii s1, bylo by pro něj výhodnějšı́ zvolit strategii
t1, atd. Jedinou dvojicı́ strategiı́, kdy ani pro jednoho hráče nenı́
výhodné se jednostranně odchýlit, je (s1, t1).

Jak bylo zmı́něno výše, taková dvojice strategiı́ se nazývá rov-
novážným bodem.
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☛ Přı́klad 2

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (2,0) ← (2,−1)
Hráč 1 ↑ ↓

s2 (1, 1) ← (3,−2)

Definice 2. n-tice strategiı́ s∗ = (s∗1, . . . , s
∗
n) se nazývá

rovnovážným bodem hry (HNT), právě když pro každé
i ∈ {1, 2, . . . , n} a všechna si ∈ Si platı́:

ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i−1, si, s

∗
i+1, . . . , s

∗
n) ≤

≤ ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i−1, s

∗
i , s

∗
i+1, . . . , s

∗
n).

Strategie s∗i se nazývá rovnovážná strategie hráče i.



JJ x II

100

☛ Přı́klad 3

Uvažujme hru dvou hráčů, která probı́há takto: oba hráči majı́ v
ruce jednu korunu a jednu pětikorunu. Ve stejný okamžik musı́ na
stůl položit jednu z mincı́. Jsou-li hodnoty na vyložených mincı́ch
stejné, vyhraje prvnı́ hráč, jsou-li různé, vyhraje druhý hráč.

Hru lze popsat napřı́klad pomocı́ následujı́cı́ch hodnot:

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1)
Hráč 1

s2 (−1, 1) (1,−1)

Snadno si můžeme odvodit, že rovnovážný bod v původnı́ch stra-
tegiı́ch v tomto přı́padě neexistuje.
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☛ Přı́klad 3

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) → (−1, 1)
Hráč 1 ↑ ↓

s2 (−1, 1) ← (1,−1)

Představme si, že hru budeme hrát opakovaně, třeba celý večer.
Je zřejmé, že bychom neměli stále použı́vat jednu ze strategiı́,
protože protivnı́k by se tomu přizpůsobil a systematicky by nás
obehrával. Proto by bylo lepšı́ strategie nějakým způsobem střı́-
dat.
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☛ Přı́klad 3

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) → (−1, 1)
Hráč 1 ↑ ↓

s2 (−1, 1) ← (1,−1)

Kdybychom však jednu ze strategiı́ použı́vali častěji než druhou,
napřı́klad bychom v roli prvnı́ho hráče na stůl kladli častěji ko-
runu než pětikorunu, pak by druhý hráč mohl na stůl klást stále
pětikorunu a častěji by vyhrál než prohrál. Jedinou pojistkou proti
takovému ”zneužı́vánı́” je tedy použı́vat obě strategie v průměru
stejně často, avšak takovým způsobem, který se nedá předvı́dat:
to znamená náhodně; korunu nebo pětikorunu bychom na stůl
měli pokládat se stejnými pravděpodobnostmi. Dlouhodobě pak
budeme přibližně stejně často vyhrávat jako prohrávat.

Jakmile se původnı́ strategie kombinujı́ s určitými pravděpodob-
nostmi dohromady, hovořı́ se v teorii her o smı́šené strategii.
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V našem přı́padě označme pravděpodobnost, s nı́ž prvnı́ hráč
zvolı́ prvnı́ strategii, pı́smenem p; pravděpodobnost volby druhé
strategie je pak 1−p. Pro druhého hráče uvažujme pravděpodob-
nosti q a 1− q.

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) → (−1, 1) p

Hráč 1 ↑ ↓
s2 (−1, 1) ← (1,−1) 1− p

q 1− q
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☛ Přı́klad 3
Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) → (−1, 1) p

Hráč 1 ↑ ↓
s2 (−1, 1) ← (1,−1) 1− p

q 1− q

Smı́šené strategie:

{s1, s2} {(p, 1− p), p ∈ 〈0, 1〉}

{t1, t2} {(q, 1− q), q ∈ 〈0, 1〉}

Výplatnı́ funkce u1, u2  očekávané výhry π1, π2 :

π1(p, q) = −1pq + 1(1− p)q + 1p(1− q)− 1(1− p)(1− q)

π2(p, q) = 1pq − 1(1− p)q − 1p(1− q) + 1(1− p)(1− q)
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Konečná hra v normálnı́m tvaru

Konečnou hrou se rozumı́ hra, v nı́ž každý hráč má konečný
prostor strategiı́, tj. množiny S1, S2, . . . , Sn jsou konečné.

Definice 3. Uvažujme konečnou hru n hráčů v normálnı́m
tvaru. Počet prvků prostoru strategiı́ Si libovolného hráče
i označme symbolem mi. Smı́šenou strategiı́ hráče i se
rozumı́ vektor pravděpodobnostı́

pi = (pi
1, p

i
2, . . . , p

i
mi
),

kde pi
j ≥ 0 pro všechna 1 ≤ j ≤ mi,

mi∑
j=1

pi
j = 1.
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Smı́šená strategie je tedy pro každého hráče vektor, jehož j-tá
složka udává pravděpodobnost, s nı́ž hráč volı́ j-tou strategii ze
svého prostoru strategiı́. Je to tedy opět jistá strategie, kterou
bychom mohli popsat takto:

použij strategii si
1 ∈ Si s pravděpodobnostı́ pi

1

. . .
použij strategii si

mi
∈ Si s pravděpodobnostı́ pi

mi

Pro odlišenı́ se prvky prostoru strategiı́ Si nazývajı́ ryzı́ strategie.

Věta 1. (J. Nash). Ve smı́šených strategiı́ch má každá
konečná hra aspoň jeden rovnovážný bod.

Důkaz této věty pro přı́pad dvou hráčů je uveden v kapitole
4 Dvojmaticové hry (klikněte pro odkaz)
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HLEDÁNÍ ROVNOVÁHY – COURNOTŮV DUOPOL

Antoine Augustin Cournot (1801 – 1877)

1838 Recherches sur les principes mathématiques de la théorie
des richesses

• S matematickou přesnostı́ zde Cournot popsal většinu dnešnı́
teorie ekonomické soutěže, monopolu a oligopolu

• Podrobná analýza monopolu – pojem nákladová funkce, aj.

• Množstvı́ produkce, jaké má výrobce zvolit, aby maximalizoval
svůj zisk
(matematické odvozenı́)

• Vliv různých forem danı́ a dalšı́ch poplatků,
jejich vliv na přı́jem výrobce a zákaznı́ků

• Model duopolu – řešenı́ odpovı́dajı́cı́ Nashovu rovnovážnému
bodu zavedenému o vı́ce 7než sto let později

• Model oligopolu
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Cournotův model monopolu
Daný produkt vyrábı́ jediný výrobce – monopolista
Celková produkce: q výrobků
Nejvyššı́ cena, za kterou může prodávat jeden kus, aby celou produkci
prodal:

p =M − q.

Protože nikdo jiný celkové vyrobené množstvı́ neovlivnı́, stojı́ monopo-
lista před úlohou pouhé maximalizace zisku, tj. nalezenı́ maxima funkce

u(q) = p · q − c · q =Mq − q2 − cq = (M − q − c)q.

Pomocı́ prvnı́ derivace: u′(q) =M − c− 2q = 0

q∗mon =
1
2(M − c)

Maximálnı́ zisk při výrobě q∗mon =
1
2(M − c) kusů:

u∗mon = u(q∗mon) =
(
M − 12(M − c)− c

)
1
2(M − c) =

[
1
2(M − c)

]2
Odpovı́dajı́cı́ cena: p∗mon =

1
2(M + c)
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Cournotův model duopolu
Daný produkt vyrábějı́ dva výrobci, z nichž každý přispı́vá nezanedba-
telnou částı́ k celkovému množstvı́ výrobků na trhu.
Problém: každý z duopolistů ovlivňuje jen část celkového množstvı́;
cena, kterou za své výrobky utržı́, závisı́ nejen na jeho vlastnı́m rozhod-
nutı́, ale také na rozhodnutı́ soupeře. Duopolisté se rozhodujı́ současně
a nezávisle jeden na druhém.

q1, q2 . . . množstvı́ vyráběná prvnı́m a druhým duopolistou
Maximálnı́ cena, za kterou se výrobky prodajı́:

p =M − q1 − q2

Model pomocı́ hry v normálnı́m tvaru:
hráči . . . duopolisté, z nichž každý volı́ čı́slo z intervalu 〈0,M〉;
prostory strategiı́ . . . S1 = S2 = 〈0,M〉;
výplatnı́ funkce . . . zisky duopolistů:

u1(q1, q2) = (p− c)q1 = (M − c− q1 − q2)q1

u2(q1, q2) = (p− c)q2 = (M − c− q1 − q2)q2
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Prvnı́ duopolista:
Pro každou strategii soupeře q2 hledá takové množstvı́ q1 = R1(q2), aby
hodnota

u1(q1, q2) = (M − c− q1 − q2)q1

byla maximálnı́ (nejlepšı́ odpověd’ na q2).
Jinými slovy: pro každé pevné q2 ∈ S2 hledá prvnı́ duopolista maximum
funkce u1(q1, q2), která je funkcı́ jediné proměnné q1 :

∂u1
∂q1
=M − c− q2 − 2q1 = 0

R1(q2) = q1 = 1
2(M − c− q2)

Druhý duopolista:
Pro každou strategii q1 hledá nejlepšı́ odpověd’ q2 = R2(q1), tj. takové
množstvı́, které pro dané q1 maximalizuje zisk u2(q1, q2) = (M−c−q1−
q2)q2 :

∂u2
∂q2
=M − c− q1 − 2q2 = 0

R2(q1) = q2 = 1
2(M − c− q1)

Funkce R1(q2) a R2(q1) se nazývajı́ reakčnı́ křivky
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Z definice: (q∗1, q
∗
2) je rovnovážný bod, právě když R1(q∗2) = R2(q∗1) .

Rovnovážný bod je tedy průsečı́kem reakčnı́ch křivek:

(q∗1, q
∗
2) =

(
1
3(M − c), 13(M − c)

)
Cena, za kterou budou duopolisté prodávat:

p∗D =M − 23(M − c) = 1
3M +

2
3c

Přı́slušný zisk pro každého z duopolistů:

u1(q∗1, q
∗
2) = u2(q∗1, q

∗
2) =

[
1
3(M − c)

]2
Celkový zisk:

u1(q
∗
1, q

∗
2) + u2(q

∗
1, q

∗
2) =

2
9 [(M − c)]2 < 1

4 [(M − c)]2 = u∗mon

Celkové vyrobené množstvı́:

q∗1 + q∗2 =
2
3(M − c) > 1

2(M − c) = q∗mon

Duopolisté prodávajı́ většı́ množstvı́ výrobků za nižšı́ cenu než
monopolista
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Srovnáme-li výsledky pro monopol a duopol, je zřejmé, že pro duopo-
listy by bylo nejlepšı́ uzavřı́t tajnou dohodu o tom, že budou vyrábět
dohromady pouze

q1 + q2 = q∗mon =
1
2(M − c) (3.1)

(takovéto body tvořı́ zelenou úsečku) a s ohledem na okolnosti si pak
rozdělı́ vzniklý zisk – v symetrických situacı́ch rovným dı́lem:(

1
2q

∗
mon, 12q

∗
mon

)
=
(
1
4(M − c), 14(M − c)

)
.

Tento výstup je však nestabilnı́, nebot’ pro každého z duopolisů je
výhodné se odchýlit ke své nejlepšı́ odpovědi na soupeřovu volbu a
zı́skat pro sebe vı́ce.
Problém spočı́vá v tom, že podobné dohody jsou tajné, vzhledem k
antimonopolnı́m opatřenı́m zpravidla protizákonné – a tajná dohoda
uzavřená v „zakouřené mı́stnosti“ je laciná a legálnı́mi prostředky nevy-
mahatelná.

Nakonec – naštěstı́ pro zákaznı́ka (a k tomu sloužı́ antimonopolnı́ zá-
kony) – jediná dohoda, při nı́ž nemá ani jeden z duopolistů nutkánı́ se
odchýlit, je výše uvedený rovnovážný bod

(q∗1, q
∗
2) =

(
2
3q

∗
mon, 23q

∗
mon

)
=
(
1
3(M − c), 13(M − c)

)
.

Situace se ovšem radikálně změnı́ při opakovánı́, kdy se titı́ž dva du-
opolisté budou ve stejné situaci ocitat opakovaně: je-li v každém „kole“
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velká pravděpodobnost, že nastane ještě kolo následujı́cı́, může být pro
každého ze zúčastněných výhodnějšı́ tajnou dohodu dodržet.
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☛ Přı́klad 4. Cournotův model oligopolu.
Uvažujme n výrobců téhož produktu, z nichž každý přispı́vá nezanedba-
telnou částı́ k celkovému množstvı́ výrobků na trhu. Nynı́ se jedná o hru
n hráčů, z nichž každý hledá optimálnı́ množstvı́ qi, které má vyrábět.
Nalezněme rovnovážný bod v této hře.

Zisky jednotlivých oligopolistů jsou analogicky s předchozı́m přı́kladem
následujı́cı́:

u1(q1, q2, . . . , qn) = (p− c)q1 = (M − c− q1 − q2 − · · · − qn)q1

u2(q1, q2, . . . , qn) = (p− c)q2 = (M − c− q1 − q2 − · · · − qn)q2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

un(q1, q2, . . . , qn) = (p− c)qn = (M − c− q1 − q2 − · · · − qn)qn

(3.2)

Rovněž analogicky s přı́padem duopolu lze nalézt rovnovážný bod.
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Z podmı́nek

∂u1
∂q1
=M − c− 2q1 − q2 − · · · − qn = 0

∂u2
∂q2
=M − c− q1 − 2q2 − · · · − qn = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂un

∂qn
=M − c− q1 − q2 − · · · − 2qn = 0

obdržı́me soustavu rovnic:

2q1 + q2 + · · · + qn = M − c

q1 + 2q2 + · · · + qn = M − c

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

q1 + q2 + · · · + 2qn = M − c

Jejı́m řešenı́m jsou hodnoty:

q∗1 = q∗2 = · · · = q∗n =
M − c

n+ 1
(3.3)

Oligopolisté tedy dohromady vyrobı́ množstvı́

q∗ = q∗1 + q∗2 + · · ·+ q∗n = n
M − c

n+ 1
=

n

n+ 1
(M − c) (3.4)
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Z výsledku je patrné, že s tı́m, jak roste počet výrobců, roste i množstvı́
výrobků a klesá cena p∗ i celkový zisk u∗ firem:

p∗ =
1

n+ 1
M +

n

n+ 1
c (3.5)

u∗ =
n

(n+ 1)2
(M − c)2 (3.6)

Limitnı́m přı́padem oligopolu, kde n→∞, je dokonalá soutěž: zde se
na celkové produkci podı́lı́ velké množstvı́ malých firem, které samy o
sobě neovlivnı́ celkové množstvı́. Toto množstvı́ je nynı́ dáno vztahem

lim
n→∞

n

n+ 1
(M − c) = (M − c), (3.7)

cena, za nı́ž se výrobky budou prodávat, je rovna přı́mo výrobnı́m ná-
kladům c,

p∗ =M − (M − c) = c, (3.8)

a zisk jednotlivých firem je roven nule,

u∗ = 0. (3.9)

Výsledky, k nimž jsme při diskusi Cournotových modelů dospěli, lze
shrnout do následujı́cı́ tabulky:
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Celkové množstvı́

q∗
Cena za kus

p∗
Celkový zisk

u∗

Monopol 1
2 (M − c) 1

2M +
1
2c

1
4 (M − c)2

Duopol 2
3 (M − c) 1

3M +
2
3c

2
9 (M − c)2

Oligopol n
n+1 (M − c) 1

n+1M +
n

n+1c
n

(n+1)2 (M − c)2

Dokonalá

soutěž
(M − c) c 0

Z tabulky je rovněž patrné, proč je pro firmy výhodné vytvářet velké
kartely a chovat se jako monopolista (a také proč dokonalá soutěž
zůstává jen v myšlenkách idealistů).
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Joseph Louis Francois Bertrand (1822 – 1900)

1883 Theorie Mathematique de la Richesse Sociale

Odmı́tavá recenze Cournotovy práce

Bertrandův model duopolu

Duopolisté si současně určujı́ ceny, za které budou své výrobky prodávat.
Výrobky jsou nerozlišitelné, o prodeji rozhoduje pouze cena: pokud jeden
výrobce prodává za nižšı́ cenu, zı́ská všechny zákaznı́ky.

Problém: v přı́padě Cournotova rovnovážného bodu, kde p∗ = 1
3M + 2

3c,

by mohl jeden duopolista nepatrně snı́žit cenu, zı́skat všechny zákaznı́ky a
zdvojnásobit zisk

Rovnovážný bod v Bertrandově modelu duopolu:
p1 > p2 > c pro prvnı́ho duopolistu by bylo výhodnějšı́ zvolit p′1 < p2
p2 > p1 > c podobně pro druhého duopolistu
p1 = p2 > c pro libovolného duopolistu by bylo výhodnějšı́ zvolit nepatrně

nižšı́ hodnotu
p1 > p2 = c pro druhého duopolistu by bylo výhodnějšı́ zvolit c < p2 < p1
p2 > p1 = c podobně pro prvnı́ho
p2 = p1 = c oba duopolisté majı́ nulový zisk, žádný si jednostranným

odchýlenı́m nepolepšı́ =⇒ rovnovážný bod
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Heinrich von Stackelberg (1905 – 1946)

1934 Marktform und Gleichgewicht
Stackelbergův model duopolu: vůdce – následovnı́k

Jeden duopolista, se rozhoduje jako prvnı́ o množstvı́ výrobků, druhý, pozoruje
rozhodnutı́ prvnı́ho a teprve pak se sám rozhodne.

Strategie vůdce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . hodnota q1 ∈ 〈0,M〉

Strategie následovnı́ka . . . . . . . . . . . . funkce f : 〈0,M〉 → 〈0,M〉

Optimálnı́ strategie následovnı́ka nejlepšı́ odpověd’ R2(q1) = 1
2 (M − c− q1)

Optimálnı́ strategie vůdce . . . . . . . hodnota q♥1 maximalizujı́cı́ u1(q1, R2(q1))

u1(q1, R2(q1)) = (M − c− q1 −R2(q1))q1 = 1
2 (M − c− q1)q1 = 1

2umon(q1)

 jako monopolista: q♥1 = q∗mon =
1
2 (M − c)

Nejlepšı́ odpověd’ následovnı́ka . . . q♥2 = R2(q
♥
1 ) =

1
4 (M − c)

Celková produkce . . . . . . . . . . . . . . . . . q♥1 + q♥2 =
3
4 (M − c)

Cena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p♥ =M − 34 (M − c) = 1
4M +

3
4c

Pro zákaznı́ka výhodnějšı́ než Cournotův duopol
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Hra v normálnı́m tvaru, kde prostory strategiı́ jsou
otevřené intervaly

Věta 2 – ROVNOVÁŽNÝ TEST.
Necht’ G je hra v normálnı́m tvaru, kde prostory strategiı́ Si jednotlivých
hráčů 1, 2, . . . , n jsou otevřené intervaly a výplatnı́ funkce jsou dvakrát
diferencovatelné. Předpokládejme, že n-tice strategiı́ (s∗1, . . . , s

∗
n) spl-

ňuje podmı́nky:

1)
∂ui(s∗1, . . . , s

∗
n)

∂si
= 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n.

2) Každé s∗i je jediným stacionárnı́m bodem funkce

ui(s
∗
1, . . . , s

∗
i−1, si, s

∗
i+1, . . . , s

∗
n), si ∈ Si.

3)
∂2ui(s∗1, . . . , s

∗
n)

∂s2i
< 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n.

Potom je (s∗1, . . . , s
∗
n) rovnovážným bodem hry G.
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Poznámka. V praxi se obvykle nalezne řešenı́ soustavy rovnic

∂ui(s∗1, . . . , s
∗
n)

∂si
= 0 pro každé i = 1, 2, . . . , n

a pak se použijı́ jiné (napřı́klad ekonomické) úvahy k ověřenı́, že se
skutečně jedná o rovnovážný bod.
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4 DVOJMATICOVÉ HRY

Strategie Stiskni páku Sed’ u koryta

Stiskni páku (8,−2) → (5, 3)

Sed’ u koryta (10,−2) → (0, 0)
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DVOJMATICOVÁ HRA

Je-li speciálně množina hráčů Q = {1, 2} a prostory strategiı́ S1, S2
jsou konečné množiny, hovořı́me o dvojmaticové hře. Přestože
se jedná jen o speciálnı́ přı́pad, uvádı́me zde základnı́ definice z
předchozı́ části znovu.

Definice 1. Dvojmaticovou hrou budeme rozumět hru
dvou hráčů v normálnı́m tvaru, kde

• Hráč 1 má konečnou množinu strategiı́
S = {s1, s2, . . . , sm}

• Hráč 2 má konečnou množinu strategiı́
T = {t1, t2, . . . , tn}

• Při volbě strategiı́ (si, tj) je výhra prvnı́ho hráče
aij = u1(si, tj) a výhra druhého hráče bij = u2(si, tj);
u1, u2 se nazývajı́ výplatnı́ funkce.
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Hráč 2

Strategie t1 t2 . . . tn

s1 (a11, b11) (a12, b12) . . . (a1n, b1n)

Hráč 1 s2 (a21, b21) (a22, b22) . . . (a2n, b2n)
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sm (am1, bm1) (am2, bm2) . . . (amn, bmn)

Hodnoty výplatnı́ch funkcı́ můžeme znázornit zvlášt’pro jednotlivé
hráče:

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn

 .

Matice A se nazývá matice hry hráče 1, matice B se nazývá
matice hry hráče 2.
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Definice 2. Dvojice strategiı́ (s∗, t∗) se nazývá rovnovážný
bod, právě když platı́:

u1(s, t∗) ≤ u1(s∗, t∗) pro každé s ∈ S

a zároveň

u2(s∗, t) ≤ u2(s∗, t∗) pro každé t ∈ T.

(4.1)

Snadno se ověřı́, že je-li (s∗, t∗) rovnovážný bod, pak pro
aij = u1(s∗, t∗), bij = u2(s∗, t∗) platı́:

• aij je největšı́ prvek ve sloupci j matice A : aij = max
1≤k≤m

akj

• bij je největšı́ prvek v řádku i matice B : bij = max
1≤k≤m

bkj
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☛ Přı́klad 1. Uvažujme hru určenou dvojmaticı́:

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (2,0) (2,−1)
Hráč 1

s2 (1, 1) (3,−2)

Bod (s1, t1) je zřejmě rovnovážný, protože pokud by druhý hráč
zvolil svou prvnı́ strategii t1 a prvnı́ hráč se od strategie s1 odchýlil,
tj. zvolil by strategii s2, pak by si nepolepšil: zı́skal by 1 mı́sto 2.
Pokud by naopak prvnı́ hráč zvolil strategii s1 a druhý hráč se od
t1 odchýlil, pak by si nepolepšil: obdržel by −1 mı́sto 0.
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Bohužel, ne v každé hře existuje rovnovážný bod přı́mo v ryzı́ch
strategiı́ch:

☛ Přı́klad 2. Uvažujme hru určenou dvojmaticı́:

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1)
Hráč 1

s2 (−1, 1) (1,−1)

Žádný bod v této hře nenı́ rovnovážný (prověřte jednotlivé dvo-
jice).

Tento problém odstranı́ tzv. smı́šené strategie, které udávajı́
pravděpodobnosti, s nimiž hráči volı́ své jednotlivé ryzı́ stra-
tegie, tj. prvky množin S, T.
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Definice 3. Smı́šené strategie hráčů 1 a 2 jsou vektory
pravděpodobnostı́ p, q, pro které platı́:

p = (p1, p2, . . . pm); pi ≥ 0, p1 + p2 + · · ·+ pm = 1,

q = (q1, q2, . . . qn); qi ≥ 0, q1 + q2 + · · ·+ qn = 1.

(4.2)

Smı́šená strategie je tedy pro každého hráče vektor, jehož i-tá
složka udává pravděpodobnost, s nı́ž hráč volı́ i-tou strategii ze
svého prostoru strategiı́. Je to tedy opět jistá strategie, kterou
bychom mohli pro prvnı́ho hráče popsat takto:

„použij strategii s1 ∈ S s pravděpodobnostı́ p1,

. . . . . .
použij strategii sm ∈ S s pravděpodobnostı́ pm.“

Podobně pro druhého hráče.

Uvědomme si, že ryzı́ strategie odpovı́dajı́ smı́šeným strategiı́m

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . (0, 0, . . . , 1).
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Strategie t1 . . . tj . . . tn

s1 (a11, b11) . . . (a1j , b1j) . . . (a1n, b1n) p1
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

si (ai1, bi1) . . . (aij , bij) . . . (ain, bin) pi

... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sm (am1, bm1) . . . (amj , bmj) . . . (amn, bmn) pm

q1 . . . qj . . . qn

Definice 4. Očekávané hodnoty výhry jsou definovány
vztahy:

Hráč 1: π1(p, q) =
m∑

i=1

n∑
j=1

piqjaij

Hráč 2: π2(p, q) =
m∑

i=1

n∑
j=1

piqjbij

(4.3)
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Věta 1 (Nash). Ve smı́šených strategiı́ch má každá konečná hra
aspoň jeden rovnovážný bod (p∗, q∗), tj. pro všechny smı́šené
strategie p, q platı́ následujı́cı́ nerovnosti:

π1(p, q∗) ≤ π1(p
∗, q∗) a π2(p

∗, q) ≤ π2(p
∗, q∗).

Důkaz.

Pro libovolnou dvojici smı́šených strategiı́ (p, q) definujme

p′i =
pi + ci(p, q)
1 +

∑
k ck(p, q)

, q′j =
qj + dj(p, q)
1 +

∑
k dk(p, q)

,

kde

ci(p, q) = max{π1(si, q)− π1(p, q), 0}, i = 1, . . . ,m

dj(p, q) = max{π2(p, tj)− π2(p, q), 0}, j = 1, . . . , n

Zřejmě platı́:∑
k p′i = 1, p′i ≥ 0 pro všechna i;

∑
k q′j = 1, q′j ≥ 0 všechna j.
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T (p, q) = (p′, q′) :

p′i =
pi + ci(p, q)
1 +

∑
k ck(p, q)

, q′j =
qj + dj(p, q)
1 +

∑
k dk(p, q)

,

kde

ci(p, q) = max{π1(si, q)− π1(p, q), 0}, i = 1, . . . ,m

dj(p, q) = max{π2(p, tj)− π2(p, q), 0}, j = 1, . . . , n

T : [0, 1]× [0, 1]→ [0, 1]× [0, 1].

Dokážeme:

(p, q) je rovnovážný bod⇔ T (p, q) = (p, q)

=⇒
p je rovnovážná strategie⇒ ∀i : ci(p, q) = 0⇒ p′ = p

q je rovnovážná strategie⇒ ∀j : dj(p, q) = 0⇒ q′ = q
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⇐= Předpokládejme, že (p, q) je pevný bod zobrazenı́ T.

Ukážeme:

∃i : pi > 0, ci(p, q) = max{π1(si, q)− π1(p, q), 0} = 0.

Sporem:

Jestliže ∀i, kde pi > 0, platı́ π1(p, q) < π1(si, q), pak∑
i

piπ1(p, q) <
∑

i

piπ1(si, q), tj.

π1(p, q) <
∑

i

piπ1(si, q),

ale z definice očekávané výplaty plyne

π1(p, q) =
∑

i

piπ1(si, q).

Proto musı́ existovat takové i, že π1(p, q) ≥ π1(si, q), a tedy
ci(p, q) = 0.
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⇐= Předpokládejme, že (p, q) je pevný bod T.

Již jsme ukázali:

∃i : pi > 0, ci(p, q) = max{π1(si, q)− π1(p, q), 0} = 0.

Pro toto i je

p′i =
pi + 0

1 +
∑

k ck(p, q)

(p, q) pevný bod⇒ p′i = pi ⇒
∑

k ck(p, q) = 0.

∀k : ck ≥ 0⇒ ∀k : ck = 0

⇒ ∀k : π1(sk, q) ≤ π1(p, q)

⇒ p je rovnovážná strategie

Podobně: q je rovnovážná strategie
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⇐= Předpokládejme, že (p, q) je pevný bod T.

Již jsme ukázali:

∃i : pi > 0, ci(p, q) = max{π1(si, q)− π1(p, q), 0} = 0.

Pro toto i je

p′i =
pi + 0

1 +
∑

k ck(p, q)

(p, q) pevný bod⇒ p′i = pi ⇒
∑

k ck(p, q) = 0.

∀k : ck ≥ 0⇒ ∀k : ck = 0

⇒ ∀k : π1(sk, q) ≤ π1(p, q)

⇒ p je rovnovážná strategie

Podobně: q je rovnovážná strategie

Poslednı́ krok: Dokázat existenci pevného bodu.

→ Brouwerova věta o pevném bodě



JJ x II

138

Hledánı́ rovnovážných strategiı́

Při hledánı́ rovnovážných strategiı́ lze u dvojmaticových her v ně-
kterých přı́padech eliminovat zjevně nevýhodné, tzv. dominované
strategie:

Definice 5. Strategie si ∈ S hráče 1 se nazývá dominovaná
jinou strategiı́ sk ∈ S, jestliže pro každou strategii t ∈ T

hráče 2 platı́:
u1(sk, t) ≥ u1(si, t);

Analogicky pro druhého hráče.

Postupná eliminace dominovaných strategiı́

V některých přı́padech existujı́ v dvojmatici dominované strate-
gie. Zbude-li po jejich vyškrtánı́ v dvojmatici jediný prvek, jedná
se o rovnovážný bod. Zbude-li vı́ce prvků, zı́skali jsme alespoň
jednoduššı́ dvojmatici.
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☛ Přı́klad 3. Uvažujme dvojmaticovou hru určenou dvojmaticı́:

Hráč 2

Strategie t1 t2 t3

s1 (1, 0) (1, 3) (3, 0)

Hráč 1 s2 (0, 2) (0, 1) (3, 0)

s3 (0, 2) (2, 4) (5, 3)

Strategie s2 prvnı́ho hráče je dominovaná strategiı́ s3, nebot’ pro
každou strategii druhého hráče zı́ská prvnı́ hráč vı́ce při volbě
strategie s3 než při volbě s2. Stejně tak je strategie t3 druhého
hráče dominována strategiı́ t2. Protože racionálnı́ hráč 1 určitě
nebude volit dominovanou strategii s2 a racionálnı́ hráč 2 určitě
nebude volit dominovanou strategii t3, zredukovalo se rozhodo-
vánı́ takto:
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Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1, 0) (1, 3)
Hráč 1

s3 (0, 2) (2, 4)

Strategie t1 je dominovaná strategiı́ t2, druhý hráč tedy zvolı́ t2.

Prvnı́ hráč se nynı́ rozhoduje mezi hodnotami ve druhém sloupci
dvojmatice, a protože 1 < 2, zvolı́ strategii s3. Rovnovážný bod
v dané hře je proto (s3, t2) – rozmyslete si, že v původnı́ dvoj-
matici skutečně jednostranné odchýlenı́ od rovnovážné strategie
nepřinese výhodu tomu, kdo se odchýlil.
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☛ Přı́klad 4. Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velký
(zkratka V); ze zı́skánı́ zakázky na něj se očekává zisk ve výši 15 milionů.
Druhý nazveme Malý (zkratka M); ze zı́skánı́ zakázky na něj se očekává zisk
ve výši 9 milionů. O zı́skánı́ zakázek se ucházejı́ dvě firmy, které označı́me
jako 1 a 2. Žádná z firem nemá kapacitnı́ možnosti na vybudovánı́ obou hotelů
v plném rozsahu. Každá z firem se může u investora ucházet bud’ o stavbu
jednoho z hotelů nebo nabı́dnout kooperaci na obou. Investor musı́ prostřed-
nictvı́m obou firem stavbu hotelů realizovat a podle došlých nabı́dek rozdělı́
zakázky takto:

1. Jestliže se o jeden hotel ucházı́ pouze jedna firma, zı́ská celou tuto zakázku.

2. Jestliže se o jeden hotel ucházejı́ obě firmy a o druhý žádná, nabı́dne
investor kooperaci oběma firmám na obou hotelech s tı́m, že se o provedenı́
pracı́ i o zisky budou dělit stejným dı́lem.

3. Jestliže se jedna z firem ucházı́ o stavbu celého hotelu a druhá nabı́zı́
kooperaci na obou, zı́ská firma, která nabı́zı́ realizaci celé stavby 60% a
druhá 40%, jde-li o V. Jde-li o M, zı́ská firma, která nabı́zı́ celou realizaci,
80% a druhá 20%. Na zbývajı́cı́m hotelu pak firmy kooperujı́ stejným dı́lem
a o zisk se dělı́ napůl.

At’ se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi ně vždy rozdělen celý potenciálnı́
zisk 15+9=24 milionů. Jaké nabı́dky je výhodné investorovi učinit, aby byl
maximalizován celkový zisk ze zakázek?
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Řešenı́

Výsledky při jednotlivých volbách strategiı́ lze vystihnout pomocı́ dvojmatice:

Firma 2

Strategie Velký Malý Kooperace

Velký (12, 12) (15, 9) (13, 5; 10, 5)

Firma 1 Malý (9, 15) (12, 12) (14, 7; 9, 3)

Kooperace (10, 5; 13, 5) (9, 3; 14, 7) (12, 12)

Strategie „kooperace“ je pro obě firmy dominovaná strategiı́ „velký“, můžeme
proto vyškrtnout třetı́ řádek a třetı́ sloupec – pro firmu je výhodnějšı́ v každé
situaci, at’ už se protivnı́k zachová jakkoli, zvolit prvnı́ strategii. K rozhodo-
vánı́ nynı́ zbývá pouze dvojmatice se dvěma řádky a dvěma sloupci (strategie
„velký“ a „malý“). Zde je strategie „malý“ dominovaná strategiı́ „velký“ a může
být proto také vyškrtnuta. Pro obě firmy tak zbyde strategie „velký“ – skutečně
lze snadno ověřit, že se jedná o rovnovážný bod.
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Vzájemně nejlepšı́ odpovědi

Rovnovážné strategie s∗, t∗ tvořı́cı́ rovnovážný bod (s∗, t∗) jsou
podle definice vždy nejlepšı́ odpovědı́ jedna na druhou v tom
smyslu, že zvolı́-li prvnı́ hráč svou rovnovážnou strategii s∗, pak
si druhý hráč odchýlenı́m od t∗ nemůže polepšit, podobně prvnı́
si nemůže polepšit odchýlenı́m od s∗, zvolı́-li druhý strategii t∗.

Přesněji řečeno:

Definice 6. Nejlepšı́ odpovědı́ hráče 1 na strategii t

hráče 2 se rozumı́ množina

R1(t) = {s∗ ∈ S; u1(s
∗, t) ≥ u1(s, t) pro každé s ∈ S} .

Podobně nejlepšı́ odpovědı́ hráče 2 na strategii s hráče 1
se rozumı́ množina

R2(s) = {t∗ ∈ T ; u2(s, t
∗) ≥ u2(s, t) pro každé t ∈ T} .

Má-li každý z hráčů na výběr pouze dvě strategie, představujı́
množiny R1 a R2 křivky v rovině – tzv. reakčnı́ křivky.
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Věta 2. (s∗, t∗) je rovnovážný bod, právě když platı́:

s∗ = R1(t
∗) a zároveň t∗ = R2(s

∗).

Důkaz. Podle definice je s∗ = R1(t∗) právě když pro každé s ∈ S

platı́:
u1(s

∗, t∗) ≥ u1(s, t
∗),

podobně t∗ = R2(s∗) právě když pro každé t ∈ T platı́:

u2(s
∗, t∗) ≥ u1(s

∗, t).

Dohromady tak zı́skáme přesně podmı́nku pro rovnovážný bod.
�

Hledáme-li rovnovážný bod, můžeme postupovat tak, že sestro-
jı́me reakčnı́ křivky a nalezneme jejich průsečı́k.
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☛ Přı́klad 5. Pro hru
Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (2,0) (2,−1)
Hráč 1

s2 (1, 1) (3,−2)

je nejlepšı́ odpovědı́ hráče 1 na strategii t1 hráče 2 strategie s1,

tj. R1(t1) = s1, podobně nejlepšı́ odpovědı́ hráče 1 na strategii t2
je strategie s2, tj. R1(t2) = s2.

Podobně pro druhého hráče:

R2(s1) = t1, R2(s2) = t1.

Dvojici strategiı́, které jsou navzájem nejlepšı́mi odpověd’mi, se v
tomto přı́padě podařı́ nalézt: je to (s1, t1) a jak jsme viděli výše,
jedná se o rovnovážný bod.
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☛ Přı́klad 6. Pro hru

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1)
Hráč 1

s2 (−1, 1) (1,−1)

je

R1(t1) = s1, R1(t2) = s2.

R2(s1) = t2, R2(s2) = t1.

Žádná dvojice strategiı́ nenı́ v tomto přı́padě nejlepšı́ odpovědı́
jedna na druhou a jak již bylo zmı́něno, je třeba uvažovat smı́šené
strategie.
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Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1) . . . . . . p

Hráč 1
s2 (−1, 1) (1,−1) . . . . . . 1− p

q 1− q

Očekávané hodnoty výhry jednotlivých hráčů jsou následujı́cı́:

π1(p, q)= 1 · p · q − 1 · p · (1− q)− 1 · (1− p) · q + 1 · (1− p) · (1− q)

= pq − p+ pq − q + pq + 1− p− q + pq = 4pq − 2p− 2q + 1

= p(4q − 2)− 2q + 1

π2(p, q)= −1 · p · q + 1 · p · (1− q) + 1 · (1− p) · q − 1 · (1− p) · (1− q)

= −pq + p− pq + q − pq − 1 + p+ q − pq = −4pq + 2q + 2p− 1

= q(−4p+ 2) + 2p− 1
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Hledejme nejlepšı́ odpovědi hráče 1 na různé hodnoty q :

Je-li 0 ≤ q < 1
2 , pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineárnı́

funkce se zápornou směrnicı́, která je klesajı́cı́. Největšı́ hod-
noty proto bude nabývat pro nejmenšı́ možnou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto přı́padě platı́: R1(q) = 0.

Je-li q = 1
2 , pak π1(p, 12) = 0 je konstantnı́ funkce, pro kterou

je každá hodnota zároveň největšı́ i nejmenšı́ – hráč 1 je proto
indiferentnı́ mezi oběma strategiemi, R1(12) = 〈0, 1〉.

Je-li 12 < q ≤ 1, pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineárnı́
funkce s kladnou směrnicı́, která je rostoucı́. Největšı́ hodnoty
proto bude nabývat pro největšı́ možnou hodnotu p, tedy pro
p = 1; v tomto přı́padě platı́: R1(q) = 1.

Celkem tedy:
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π1(p, q) = p(4q − 2)− 2q + 1, π2(p, q) = q(−4p+ 2) + 2p− 1

R1(q) =


0 pro 0 ≤ q < 1

2

〈0, 1〉 pro q = 1
2

1 pro 1
2 < q ≤ 1

Podobně pro druhého hráče:

R2(p) =


1 pro 0 ≤ p ≤ 1

2

〈0, 1〉 pro p = 1
2

0 pro 1
2 ≤ p ≤ 1

Křivky můžeme znázornit v rovině takto:
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Rovnovážný bod je tedy((
1
2 ,
1
2

)
,
(
1
2 ,
1
2

))
.

Budou-li se hráči držet těchto strategiı́, bude očekávaná výhra
každého z nich rovna nule.
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Užitečný princip při smı́šených strategiı́ch:

Smı́šená strategie s∗ = (p1, . . . , pm) je nejlepšı́ odpovědı́ na t∗,

právě když každá z ryzı́ch strategiı́, jimž s∗ přiřazuje nenulovou
pravděpodobnost, je nejlepšı́ odpovědı́ na t∗.

Hráč, který optimalizuje použitı́m smı́šené strategie, je proto indi-
ferentnı́ mezi všemi ryzı́mi strategiemi, jimž daná smı́šená stra-
tegie přiřazuje nenulovou pravděpodobnost.

(Uvědomme si, že kdyby byla napřı́klad ryzı́ strategie s1 v dané
situaci výhodnějšı́ než s2, pak kdykoli bychom se chystali použı́t
s2, bylo by lepšı́ použı́t s1 – nejednalo by se tedy o rovnovážný
bod.)
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☛ Přı́klad 7.

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (4,−4) (−1,−1)
Hráč 1

s2 (0, 1) (1, 0)

Očekávané výhry:

π1(p, q) = 4pq − p(1− q) + 0 + (1− p)(1− q)

= p(6q − 2)− q + 1

π2(p, q) = −4pq − p(1− q) + (1− p)q + 0

= q(−4p+ 1)− p
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Hledejme nejlepšı́ odpovědi hráče 1 na různé volby pravděpo-
dobnostı́ q hráče 2:

Je-li 0 ≤ q < 1
3 , pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineárnı́

funkce se zápornou směrnicı́, která je klesajı́cı́. Největšı́ hod-
noty proto bude nabývat pro nejmenšı́ možnou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto přı́padě platı́: R1(q) = 0.

Je-li q = 1
3 , pak π1(p, 13) =

2
3 ; je to tedy konstantnı́ funkce, pro

kterou je každá hodnota zároveň největšı́ i nejmenšı́ – hráč 1 je
proto indiferentnı́ mezi oběma strategiemi, R1(13) = 〈0, 1〉.

Je-li 13 < q ≤ 1, pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineárnı́
funkce s kladnou směrnicı́, která je rostoucı́. Největšı́ hodnoty
proto bude nabývat pro největšı́ možnou hodnotu p, tedy pro
p = 1; v tomto přı́padě platı́: R1(q) = 1.

Celkem tedy:
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R1(q) =


0 pro 0 ≤ q < 1

3

〈0, 1〉 pro q = 1
3

1 pro 1
3 < q ≤ 1

Podobně pro druhého hráče bude:

R2(p) =


1 pro 0 ≤ p ≤ 1

4

〈0, 1〉 pro p = 1
4

0 pro 1
4 ≤ p ≤ 1

Křivky můžeme znázornit v rovině takto:
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Rovnovážný bod je tedy((
1
4 ,
3
4

)
,
(
1
3 ,
2
3

))
.

Budou-li se hráči držet těchto strategiı́, bude očekávaná výhra
prvnı́ho hráče 2

3 a druhého −14 .
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Na základě principu, že hráč, který optimalizuje použitı́m smı́šené stra-
tegie, je indiferentnı́ mezi všemi ryzı́mi strategiemi, jimž daná smı́šená
strategie přiřazuje nenulovou pravděpodobnost, lze hledánı́ rovnováž-
ného bodu podstatně zjednodušit (reakčnı́ křivky nám však sloužı́ pro
lepšı́ pochopenı́, proč uvedený princip funguje):

Má-li být q rovnovážnou strategiı́ hráče 2, musı́ být hráč 1 indiferentnı́
mezi svými ryzı́mi strategiemi s1, s2. Očekávaná hodnota výhry proto
musı́ být stejná pro obě ryzı́ strategie hráče 1 při smı́šené strategii
(q, 1− q) hráče 2:

π1(1, q) = 4q − (1− q) = 0 + (1− q) = π1(0, q)

6q = 2 ⇒ q =
1
3

Podobně má-li být p rovnovážnou strategiı́ hráče 1, musı́ být hráč 2
indiferentnı́ mezi svými ryzı́mi strategiemi t1, t2. Očekávaná hodnota
výhry proto musı́ být stejná pro obě ryzı́ strategie hráče 2 při smı́šené
strategii (p, 1− p) hráče 1:

π2(p, 1) = −4p+ (1− p) = −p+ 0 = π2(p, 0)

1 = 4p ⇒ p =
1
4

Opět jsme došli k témuž rovnovážnému bodu
((
1
4 ,
3
4

)
,
(
1
3 ,
2
3

))
.
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Obecný návod pro nalezenı́ smı́šeného rovnovážného bodu:

• Uvažujme dvojmaticovou hru G s maticemi A,B.

• Očekávané hodnoty výplatnı́ch funkcı́ zavedené vztahem (4.3) lze
vyjádřit jako funkce proměnných p1, p2, . . . pm−1; q1, q2, . . . qn−1, a
to na základě vztahů pm = 1 − (p1 + p2 + · · · + pm−1), qn =
1− (q1 + q2 + · · ·+ qn−1).

• Uvažujme soustavu rovnic:

∂π1
∂pi
= 0 pro všechna i = 1, 2, . . . ,m− 1

∂π2
∂qj
= 0 pro všechna j = 1, 2, . . . , n− 1

(4.4)

Potom každé řešenı́ soustavy (4.4), p = (p1, p2, . . . , pm);
q = (q1, q2, . . . , qn), kde

pi ≥ 0, qj ≥ 0 pro všechna i, j

p1 + p2 + · · ·+ pm−1 ≤ 1, q1 + q2 + · · ·+ qn−1 ≤ 1,

představuje rovnovážný bod hry ve smı́šených strategiı́ch.
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☛ Přı́klad 8. Nalezněme rovnovážné strategie ve hře „kámen-nůžky-papı́r“:

Hráč 2

Kámen Nůžky Papı́r

Kámen (0,0) (1,-1) (-1,1) p1

Hráč 1 Nůžky (-1,1) (0,0) (1,-1) p2

Papı́r (1,-1) (-1,1) (0,0) 1− p1 − p2

q1 q2 1− q1 − q2

Očekávané hodnoty výhry:

π1(p, q) = p1q2−p1(1−q1−q2)−p2q1+p2(1−q1−q2)+(1−p1−p2)q1−(1−p1−p2)q2

π1(p, q) = 3p1q2 − 3p2q1 − p1 + p2 + q1 − q2

π2(p, q) = −3p1q2 + 3p2q1 + p1 + p2 − q1 + q2

∂π1
∂p1
= 3q2 − 1 = 0

∂π2
∂q1
= 3p2 − 1 = 0

∂π1
∂p2
= −3q1 + 1 = 0

∂π2
∂q2
= −3p1 + 1
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Řešenı́: p1 = p2 = q1 = q2 = 1
3 , proto

(p, q) =
(
( 13 ,

1
3 ,
1
3 ), (

1
3 ,
1
3 ,
1
3 )
)
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Hry s vı́ce rovnovážnými body

Zatı́m jsme se setkávali s přı́klady, kdy existoval právě jeden
rovnovážný bod, at’ již v ryzı́ch strategiı́ch či ve strategiı́ch smı́-
šených. Často však existuje vı́ce rovnovážných bodů a objevuje
se otázka, který z nich uvažovat jako optimálnı́.

Začněme několika definicemi.

Definice 7. Necht’ (q, p) je rovnovážný bod dvojmaticové
hry G, pro který platı́:

π1(p, q) ≥ π1(r, s) a zároveň π2(p, q) ≥ π2(r, s)

pro libovolný rovnovážný bod (r, s) hry G. Potom se (p, q)
nazývá dominujı́cı́m rovnovážným bodem hry G.

Existuje-li ve hře jediný rovnovážný bod, je zřejmě dominujı́cı́ (viz
přı́klady výše).
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☛ Přı́klad 9. Uvažujme hru danou dvojmaticı́(
(3, 2) (−1, 1)

(−2, 0) (6,5)

)

Existujı́ dva rovnovážné body v ryzı́ch strategiı́ch, a to (s1, t1) a
(s2, t2). Druhý z nich dominuje prvnı́mu, nebot’pro hodnoty výplat-
nı́ch funkcı́ platı́: 6 > 3 a 5 > 2. Pro oba hráče je nejvýhodnějšı́
zvolit druhou strategii.
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☛ Přı́klad 10. Uvažujme hru danou dvojmaticı́

Hráč 2

t1 t2 t3

s1 (-2,-2) (-1,0) (8,6)

Hráč 1 s2 (0,-1) (5,5) (0,0)

s3 (8,6) (0,-1) (-2,-2)

V této hře existujı́ tři ryzı́ rovnovážné body: (s1, t3), (s2, t2), (s3, t1).
Prvnı́ a poslednı́ z této trojice jsou dominujı́cı́. Protože však hráči
nemajı́ možnost se domluvit, mohlo by se stát, že i při nejlepšı́
vůli by zvolili strategie (s1, t1) nebo (s3, t3) a dosáhli by tak těch
nejhoršı́ch možných výsledků.
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Definice 8. Necht’ (p(j), q(j)), j ∈ J, jsou rovnovážné body
dvojmaticové hry G. Tyto body se nazývajı́ záměnné,
jestliže se hodnota výplatnı́ch funkcı́ π1(p, q) a π2(p, q)
nezměnı́, dosadı́me-li za p libovolné p(j), j ∈ J a za q

libovolné q(j), j ∈ J.

☛ Přı́klad 11. Pozměňme dvojmatici z předchozı́ho přı́kladu:

Hráč 2

t1 t2 t3

s1 (8,6) (-1,0) (8,6)

Hráč 1 s2 (0,-1) (5,5) (0,0)

s3 (8,6) (0,-1) (8,6)

Nynı́ jsou všechny dominujı́cı́ rovnovážné body (s1, t1), (s1, t3),
(s3, t1) a (s3, t3) záměnné a nemůže nastat nepřı́jemnost z před-
chozı́ho přı́kladu.
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Tato skutečnost motivuje následujı́cı́ definici.

Definice 9. Optimálnı́mi body hry G se nazývajı́ všechny
záměnné dominujı́cı́ rovnovážné body dané hry G. Existujı́-
li v dané hře tyto body, nazývá se hra řešitelná.

☛ Přı́klad 12 – Konflikt typu manželský spor.

Představme si manželský pár, v němž majı́ partneři poněkud od-
lišné názory na nejlepšı́ využitı́ volného večera: žena dává před-
nost návštěvě boxu, muž fotbalu. Půjdou-li na box, přinese to
většı́ užitek ženě a menšı́ muži, půjdou-li na fotbal, bude tomu
naopak. Půjde-li však každý jinam, bude výsledkem celkové roz-
laděnı́ a užitek bude pro každého z nich menšı́, než by tomu
bylo v přı́padě návštěvy méně preferované akce. Situaci si mů-
žeme znázornit napřı́klad následujı́cı́ dvojmaticı́ popisujı́cı́ užitek
pro ženu a muže při jednotlivých kombinacı́ch trávenı́ volného
večera:
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Pepı́ček

Strategie Box Balet

Box (2,1) ← (0, 0)
Maruška ↑ ↓

Balet (0, 0) → (1, 2)

Rovnovážné body v ryzı́ch strategiı́ch: (Box, Box), (Balet, Balet)

Rovnovážný bod ve smı́šených strategiı́ch:

π1(p, q) = 2pq + 1(1− p)(1− q) = 3pq − p− q + 1

π2(p, q) = 1pq + 2(1− p)(1− q) = 3pq − 2p− 2q + 1
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π1(p, q) = p(3q − 1)− q + 1, π2(p, q) = q(3p− 2)− 2p+ 1

Reakčnı́ křivky:

R1(q) =


0 . . . q ∈ 〈0, 13 )

〈0, 1〉 . . . q = 1
3

1 . . . q ∈ ( 13 , 1〉

R2(p) =


0 . . . p ∈ 〈0, 23 )

〈0, 1〉 . . . p = 2
3

1 . . . p ∈ ( 23 , 1〉
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Rovnovážný bod Očekávaná výhra

((1, 0), (1, 0)) (2, 1)(
(13 ,

2
3), (

2
3 ,
1
3)
) (

2
3 ,
2
3

)
((0, 1), (0, 1)) (2, 1)

Tato hra nenı́ řešitelná ve smyslu definice 8, nebot’ žádný z rov-
novážných bodů nenı́ dominujı́cı́.
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☛ Přı́klad 13 – Samaritánovo dilema

Představme si, že Ministerstvo práce a sociálnı́ch věcı́ řešı́ pro-
blém, do jaké mı́ry podporovat nezaměstnané. Jestliže se dotyčný
snažı́ najı́t práci, pak je výhodnějšı́ jej podpořit, aby se mohl napřı́-
klad rekvalifikovat a zı́skat lépe placené mı́sto – státu pak odvede
vyššı́ daně. Jestliže se však nikterak nesnažı́, je výhodnějšı́ jej
nepodpořit (nepočı́táme-li přı́padný nárůst kriminality). Z hlediska
nezaměstnaného je výhodné hledat práci jen tehdy, když nemůže
být na státnı́ podpoře.

Uvažujme napřı́klad následujı́cı́ hodnoty odpovı́dajı́cı́ jednotlivým
situacı́m:

Nezaměstnaný

Strategie Snažit se Flákat se

Podpořit (3,2) → (−1, 3)
Ministerstvo ↑ ↓

Nepodpořit (−1, 1) ← (0, 0)

Uvědomme si, že podobný problém známe i na ”soukromé” úrovni:
rodiče se napřı́klad někdy rozhodujı́, do jaké mı́ry majı́ pomoci le-
nošnému dı́těti.
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Řešenı́.

Nezaměstnaný

Strategie Snažit se Flákat se

Podpořit (3,2) → (−1, 3)
Ministerstvo ↑ ↓

Nepodpořit (−1, 1) ← (0, 0)

Snadno ověřı́me, že ve hře neexistujı́ ryzı́ rovnovážné strategie.

Budeme proto hledat strategie smı́šené. Označı́me-li jako obvykle
p pravděpodobnost, s nı́ž ministerstvo zvolı́ strategii podpořit, a
q pravděpodobnost, s nı́ž nezaměstnaný zvolı́ strategii flákat se,
pak jsou očekávané výhry jednotlivých účastnı́ků následujı́cı́:

π1(p, q) = q(5p− 1)− q, π2(p, q) = q(−2p+ 1) + 3p

Rovnovážné strategie jsou pak(
1
2
,
1
2

)
,

(
1
5
,
4
5

)
.
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☛ Přı́klad 14 – Boj pohlavı́

Samička

Strategie Zdrženlivá Nevázaná

Věrný (2,2) → (5, 5)
Sameček ↑ ↓

Záletnı́k (0, 0) ← (15,−5)

Řešenı́.

Rovnovážné strategie: (
5
8
,
3
8

)
,

(
5
6
,
1
6

)
.

Tato hra je podrobněji diskutována v kapitole 7 Evolučnı́ teorie
her (klikněte pro odkaz)
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☛ Přı́klad 15 – Bitva o Bismarckovo moře

Jižnı́ Pacifik, 1943: Generál Imamura má za úkol transport japon-
ského vojska přes Bismarckovo moře do Nové Guinei, generál
Kenney chce transporty bombardovat. Imamura si musı́ vybrat
mezi kratšı́ severnı́ trasou a delšı́ trasou jižnı́, Kenney musı́ roz-
hodnout, kam má poslat letadla, aby hledala Japonce.

Situaci lze popsat následujı́cı́ dvojmaticı́:

Imamura

Strategie Severnı́ (kratšı́) Jižnı́ (delšı́)

Severnı́ (2, −2) ↔ (2,−2)
Kenney ↑ ↓

Jižnı́ (1,−1) ← (3,−3)

Řešenı́.
Rovnovážný bod: severnı́ trasa pro oba
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5 ANTAGONISTICKÉ HRY
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Antagonistický konflikt je rozhodovacı́ situace, v nı́ž vystupujı́
dva inteligentnı́ rozhodovatelé, kteřı́ se po volbě svých rozhod-
nutı́ rozdělı́ o pevnou částku, jejı́ž výše nezávisı́ na tom, jaká
rozhodnutı́ zvolili.

Matematickým modelem antagonistického konfliktu je hra v
normálnı́m tvaru s konstantnı́m součtem:

{Q = {1, 2};S, T ;u1(s, t), u2(s, t)}

u1(s, t) + u2(s, t) = konst. pro každé (s, t) ∈ S × T
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Definice 1. Strategie s∗, t∗ se nazývajı́ rovnovážné ve hře
(5), platı́-li pro každé s ∈ S a každé t ∈ T :

u1(s, t
∗) ≤ u1(s

∗, t∗) a zároveň u2(s
∗, t) ≤ u2(s

∗, t∗)

Je-li speciálně součet ve hře nulový, budeme použı́vat značenı́

u1(s, t) = u2(s, t) = u(s, t);

model tedy bude vypadat takto:

{Q = {1, 2};S, T ;u(s, t)} (5.1)

Pro rovnovážné strategie s∗, t∗ ve hře s nulovým součtem musı́
platit:

u(s, t∗) ≤ u(s∗, t∗) ≤ u(s∗, t) pro všechna s ∈ S, t ∈ T. (5.2)

Hodnota u(s∗, t∗) se nazývá cena hry.
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Lze dokázat, že ke každé hře tvaru (5) s konstantnı́m součtem
lze přiřadit hru v normálnı́m tvaru s nulovým součtem, která
je s původnı́ hrou strategicky ekvivalentnı́, tj. každá dvojice
strategiı́ s, t, které jsou rovnovážné v původnı́ hře, představuje
dvojici rovnovážných strategiı́ i v přı́slušné hře s nulovým součtem
a naopak. Přesněji:

Věta 1. Necht’ (5) je hra s konstantnı́m součtem rovným K. Potom
s∗, t∗ jsou rovnovážné strategie ve hře (5) tehdy a jen tehdy, jsou-li
s∗, t∗ rovnovážné strategie ve hře s nulovým součtem (5.1), kde

u(s, t) = u1(s, t)− u2(s, t).
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MATICOVÉ HRY

Hru dvou hráčů s nulovým součtem a konečnými prostory strategiı́

S = {s1, s2, . . . sm}, T = {t1, t2, . . . tn} (5.3)

lze zadat pomocı́ matice A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 =


u1(s1, t1) u1(s1, t2) . . . u1(s1, tl)
u1(s2, t1) u1(s2, t2) . . . u1(s2, tl)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u1(sk, t1) u1(sk, t2) . . . u1(sk, tl)



jejı́ž prvky udávajı́ hodnoty výplatnı́ funkce prvnı́ho hráče (výplatnı́
funkce druhého hráče má vždy opačnou hodnotu): prvek aij je
roven hodnotě výplatnı́ funkce prvnı́ho hráče, zvolil-li strategii si

a protivnı́k zvolil strategii tj. Pro takto zadané hry se použı́vá
označenı́ maticové hry.
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Rovnovážné strategie v maticové hře

Prvnı́ hráč pro každou svou strategii si, tj. pro každý řádek i ∈
{1, 2, . . . ,m} matice, nalezne minimálnı́ prvek, který pro danou
strategii představuje minimálnı́ zaručenou výhru bez ohledu na
volbu protivnı́ka. Pak vybere tu strategii, neboli ten řádek, kde je
toto minimum nejvyššı́ a tı́m i nejvyššı́ zaručená výhra – „nejmenšı́
zlo“.

Podobně postupuje druhý hráč. Pro něj je nejhoršı́ možnostı́ ta
nejvyššı́ hodnota výhry prvnı́ho hráče; proto pro každou svou
strategii ti, tj. pro každý sloupec j ∈ {1, 2, . . . , n} matice, nalezne
maximálnı́ prvek, který pro danou strategii představuje maxi-
málnı́ zaručenou prohru bez ohledu na volbu protivnı́ka. Po-
tom vybere tu strategii, neboli ten sloupec, kde je toto maximum
nejmenšı́, neboli kde je maximálnı́ prohra co nejnižšı́.
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Hráč 1

s1

s2
...
sk

Hráč 2



t1 t2 . . . tl

u1(s1, t1) u1(s1, t2) . . . u1(s1, tl)

u1(s2, t1) u1(s2, t2) . . . u1(s2, tl)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

u1(sk, t1) u1(sk, t2) . . . u1(sk, tl)



Hráč 1: mintj u1(si, tj)  MAX
Hráč 2: maxsi

u1(si, tj)  MIN

Zřejmě platı́:

max
si

min
tj

u1(si, tj) ≤ min
tj
max

si

u1(si, tj) (5.4)
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Platı́-li ve vztahu (5.4) rovnost, pak společná hodnota

u(s∗, t∗) = max
si

min
tj

u1(si, tj) = min
tj
max

si

u1(si, tj) (5.5)

představuje cenu hry a dvojice strategiı́ (s∗, t∗) je rovnovážným
bodem.

Prvek u(s∗, t∗) má tu vlastnost, že je současně nejmenšı́ na
řádku a největšı́ ve sloupci, proto se nazývá sedlový prvek
matice.
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☛ Přı́klad 1. Uvažujme hru s maticı́

Hráč 1

s1

s2

sk

Hráč 2



t1 t2 t3 t4

5 4 4 5

−4 5 3 9

7 8 −1 8


4

−4

−1

min

max: 7 8 4 9

max
s
min

t
u1(si, tj) = 4 = min

t
max

s
u1(si, tj) = u1(s1, t3)

Dvojice strategiı́ (s1, t3) je rovnovážným bodem hry.
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Bohužel, ne vždy sedlový prvek existuje:

☛ Přı́klad 2.

Hráč 1

s1

s2

sk

Hráč 2



t1 t2 t3

0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0


−1

−1

−1

min

max: 1 1 1

max
s
min

t
u1(si, tj) = −1 < min

t
max

s
u1(si, tj) = 1
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Podobně pro matice:

A =

(
1 −1
−1 1

)
, B =

(
0 −5/2 −2
−1 3 1

)
. (5.6)

V těchto přı́padech nezbyde než zavést smı́šené strategie. Uva-
žujme nový model dané rozhodovacı́ situace, původně popsané
maticovou hrou s maticı́ (5):
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Definice 2. Mějme maticovou hru s prostory strategiı́ (5.8) a
maticı́ hry (5). Hru dvou hráčů s nulovým součtem s prostory
strategiı́

Ss = {p; p = (p1, . . . pm), p1 + · · ·+ pm = 1, p ≥ o}

T s = {q; q = (q1, . . . qn), q1 + · · ·+ qn = 1, q ≥ o}
(5.7)

a s výplatnı́ funkcı́

π(p, q) =
m∑

i=1

n∑
j=1

piaijqj = pAqT (5.8)

nazveme smı́šeným rozšı́řenı́m původnı́ maticové hry.

Prvky původnı́ch prostorů strategiı́ S, T se nazývajı́ ryzı́ strategie,
prvky prostorů Ss, T s, které udávajı́ rozdělenı́ pravděpodobnostı́
na prostoru ryzı́ch strategiı́, se nazývajı́ smı́šené strategie.

Věta 2. Základnı́ věta maticových her.
Smı́šené rozšı́řenı́ každé maticové hry má řešenı́ v rovnovážných
strategiı́ch.
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Tj. pro každou matici A existujı́ vektory p∗ ∈ Ss, q∗ ∈ T s :

pAq∗T ≤ p∗Aq∗T ≤ p∗AqT pro všechna p ∈ Ss, q ∈ T s.

(5.9)
Ještě jinak:

Věta. Vždy existujı́ smı́šené strategie (p∗, q∗), pro které

π(p∗, q∗) = max
p
min

q
π(si, tj) = min

q
max

p
π(si, tj)

Věta 3. Rovnovážné strategie smı́šeného rozšı́řenı́ maticové hry
se neměnı́, přičteme-li ke každému prvku matice hry totéž kladné
nebo záporné čı́slo c. Cena hry s takto pozměněnou maticı́ je
v + c, kde v je cena původnı́ hry.
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GRAFICKÉ ŘEŠENÍ MATICOVÝCH HER

PRO MATICE TYPU (2, n)

Střednı́ hodnoty výhry hráče 1 při smı́šené strategii (p, 1−p) a při
ryzı́ch strategiı́ch hráče 2:

gj(p) = pa1j + (1− p)a2j, j = 1, 2, . . . , n. (5.10)

Hledáme
p∗ := arg max

p∈〈0,1〉
min

j=1,2,...,n
gj(p). (5.11)

Nejprve budeme uvažovat funkci

ϕ(p) := min
j=1,2,...,n

gj(p). (5.12)

Tato funkce je konkávnı́, po částech lineárnı́, snadno nalezneme
bod jejı́ho maxima. Hledaná cena hry je potom rovna

v = ϕ(p∗) := max
p∈〈0,1〉

ϕ(p) (5.13)

a hledaná smı́šená rovnovážná strategie hráče 1 je (p∗, 1− p∗).

Nastává-li extrém v bodě p∗, kde gj(p∗) = gk(p∗) = v pro jed-
noznačně určené strategie j, k pak složky smı́šené rovnovážné
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strategie hráče 2 s indexy různými od j, k jsou rovny nule. Složky,
které mohou být nenulové, zı́skáme vyřešenı́m soustavy

a1jqj + a1kqk = v, qj + qk = 1, qj ≥ 0, qk ≥ 0,
nebo

a2jqj + a2kqk = v, qj + qk = 1, qj ≥ 0, qk ≥ 0.
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☛ Přı́klad 3. Určenı́ rovnovážných strategiı́ pro hru s maticı́(
5 5/2 3
4 8 6

)
.

g1(p) = 5p+ 4(1− p) = p+ 4

g2(p) =
5
2
p+ 8(1− p) = −11

2
p+ 8

g3(p) = 3p+ 6(1− p) = −3p+ 6

ϕ(p) nabývá maxima v bodě p = 1
2 , hodnota tohoto maxima je

v(M) = 4.5.

Vyřešenı́m soustavy rovnic

5q1 + 3q3 = 4.5, q1 + q3 = 1, q1 ≥ 0, q3 ≥ 0,

zı́skáme q1 = 0.75, q2 = 0.25.

Rovnovážný bod je tedy p∗ =
(
1
2 ,
1
2

)
, q∗ =

(
3
4 ,
1
4

)
.
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OBECNÉ ŘEŠENÍ MATICOVÝCH HER

– LINEÁRNÍ PROGRAMOVÁNÍ

Uvažujme maticovou hru s maticı́

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 . . . amn

 (5.14)

a smı́šené strategie

p = (p1, . . . , pm), p1 + · · ·+ pm = 1, pi ≥ 0 ∀i ∈ {1, . . . ,m},

q = (q1, . . . , qn), q1 + · · ·+ qn = 1, qj ≥ 0 ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Předpokládejme, že všechny prvky matice A jsou kladné (Po-
kud by nebyly, mohli bychom ke všem prvkům matice přičı́st do-
statečně vysokou kladnou konstantu c, čı́mž se podle věty 3 z
hlediska strategiı́ nic nezměnı́).
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Postup je podobný, jako v přı́padě hledánı́ ryzı́ch rovnovážných
strategiı́. Prvnı́ hráč hledá pro libovolné, ale v tuto chvı́li pevné p

svou minimálnı́ zaručenou výhru h. Uvažujme

h = min
∀j
{a1jp1 + a2jp2 + · · ·+ amjpm} . (5.15)

Zřejmě je

h ≤ a1jp1 + a2jp2 + · · ·+ amjpm pro všechna j ∈ {1, 2, . . . , n}.

q1 h ≤ q1(a11p1 + a21p2 + · · ·+ am1pm)
q2 h ≤ q2(a12p1 + a22p2 + · · ·+ am2pm)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

qn h ≤ qn(a1np1 + a2np2 + · · ·+ amnpm)

(q1 + q2 + · · ·+ qn)︸ ︷︷ ︸h ≤
m∑

i=1

n∑
j=1

piaijqj = π(p, q)

1
h ≤ π(p, q)
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Hodnota h je proto minimálnı́ zaručenou výhrou hráče 1, at’ již
jeho protivnı́k zvolı́ jakoukoli ryzı́ či smı́šenou strategii (vzhledem
k (5.15) je h největšı́ čı́slo splňujı́cı́ poslednı́ nerovnost).

Nerovnosti

h ≤ a1jp1 + a2jp2 + · · ·+ amjpm pro všechna j ∈ {1, 2, . . . , n}.

vydělme hodnotou h

1 ≤ a1j
p1
h
+ a2j

p2
h
+ · · ·+ amj

pm

h

a označme

yi =
pi

h
; zřejmě platı́: y1 + y2 + · · ·+ ym =

1
h

.

Obdržı́me nerovnost

1 ≤ a1jy1 + a2jy2 + · · ·+ amjym . (5.16)
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Maximalizovat minimálnı́ zaručenou výhru znamená maxima-
lizovat h, tj.

Minimalizovat

1
h
= y1 + y2 + · · ·+ ym

při omezenı́ch

1 ≤ a1jy1+ a2jy2+ · · ·+ amjym , j = 1, 2, . . . , n . (5.17)

To je přesně duálnı́ úloha lineárnı́ho programovánı́, která nám
jako výsledek poskytne přı́slušnou strategii p.
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Pro druhého hráče je postup analogický. Hledá h a q tak, aby

h ≥ ai1q1 + ai2q2 + · · ·+ ainqn pro všechna i ∈ {1, 2, . . . ,m},

přičemž opět q1 + q2 + · · · + qn = 1, qj ≥ 0 pro všechna ∀j ∈
{1, 2, . . . , n}.
Vydělme nerovnost hodnotou h

1 ≥ ai1
q1
h
+ ai2

q2
h
+ · · ·+ ain

qn

h

a označme

xj =
qj

h
; zřejmě platı́: x1 + x2 + · · ·+ xn =

1
h

.

Obdržı́me nerovnost

1 ≥ ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn . (5.18)

Minimalizovat h tedy znamená:

maximalizovat

1
h
= x1 + x2 + · · ·+ xn

při omezenı́ch

1 ≥ ai1x1 + ai2x2 + · · ·+ ainxn , i = 1, 2, . . . ,m . (5.19)
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To je odpovı́dajı́cı́ primárnı́ úloha lineárnı́ho programovánı́
(aby h byla cena hry, je třeba, aby to v obou přı́padech bylo
totéž čı́slo).
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☛ Přı́klad 4 – Penalty

Střelba penalt může být považována za antagonistickou hru s
následujı́cı́ maticı́, která udává pravděpodobnost gólu pro různé
strategie střelce (1. hráč) a brankáře (2. hráč). Budeme hledat
rovnovážný bod v ryzı́ch nebo smı́šených strategiı́ch.

Strategie skoč vlevo skoč vpravo čekej uprostřed

Střı́lej vlevo 0, 6 0, 7 1

Střı́lej vpravo 1 0, 8 0, 7

Řešenı́.

g1(p) = 0, 6 + 1− p = 1− 0, 4p
g2(p) = 0, 7p+ 0, 8(1− p) = 0, 8− 0, 1p
g3(p) = p+ 0, 7(1− p) = 0, 7 + 0, 3p

Nejvyššı́ zaručená výhra pro střelce: g2(p) = g3(p) ⇐ p = 1
4

Rovnovážný bod:
(
1
4 ,
3
4

)
,
(
0, 34 ,

1
4

)
, cena hry: v = 0, 775
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Správnost řešenı́ maticových her si můžete zkontrolovat pomocı́
appletu, který naleznete zde.

Následujı́cı́ přı́klad ilustruje přechod od sedlového prvku k rovno-
vážnému bodu. Pro hry s nulovým a konstantnı́m součtem se oba
pojmy shodujı́, pro hry s nekonstantnı́m součtem už tomu tak být
nemusı́:

 (3,−3) (2, −2)
(0, 0) (1,−1)


 (3, 3) (2,4)

(0, 6) (1, 5)


 


(3, 3) → (2,4)

↑ ↓
(0, 2) → (4,5)



(4,5) . . . vzájemně nejlepšı́ odpovědi – rovnovážný bod

http://euler.fd.cvut.cz/predmety/teorie_her/matrix/games.html
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6 OPAKOVANÉ HRY
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VĚZŇOVO DILEMA
Pı́šı́ se třicátá léta dvacátého stoletı́. V tehdejšı́m Sovětském svazu
cestuje jistý dirigent vlakem do Moskvy, kde jej večer čeká koncert se
symfonickým orchestrem. Pročı́tá si partituru a soustředı́ se na náročné
představenı́. Při této činnosti jej pozorujı́ dva agenti KGB, kteřı́ si ve
své nevzdělanosti myslı́, že partitura je jakási tajná šifra. Dirigentova
snaha o vysvětlenı́, že je to přece Čajkovskij, je zcela marná – je za-
tčen a uvězněn. Druhý den jej navštı́vı́ naše dvojice agentů se slovy:
„Raději byste měl všechno přiznat. Našli jsme toho vašeho kamaráda
Čajkovského a ten už mluvı́ . . . “
Dva nevinnı́ lidé, jeden proto, že studoval partituru, a druhý proto, že
se shodou okolnostı́ jmenoval Čajkovskij, se tak ocitnou ve vězenı́,
postaveni před následujı́cı́ problém: pokud by oba statečně zapı́rali,
navzdory fyzickému a psychickému týránı́, putovali by oba na tři roky
do Gulagu, pak by byli propuštěni. Pokud by se jeden z nich k fiktivnı́mu
zločinu špionáže doznal a udal zároveň toho druhého, který by zapı́ral,
bylo by mu to přičteno jako polehčujı́cı́ okolnost a dostal by jen jeden
rok, zatı́mco druhý by byl odsouzen na 25 let. Pokud by se doznali oba,
byli by posláni do Gulagu na 10 let.
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Situaci lze znázornit dvojmaticı́:
Hráč 1

Zapı́rat Přiznat

Zapı́rat (−3,−3) (−25,−1)
Hráč 2

Přiznat (−1,−25) (−10,−10)

Dilema se této situaci řı́ká z toho důvodu, že všeobecně nejvý-
hodnějšı́ by bylo, kdyby oba zapı́rali a dostali tak 3 roky vězenı́;
problém je však jednak v tom, že se nemohou domluvit, jednak v
tom, že i kdyby se domluvili, stále je zde velké pokušenı́ promluvit
a vyváznout s pouhým jednı́m rokem. A i kdyby byl každý z nich
solidárnı́, může si o svém kolegovi myslet, že podlehne pokušenı́
či mučenı́ a dozná se – pak by mu hrozilo 25 let, což je ještě
mnohem horšı́ než 10 let. Každý proto raději zvolı́ svou druhou
strategii a dozná se.

Skutečně, strategie přiznat dominuje strategii zapı́rat a dvojice
(přiznat, přiznat) je jediným rovnovážným bodem ve hře.
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☛ Přı́klad 1. Vězňovo dilema 2

Obecněji se vězňovým dilematem rozumı́ každá situace typu

Hráč 1

Spolupráce Zrada

Spolupráce (odměna, odměna) (oškubánı́, pokušenı́ )
Hráč 2

Zrada (pokušenı́, oškubánı́ ) (trest, trest)

kde
oškubánı́ < trest < odměna < pokušenı́.
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Pod spolupracı́ si můžeme představit prakticky cokoli – dvojice
strategiı́ (spolupráce, spolupráce) odpovı́dá vzájemně solidár-
nı́mu jednánı́; hráč 1 napřı́klad pomůže hráči 2 postavit dům,
hráč 2 mu to vzápětı́ oplatı́ a oba zı́skajı́ jistou hodnotu ve výši
odměna. Dvojice (spolupráce, zrada) odpovı́dá situaci, kdy hráč 1
pomůže hráči 2, ten však podlehne pokušenı́ a prvnı́ hráč skončı́
oškubán. Dvojice (zrada, zrada) představuje stav, kdy hráči na-
vzájem nespolupracujı́, popř. se přı́mo navzájem poškozujı́ a jsou
za to potrestáni.
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Kde se napřı́klad vězňovo dilema objevuje

• Budovánı́ čističky odpadnı́ch vod
(dva velké hotely u jednoho jezera):

– Spolupráce = vybudovat čističku

– Zrada = nevybudovat čističku

– Odměna = čistá voda přitáhne turisty – zákaznı́ky, zvýšı́
se zisky, museli jsme však investovat jistou částku

– Pokušenı́ = využı́t zlepšenı́ způsobené vybudovánı́m
čističky u druhého hotelu, ale přitom ušetřit na investici

– Trest = špinavá voda odláká turisty, kteřı́ raději pojedou
jinam, zisk klesne na nulu
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• Duopolisté:

– Spolupráce = dohodnout se na optimálnı́m množstvı́
výroby (odpovı́dajı́cı́m monopolu)

– Zrada = porušit dohodu

– Odměna = největšı́ zisk pro obě strany

– Pokušenı́ = vyrábět o něco vı́ce a zı́skat vı́ce na úkor
druhého duopolisty

– Trest = celkově menšı́ zisk pro oba
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• Vybı́ránı́ čmelı́ků:

– Spolupráce = vzájemné vybı́ránı́

– Zrada = nechat si vybrat čmelı́ky, ale neoplatit to

– Odměna = zbavı́m se čmelı́ků, nicméně za to zaplatı́m
vybránı́m Vašich

– Pokušenı́ = zbavı́m se čmelı́ků a přitom mne to nestojı́
žádnou námahu

– Trest = čmelı́ků se nezbavı́m a trápenı́ s nimi je horšı́
než trocha námahy s vybı́ránı́m Vašich
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• Veřejná doprava:

– Spolupráce = poctivě platit

– Zrada = neplatit

– Odměna = veřejná doprava funguje, mohu ji využı́vat,
jistou částku měsı́čně však za to zaplatı́m

– Pokušenı́ = využı́vat, ale neplatit

– Trest = (téměř) nikdo neplatı́, doprava je zrušena, mu-
sı́m si platit taxi, což je mnohem dražšı́ než původnı́
poplatek za veřejnou dopravu
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• Koncesionářské poplatky:

– Spolupráce = platit

– Zrada = neplatit

– Odměna = veřejnoprávnı́ rozhlasové či televiznı́ vysı́-
lánı́ funguje, mohu jej sledovat, ale něco málo mne to
stojı́

– Pokušenı́ = neplatit, ale sledovat

– Trest = (téměř) nikdo neplatı́, vysı́lánı́ je zrušeno
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• Bitva:

– Spolupráce = bojovat

– Zrada = schovat se

– Odměna = vı́tězstvı́, ovšem také riziko zraněnı́

– Pokušenı́ = vı́tězstvı́ bez rizika zraněnı́

– Trest = nepřı́tel zvı́tězı́ bez boje
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• Nukleárnı́ zbrojenı́:

– Spolupráce = odzbrojit

– Zrada = zbrojit

– Odměna = svět bez jaderného nebezpečı́

– Pokušenı́ = být jako jediný vyzbrojen

– Trest = všichni zbrojı́, platı́ za to velké částky a navı́c
hrozı́ nebezpečı́
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Opakované vězňovo dilema

Jak jsme viděli dřı́ve, uskutečnı́-li se hra jednou a nenı́ možné
dopředu uzavřı́t skutečně závaznou dohodu, zvolı́ racionálnı́ hráč
dominujı́cı́ strategii zrada. Ocitá-li se však daná dvojice hráčů ve
stejné situaci opakovaně, v nekonečném či neurčitém časovém
horizontu, pak spolupráce nenı́ nutně iracionálnı́:

☛ Přı́klad 2: Vězňovo dilema 3

Uvažujme následujı́cı́ modifikaci vězňova dilematu:

Hráč 1

Spolupráce Zrada

Spolupráce (3, 3) (0, 5)
Hráč 2

Zrada (5, 0) (1, 1)
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Představme si, že hra se bude opakovat, přičemž v každém
kole je pravděpodobnost, že se uskutečnı́ ještě i kolo následu-
jı́cı́, rovna 2/3.

Budou-li dva hráči spolupracovat, pak očekávaná hodnota výhry
je pro oba rovna

πS = 3 + 3 · 23 + 3 · (
2
3)
2 + 3 · (23)

3 + · · ·+ 3 · (23)
n + · · ·

Uvědomme si, že pravděpodobnost, že nastane druhé kolo, je

2
3 ·
2
3 = (

2
3)
2,

pravděpodobnost, že nastane třetı́ kolo, je

(23)
2 · 23 = (

2
3)
3,

atd.
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Strategie v opakované hře je kompletnı́ plán, jak se hráč za-
chová v průběhu celé hry ve všech možných situacı́ch, v nichž se
může ocitnout.

Uvažujme napřı́klad strategii nevraživec:

Spolupracuj, dokud Tě druhý nezradı́, pak vždy zrad’.

Setkajı́-li se dva nevraživci, budou navždy spolupracovat – dokud
bude hra trvat – a každý zı́ská hodnotu πS.

Snadno lze dokonce ukázat, že dvojice strategiı́

(nevraživec, nevraživec)

je rovnovážný bod dané hry.
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Představme si, že jeden z hráčů se od strategie nevraživec odchýlı́, tj.
zvolı́ jinou strategii, kterou si označı́me jako deviant. V některém kole
tedy tento deviant zradı́, přestože protihráč dosud spolupracoval (toto
kolo může být i prvnı́). Necht’ k této odchylce došlo poprvé v kole n+1.
Protože deviant hraje s nevraživcem, v dalšı́m kole bude protivnı́k volit
strategii zrada a již u nı́ zůstane. Deviant tedy nemůže zı́skat vı́ce než

πD = 3 + 3 · 23 + 3 · (
2
3)
2 + 3 · (23)

3 + · · ·+ 3 · (23)
n−1+

+5 · (23)
n + 1 · (23)

n+1 + · · ·

(mohl by zı́skat ještě méně, kdyby v některém z následujı́cı́ch kol volil
spolupráci).

Protože

πN − πD = (3− 5) · (23)
n + (3− 1) · (23)

n+1 + · · ·+ (3− 1) · (23)
n+k + · · ·

= −2 · (23)
n + 2 · (23)

n+1 + · · ·+ 2 · (23)
n+k + · · ·

= (23)
n

(
−2 + 2 · 23 ·

1

1− 23

)
= (23)

n · 2 > 0,

nevyplatı́ se odchýlit.

Podobně můžeme uvažovat strategii půjčka za oplátku, která za-
čne spolupracı́ a pak v každém kole vždy opakuje předchozı́ tah
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protivnı́ka. Dvojice

(půjčka za oplátku, půjčka za oplátku)

rovněž představuje rovnovážný bod.
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Přı́klady strategiı́ v opakovaném vězňově dilematu

Vždy spolupracuje (Always Cooperates)

Vždy zradı́ (Always Defects)

Nevraživec (Grudger, Spiteful): Spolupracuje, dokud jej protihráč
nezradı́, pak navždy zrazuje (neodpouštı́).

Půjčka za oplátku (Tit for Tat): V prvnı́m tahu spolupracuje, v dal-
šı́ch opakuje tah protihráče (zradı́-li v jednom kole protihráč, v
kole následujı́cı́m půjčka za oplátku zradı́, na spoupráci odpovı́
v následujı́cı́m kole spolupracı́).

Podezı́ravá půjčka za oplátku (Mistrust): V prvnı́m kole zradı́, v
dalšı́ch se chová jako půjčka za oplátku – opakuje předchozı́
tah protihráče.

Naivnı́ pokušitel (Naive Prober): Jako půjčka za oplátku, ale ob-
čas, zradı́ (např. náhodně, v průměru jednou za 10 tahů).

Kajı́cný pokušitel (Remorseful Prober): Jako naivnı́ pokušitel, ale
snažı́ se o ukončenı́ cyklu S–Z způsobeného vlastnı́ zradou: na
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zradu, která následuje jako odpověd’ na jeho vlastnı́ nespraved-
livou zradu, jednou zareaguje spolupracı́

Nelı́tostná půjčka za oplátku (Hard Tit for Tat): Spolupracuje s vý-
jimkou situace, kdy protivnı́k zradil aspoň jednou v poslednı́ch
dvou kolech.

Postupná (Gradual): Spolupracuje, dokud protivnı́k nezradı́. Potom
po prvnı́ zradě jednou zradı́ a dvakrát spolupracuje, po druhé
zradě dvakrát po sobě zradı́ a dvakrát spolupracuje, . . . , po n-té
zradě n-krát po sobě zradı́ a dvakrát spolupracuje, atd.

Postupný zabiják (Gradual Killer): V prvnı́ch pěti kolech zradı́, pak
dvakrát spolupracuje. Jestliže protivnı́k v 6. a 7. kole zradı́, pak
postupný zabiják zůstane navždy u zrady, v opačném přı́padě
navždy spolupracuje.

Nelı́tostná půjčka za dvě oplátky (Hard Tit for 2 Tats): Spolupracuje
kromě přı́padu, kdy protivnı́k zradil aspoň dvakrát po sobě v po-
slednı́ch třech kolech.

Něžná půjčka za dvě oplátky (Soft Tit for 2 Tats): Spolupracuje kromě
přı́padu, kdy protivnı́k zradil ve dvou po sobě jdoucı́ch kolech.
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Pomalá půjčka za oplátku (Slow Tit for Tat): Hraje S–S, potom po-
kud protivnı́k hrál dvakrát po sobě stejný tah, hraje tah opačný.

Periodicky ZZS (Periodically DDC): Hraje periodicky Zrada–Zrada–
Spolupráce

Periodicky SSZ (Per. CCD): Hraje periodicky Spolupráce–Spolupráce–
Zrada

Něžná většinová (Soft Majority): Spolupracuje, pak použije strate-
gii, kterou protivnı́k použil nejčastěji; jsou-li četnosti obou protiv-
nı́kových strategiı́ stejné, pak spolupracuje.

Krutá většinová (Hard Majority): Spolupracuje, pak použije strate-
gii, kterou protivnı́k použil nejčastěji; jsou-li četnosti obou protiv-
nı́kových strategiı́ stejné, pak zradı́.

Pavlov: Spolupracuje právě tehdy, když v předchozı́m kole zvolili
oba hráči stejnou strategii, jinak zradı́.

Pavlov Pn: Přizpůsobuje pravděpodobnost splupráce v jednotkách
1/n podle toho, jak si vedla v předchozı́m kole: Jestliže v před-
chozı́m kole spolupracovala s pravděpodobnostı́ p, pak v násle-
dujı́cı́m spolupracuje s pravděpodobnostı́
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p⊕ 1
n
= min(p+ 1

n
, 1), zı́skala-li Od;

p	 1
n
= max(0, p− 1

n
), zı́skala-li T ;

p⊕ 2
n
, zı́skala-li P ;

p	 2
n
, zı́skala-li Os.

Náhodná (Random): Spolupracuje s pravděpodobnostı́ 1/2.

Nelı́tostná Joss (Hard Joss): Hraje jako půjčka za oplátku, ale spo-
lupracuje jen s pravděpodobnostı́ 0,9 (Joss – čı́nská modla).

Něžná Joss (Soft Joss): Hraje jako půjčka za oplátku, ale zradı́ jen
s pravděpodobnostı́ 0,9.

Velkorysá půjčka za oplátku (Generous Tit for Tat): Hraje jako půjčka
za oplátku, ale po zradě spolupracuje s pravděpodobnostı́

g(Od, T, P, Os) = min

(
1− P −Od

Od−Os
,
Od− T

P − T

)
.

Lepšı́ a lepšı́ (Better and Better) Zradı́ s pravděpodobnostı́ (1000−
pořadı́ kola)/1000, tedy s pravděpodobnostı́ menšı́ a menšı́.

Horšı́ a horšı́ (Worse and Worse): Zradı́ s pravděpodobnostı́ pořadı́ kola/1000,
tedy s pravděpodobnostı́ většı́ a většı́.
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Axelrodův turnaj

V roce 1981 uspořádal Robert Axelrod počı́tačový turnaj, v němž
se 15 různých strategiı́ pro opakované vězňovo dilema, zaslaných
přednı́mi hernı́mi teoretiky, utkaly každá s každou v zápasech o
200 tazı́ch (celkem 15×15 zápasů). Sčı́taly se vždy body zı́skané
na základě matice

Hráč 1

Spolupráce Zrada

Spolupráce (3, 3) (0, 5)
Hráč 2

Zrada (5, 0) (1, 1)

Ke značnému překvapenı́ všech zúčastněných zı́skala nejvı́ce
bodů velmi jednoduchá strategie: půjčka za oplátku, kterou do
soutěže zaslal Anatol Rapoport, psycholog a odbornı́k na teorii
her.

V rozboru turnaje Axelrod rozlišil následujı́cı́ kategorie strategiı́:

• Milá strategie – nikdy nezradı́ jako prvnı́ (jen v odvetě),

Podlá strategie – aspoň někdy zradı́ jako prvnı́.
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V soutěži bylo 8 milých strategiı́ch a obsadily prvnı́ch 8
mı́st (nejúspěšnějšı́ zı́skala 504,5 bodů, což odpovı́dá 84%
standardu 600 bodů, dalšı́ milé zı́skaly 83,4%–78,6%; nej-
úspěšnějšı́ z podlých zı́skala 66,3%).

• Odpouštějı́cı́ strategie – může odplácet, ale má krátkou
pamět’, zapomı́ná staré křivdy,

Neodpouštějı́cı́ strategie – staré křivdy nikdy nezapomene,
nevymanı́ se z cyklu vzájemných odvet ani proti smı́řlivému
protivnı́kovi.

• Nezávistivá strategie – jde jı́ o vlastnı́ zisk, ne o porážku
soupeře,

Závistivá strategie

• Vyprovokovatelná strategie – nenechá se „oškubat“ ne-
milými strategiemi,

Nevyprovokovatelná strategie
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Druhý turnaj

V druhém Axelrodově turnaji, který následoval nedlouho po prv-
nı́m, nebyl pevně stanoven počet kol, ale turnaj probı́hal analo-
gicky s evolucı́ přı́rodnı́m výběrem: všem strategiı́m byla přiřa-
zena výhra určujı́cı́ počet potomků (při stálém celkovém počtu
jedinců) – úspěšnějšı́ strategie se množily na úkor méně úspěš-
ných, asi po 1000 generacı́ch bylo dosaženo stability. I zde zvı́-
tězila půjčka za oplátku.
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Výskyt opakovaného vězňova dilematu

(dalšı́ přı́klady)

• Válečná fronta – žij a nech žı́t:

– Spolupráce = žı́t a nechat žı́t

– Zrada = zabı́t každého, kdo k tomu dá přı́ležitost

– Odměna = přežitı́ dlouhých válečných let

– Pokušenı́ = zneužı́t toho, že protivnı́k je snadnou ko-
řistı́, a dopomoci si napřı́klad k vyznamenánı́ – přeci
jen je lepšı́ se nepřı́tele zbavit

– Trest = všichni stále ve střehu, dokonale krytı́,. . .
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• Výpomoc samců paviána anubiho:

– Spolupráce = pomoci druhému samečkovi při pářenı́
zahánět nepřı́tele

– Zrada = neoplatit pomoc

– Odměna = úspěšné pářenı́, mlád’ata

– Pokušenı́ = využı́t pomoc, ale neoplatit ji a tı́m ušetřit
čas a námahu

– Trest = méně mlád’at

V přı́rodě: čı́m častěji sameček A podporuje samečka
B, tı́m častěji i B podporuje A.
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• Fı́kovnı́k a vosičky chalcidky:

– Spolupráce = vyvážený poměr mezi květy, které chal-
cidka uvnitř fı́ku opyluje, a květy, do nichž naklade va-
jı́čka

– Zrada = naklást vajı́čka do vı́ce květů

– Odměna = šı́řenı́ genů

– Pokušenı́ = naklást vajı́čka do vı́ce květů a tı́m zvýšit
počet potomků

– Trest = fı́k i s celou „zrádnou rodinou“ schozen, rodina
vymı́rá
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• Střı́dánı́ pohlavnı́ch rolı́ u hermafrodita kanice:

– Spolupráce = jsem-li nynı́ sameček, stanu se přı́ště
samičkou

– Zrada = po samečkovi se opět stát samečkem

– Odměna = harmonické soužitı́, mnoho potomků

– Pokušenı́ = zopakovat si snadnou úlohu samečka

– Trest = vztah se rozpadne
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• Upı́r Desmodus rotundus (netopýr sajı́cı́ krev savců) –
krmenı́ hladových jedinců:

– Spolupráce = po úspěšném lovu nakrmit neúspěšné
„kolegy“

– Zrada = nechat si vše pro sebe

– Odměna = dlouhodobé úspěšné přežı́vánı́

– Pokušenı́ = v přı́padě nouze se nechat nakrmit, o svůj
úlovek se však nedělit

– Trest = v přı́padě neúspěšného lovu smrt vyhladově-
nı́m

V přı́rodě: Jedinci, kteřı́ se vrátili z neúspěšného lovu,
jsou úspěšnými, a to i nepřı́buznými, krmeni; poznajı́
se.
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Definice 1. Úplný rovnovážný bod – subgame perfect
equilibrium (Selten, 1975)

rovnovážný bod pro každou podhru původnı́ hry; tj. dané
strategiı́ jsou nejlepšı́ odpovědı́ jedna na druhou bez ohledu
na to, kterého uzlu ve stromu hry bylo dosaženo

☛ Přı́klad 3.

Vždy zrad’ – úplný rovnovážný bod

Půjčka za oplátku – rovnovážný bod, ale ne úplný

Tvrzenı́. Pro každé p; 0 ≤ p ≤ 1, existuje rovnovážný bod,
v němž se p objevuje jako zlomek času, kdy docházı́ ke
vzájemné spolupráci
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7 EVOLUČNÍ TEORIE HER
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita

➥ úplná informace
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
nenı́ vždy k dispozici úplná informace o povaze ostat-
nı́ch hráčů, o jejich možných strategiı́ch a preferencı́ch
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
nenı́ vždy k dispozici úplná informace o povaze ostat-
nı́ch hráčů, o jejich možných strategiı́ch a preferencı́ch

 hráči se „učı́“ volit optimálnı́ strategie v opakovaných hrách
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
nenı́ vždy k dispozici úplná informace o povaze ostat-
nı́ch hráčů, o jejich možných strategiı́ch a preferencı́ch

 hráči se „učı́“ volit optimálnı́ strategie v opakovaných hrách

 EVOLUČNÍ TEORIE HER
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1979 B. A. Baldwin, G. B. Meese: Skinnerův chlı́vek

Názornou analogiı́ toho, co se děje v dlouhém časovém horizontu
na úrovni genů v evoluci, je učenı́ se jedince, který se opakovaně
ocitá ve stejné rozhodovacı́ situaci, v krátkém časovém horizontu
jeho života. Snad nejzajı́mavějšı́m a přitom velmi jednoduchým
přı́kladem je pokus, který v roce 1979 provedli B. A. Baldwin
a G. B. Meese s dvojicı́ prasat ve speciálně upraveném Skinne-
rově boxu (či spı́še chlı́vku): na jedné straně boxu je páka, jejı́ž
stisknutı́ uvede do chodu násypku s potravou umı́stěnou na dru-
hém konci boxu. Ponechá-li se v boxu jedno prase, naučı́ se,
že stisknutı́ páky způsobı́ sypánı́ určité dávky potravy, a bude
postupně přebı́hat mezi pákou a korýtkem u násypky. Ovšem
Baldwin a Meese do chlı́vku umı́stili dvě prasata a vytvořili tak
možnost, aby jedno prase vykořist’ovalo druhé – stálo u korýtka
a cpalo se, zatı́mco druhé by ovládalo páku a běhalo ke korýtku.



JJ x II

236

Mezi dvojicı́ prasat se vždy ustanovı́ hierarchie dominantnı́ – sub-
misivnı́; kdo však v našem pokusu bude stát u korýtka a če-
kat a kdo bude mačkat páku a běhat? Donutı́ dominantnı́ prase
submisivnı́ k obsluze páky? Situace je schematicky znázorněna
na následujı́cı́m obrázku (dominantnı́ prase je znázorněno jako
velké, submisivnı́ jako malé):

Dalšı́ obrázky pak ilustrujı́, jak experiment dopadl.
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Strategie jsi-li dominantnı́, sed’ u koryta, jsi-li submisivnı́, mačkej
páku vypadá na prvnı́ pohled rozumně, nenı́ však rovnovážná:
submisivnı́ prasátko by běhalo od páky ke korýtku, nikdy by však
za svou námahu nebylo odměněno, protože dominantnı́ prase
by je k potravě nepustilo; výhodnějšı́ by pro něj bylo nic ne-
dělat, protože by aspoň neztrácelo energii. Brzy proto s touto
zbytečnou snahou skončı́ a dominantnı́mu praseti nezbude, než
mačkat páku samo. Nakonec tedy bude submisivnı́ prasátko če-
kat u korýtka a velké bude mačkat páku a pak se vždy vyřı́tı́
přes celý chlı́vek ke korýtku, odstrčı́ submisivnı́ prasátko, které
zatı́m stačilo aspoň něco pojı́st, a dojı́ zbytek. Pokus skutečně
takto dopadl, a to dokonce i v přı́padě, že dávka potravy byla
tak malá, že submisivnı́ prasátko stačilo snı́st vı́ce potravy než
dominantnı́. Dvojice strategiı́ (mačkej páku, sed’ u koryta) pro do-
minantnı́ a submisivnı́ prase je rovnovážným bodem ve smyslu
výše uvedené definice.

Pokud bychom se na stejnou situaci podı́vali čistě matematicky
z pohledu teorie her, pak bychom si sestavili model pomocı́ dvoj-
maticové hry, který by vypadal napřı́klad takto:
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Strategie Stiskni páku Sed’ u koryta

Stiskni páku (8,−2) → (5, 3)

Sed’ u koryta (10,−2) → (0, 0)

V modelu jsme uvažovali zisk z celé dávky potravy v hodnotě
10 jednotek užitku, ztrátu danou námahou spojenou s mačkánı́m
páky a běhánı́m v hodnotě −2 jednotek a množstvı́ potravy, které
submisivnı́ prasátko stačı́ pojı́st, než je odstrčeno dominantnı́m,
v hodnotě 4 jednotek (tyto hodnoty byly zvoleny náhodně a las-
kavý čtenář si je může libovolně změnit; ze strategického hlediska
se nic nezměnı́, ohodnotı́me-li námahu libovolným záporným čı́s-
lem, zı́ská-li čekajı́cı́ submisivnı́ prasátko nezáporný počet jedno-
tek a nezáporný počet jednotek zbude na prase dominantnı́).



JJ x II

251

Racionálně uvažujı́cı́ hráči by dospěli k rovnovážným strategiı́m
následujı́cı́m způsobem. Z pohledu druhého hráče – submisiv-
nı́ho prasátka – je prvnı́ strategie dominována druhou a může
být proto rovnou eliminována. Prvnı́ hráč – dominantnı́ prase –
předpokládá racionalitu svého protivnı́ka a uvědomı́ si, že bude
volit svou druhou strategii; rozhoduje se tedy mezi ziskem 0 a 6
jednotek, což jej dovede k volbě prvnı́ strategie. Postupným eli-
minovánı́m dominovaných strategiı́ tak racionálnı́ rozhodovatelé
došli ke stejnému závěru jako naše pokusná zvı́řata – ke dvojici
rovnovážných strategiı́ (mačkej páku, sed’ u koryta). Snadno se
nahlédne, že tato dvojice strategiı́ splňuje podmı́nku pro rovno-
vážné strategie.
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ROVNOVÁŽNÉ STRATEGIE V BIOLOGII
Aplikace souvisejı́cı́ s bojem, kooperacı́ a komunikacı́ živočichů,
koexistencı́ různých rysů, způsoby pářenı́, konflikty mezi pohla-
vı́mi, počtem a poměrem pohlavı́ potomků, rozdělenı́m jedinců
v jejich výskytišti; otázky klı́čenı́ a rozptýlenı́ semen, konkurence
kořenů, produkce nektaru, velikosti květů, aj.

R. A. Fisher: The Genetical Theory of Natural Selection, 1930
– poměr pohlavı́, výběr partnerů pro pářenı́

Historický meznı́k:
J. Maynard Smith, G. R. Price: The Logic of Animal Conflict, 1973

J. Maynard Smith: Evolution and the Theory of Games, 1982

Brzy se ukázalo nejen to, že principy chovánı́ živočichů i rostlin při
vzájemných interakcı́ch i celou evolučnı́ teorii lze zatı́m nejuspo-
kojivěji objasnit z pohledu teorie her, ale dokonce i to, že nejslib-
nějšı́ aplikace teorie her jsou právě v biologii! Na jedné straně je
zcela pochopitelné, že problematika konfliktu či spolupráce růz-
ných živých organismů do teorie her svým obsahem patřı́, nebot’
právě to je jejı́m předmětem, na druhé straně si člověk těžko do-
káže představit, že si třeba štěnice či dokonce fı́kovnı́k sestavı́
matematický model rozhodovacı́ situace, v nı́ž se ocitl, vytvořı́ si
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přehled možných strategiı́, ocenı́ si možné výstupy a pak pomocı́
aparátu teorie her určı́ optimálnı́ strategii. Ovšem ukazuje se, že
dokonce čı́m méně vyvinutá je schopnost organismu přemýšlet,
tı́m lépe se teorie her jevı́ fungovat!

Hra genů

Ač se nám to může na prvnı́ pohled zdát nemožné, vysvětlenı́ je
zcela jednoduché: jako hráče stačı́ uvažovat geny, které řı́dı́ cho-
vánı́ organismu, tj. volı́ pro organismus strategie v konkrétnı́ch
situacı́ch; genem přitom budeme rozumět část chromozomu, do-
statečně malou na to, aby přežila v mnoha generacı́ch a byla roz-
šı́řena v populaci v mnoha kopiı́ch. Strategiı́ bude behaviorálnı́
fenotyp, tj. chovánı́ „předprogramované“ geny – specifikace toho,
co bude jedinec dělat v jakékoli situaci, v nı́ž se může ocitnout;
konečně výplatnı́ funkcı́ bude reprodukčnı́ „zdatnost“, tj. schop-
nost genu zachovat se a šı́řit v genotypu populace (genotypem
se rozumı́ soubor všech genů, které má organismus k dispozici
pro zajištěnı́ svých biochemických, fyziologických a morfologic-
kých vlastnostı́ a znaků; fenotyp je soubor všech pozorovatelných
vlastnostı́ a znaků organismu.)

Ani kudlanka, ani jejı́ geny samozřejmě nic „nepočı́tajı́ “, stejně
jako světelný paprsek nepočı́tá svou trajektorii mezi dvěma body



JJ x II

254

po lomu či odrazu a nehledá, kterou trasu urazı́ v nejkratšı́m čase
– jeho trajektorie je jednoduchým důsledkem fyzikálnı́ch zákonů.
Podobně může být jednoduchým důsledkem zákonů populačnı́
genetiky, že v rovnovážném stavu jsou maximalizovány jisté ve-
ličiny; nic se přitom neřı́ká o záměru či úmyslu.
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Hra genů
hráči = geny, které řı́dı́ chovánı́ organismu, tj. volı́ pro organismus
strategie v konkrétnı́ch situacı́ch

gen = část chromozomu, dostatečně malá na to, aby přežila
v mnoha generacı́ch a byla rozšı́řena v populaci v mnoha ko-
piı́ch.

strategie = behaviorálnı́ fenotyp, tj. chovánı́ „předprogramované“
geny – specifikace toho, co bude jedinec dělat v jakékoli situaci,
v nı́ž se může ocitnout

výplatnı́ funkce = reprodukčnı́ „zdatnost“, tj. schopnost genu
zachovat se a šı́řit v genotypu populace.

genotyp = soubor všech genů, které má organismus k dispozici
pro zajištěnı́ svých biochemických, fyziologických a morfologic-
kých vlastnostı́ a znaků

fenotyp = soubor všech pozorovatelných vlastnostı́ a znaků or-
ganismu.
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Zjednodušeně řečeno, k pochopenı́ základnı́ch principů evoluce
si stačı́ představit, že kdysi dávno, před čtyřmi miliardami let,
vznikla – třeba náhodou – molekula schopná replikace, výroby
svých vlastnı́ch kopiı́, a začala se množit. Při replikaci občas do-
šlo k chybám čili mutacı́m, z nichž pravděpodobně většina byla
pro svou nositelku nevýhodná a vedla k jejı́mu brzkému zániku
bez možnosti dalšı́ho rozmnožovánı́, některé vedly k molekulám
schopným dalšı́ replikace a některé byly pro své nositelky do-
konce výhodou; vedle sebe se tak množily různé replikujı́cı́ se
molekuly a s rostoucı́m počtem mezi sebou musely začı́t soupeřit
o stavebnı́ jednotky pro replikaci. Ty méně úspěšné se pak mno-
žily méně, přı́padně časem zanikly, úspěšnějšı́ se začaly množit
vı́ce a šı́řit v prostředı́. Chyby v replikaci vedoucı́ k většı́ stabilitě či
snižujı́cı́ stabilitu ostatnı́ch replikátorů byly tı́mto způsobem ucho-
vávány a množeny. Některé „dravé“ replikátory mohly připadnout
na způsob, jak štěpit molekuly jiných a použı́t vzniklé stavebnı́
jednotky na stavbu vlastnı́ch kopiı́, jiné se mohly začı́t chránit po-
mocı́ různých schránek. Dále přežı́valy a množily se replikátory,
které měly lepšı́ a účinnějšı́ nástroje na přežitı́. Tyto nástroje se
postupně vylepšovaly miliardy let, ze vzájemných soutěžı́ vždy vı́-
tězně vycházely ty úspěšnějšı́ replikátory, které zvolily vhodnějšı́
strategii (at’ již doslova vzorec chovánı́ či třeba morfologickou
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vlastnost). Těžko překonatelnými slovy R. Dawkinse:

Jaké podivné nástroje sebezachovánı́ přinesla následujı́cı́ tisı́ci-
letı́? Co mělo být osudem prastarých replikátorů za 4 miliardy
let? Nevymřely, nebot’ jsou dávnými mistry v uměnı́ přežı́t. Neče-
kejte však, že je uvidı́te volně plavat v moři. Této dobrodružné
svobody se dávno vzdaly. Dnes se hemžı́ ve velkých koloniı́ch,
bezpečně usazeny v gigantických nemotorných robotech, oddě-
leny od okolnı́ho světa, s nı́mž komunikujı́ složitými nepřı́mými
cestami a manipulujı́ prostřednictvı́m dálkového ovládánı́. Jsou
přı́tomny ve vás i ve mně, stvořily nás, tělo i mysl, a jejich zacho-
vánı́ je konečným důvodem našı́ existence. Udělaly velký pokrok,
tyto replikátory. Dnes se jim řı́ká geny a my jsme jejich nástroje
přežitı́.
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Generaci za generacı́ se „schránky genů“, tj. živé organismy řı́-
zené geny, utkávajı́ ve vzájemných soutěžı́ch, geny, které svým
nositelům zvolily nejlepšı́ strategii a umožnily jim přežitı́ a roz-
množovánı́, se dále šı́řı́ a postupně tak docházı́ k jejich „učenı́“.
Výsledkem je, že se jejich nositelé chovajı́ tak, jako by vědomě
hledali optimálnı́ strategie a tak, jak by jim předepsala teorie her;
mı́sto výpočtu však geny k rovnovážné strategii dospěly uvede-
ným postupným přizpůsobovánı́m se a přı́rodnı́m výběrem.
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Evolučně stabilnı́ strategie

Evolučně stabilnı́ strategie = strategie, kterou – je-li přijata
všemi členy populace – nemůže překonat žádná jiná v tom smyslu,
že mutant, který by ji použı́val, by byl méně úspěšný v reprodukci.

☛ Speciálnı́ přı́pad: populace s nekonečně mnoha členy, kteřı́ se
množı́ asexuálně a navzájem se střetávajı́ vždy po dvojicı́ch (tyto
konflikty můžeme modelovat pomocı́ hry dvou hráčů v normálnı́m
tvaru s výplatnı́mi funkcemi u1, u2)

strategie I je evolučně stabilnı́, jestliže pro každou strategii J 6= I

platı́:

u1(I, I) > u1(J, I)

nebo u1(I, I) = u1(J, I) a zároveň u1(I, J) > u1(J, J)

I evolučně stabilnı́ strategie⇒ (I, I) rovnovážný bod
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☛ Jestřábi a hrdličky

Základnı́ model, který je sice velmi zjednodušený, avšak který
ukazuje podstatu věci, je následujı́cı́. Uvažujme populaci jednoho
druhu, která při boji stavı́ pouze na dvou různých strategiı́ch; na-
zvěme je strategie jestřába a strategie hrdličky. Pojmenovánı́ je
obrazné a pouze vystihuje způsob chovánı́: jestřáb bojuje vždy
tvrdě a nesmlouvavě a vzdává se jen tehdy, je-li vážně zraněn
(či zabit), hrdlička se uchyluje pouze k symbolické hrozbě a při
přı́mém útoku prchá nezraněna. Předmětem boje může být na-
přı́klad výhodné teritorium, které vede ke zvýšenı́ „zdatnosti“ jeho
uživatele (a tı́m i jeho genů) o hodnotu V ; celková zdatnost pora-
ženého přitom nemusı́ být nulová – jedinec jen zůstává v horšı́m
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teritoriu. Ztrátu ze zraněnı́ oceňme hodnotou C. Budeme předpo-
kládat, že všichni jestřábi jsou stejně schopnı́ bojovnı́ci, takže při
vzájemném střetnutı́ každý z nich s pravděpodobnostı́ 1/2 zvı́tězı́
a se stejnou pravděpodobnostı́ bude zraněn a poražen. Při střet-
nutı́ dvou hrdliček bude teritorium sdı́leno rovným dı́lem; jedná-li
se o nedělitelný zdroj, budeme opět uvažovat náhodné rozdělenı́
mezi obě soupeřky. Přı́slušná dvojmaticová hra pro libovolnou
dvojici členů populace vypadá takto:

Strategie Jestřáb Hrdlička

Jestřáb
(

V−C
2 , V−C

2

)
(V , 0)

Hrdlička (0, V )
(

V
2 ,

V
2

)
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Strategie Jestřáb Hrdlička

Jestřáb
(

V−C
2 , V−C

2

)
(V , 0)

Hrdlička (0, V )
(

V
2 ,

V
2

)
Strategie hrdlička nenı́ nikdy evolučně stabilnı́, protože popu-
lace hrdliček může být napadena jestřábı́m mutantem, jemuž se
v populaci hrdliček dařı́ lépe než hrdličkám samotným.

Je-li V > C, pak evolučně stabilnı́ strategiı́ je jestřáb.

Rypouš slonı́: je cena za vı́tězstvı́ ohromná: téměř úplný mono-
pol nad harémem samic; souboje také bývajı́ velmi zuřivé.

Je-li V < C, pak nenı́ ani jedna z ryzı́ch strategiı́ evolučně stabilnı́
(hra nemá ani žádný rovnovážný bod). Rovnovážnou strategiı́ je
smı́šená strategie obsahujı́cı́ strategii jestřáb s pravděpodobnostı́
p = V/C; tato strategie je evolučně stabilnı́.

Hru „na hrdličky a jestřáby“ je možné komplikovat přidávánı́m libo-
volného množstvı́ dalšı́ch strategiı́, zaváděnı́m různých asymetriı́
apod.
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Rypouš slonı́: V >> C
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☛ Přı́klad 1 – Souboj pohlavı́

Uvažujme dvojici partnerů. Cı́lem každého z nich je, aby co nej-
vı́ce jejich potomků přežilo. Ovšem čı́m méně musı́ investovat do
každého mláděte, tı́m vı́ce mlád’at může mı́t – toho může nej-
jednoduššeji dosáhnout tı́m, že donutı́ partnera, aby do každého
mláděte investoval vı́ce prostředků, a sám bude mı́t dalšı́ potomky
s jinými partnery. Takovýmto partnerem bývá většinou otec: na-
přı́klad u savců se plod vyvı́jı́ v těle matky, matka také produkuje
mléko a nese břemeno výchovy a ochrany mláděte a celkem tak
do potomka investuje vı́ce než otec; to začı́ná už tı́m, že vajı́čko
je podstatně většı́ než spermie. Kdyby mládě opustila, hrozı́, že
by se otec zachoval stejně a mládě by zemřelo. Pro samičku je
pak mnohem nákladnějšı́ přivést na svět dalšı́ho potomka, než
pro otce.

Jak může samička snı́žit mı́ru, do jaké ji sameček využı́vá? Jakmile
dojde k pářenı́, již své velké vajı́čko plné živin obětovala, samec
zı́skal výživu pro své potomky a nic jej nedržı́. Jediná šance tedy
je, přimět samečka k určitým výdajům či obětem předem, tedy
odmı́tat kopulaci, dokud sameček napřı́klad nepostavı́ hnı́zdo,
neshromáždı́ dostatek potravy a podobně. Tı́m samečka ”otes-
tuje” – jestliže sameček nebude mı́t dostatek trpělivosti, aby vše
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podstoupil, lze předpokládat, že nebude ani přı́liš věrný; ten, kdo
vytrvá, prokáže určitou věrnost a vytrvalost předem. Navı́c čı́m
delšı́ budou námluvy a čı́m náročnějšı́ budou úkoly, které musı́
sameček splnit, tı́m méně se mu bude chtı́t samičku posléze
opustit, protože by musel toto všechno podstupovat znovu.

Kdyby se všechny samičky chovaly takto, neměl by ”záletný” sa-
meček, který by nechtěl před pářenı́m podstoupit náročné ná-
mluvy, šanci se rozmnožit. V populaci pak budou samı́ věrnı́ sa-
mečkové. Kdyby se však v této situaci objevila samička (řı́kejme jı́
”nevázaná”), která by žádné úkoly nevyžadovala, ušetřila by čas
vyplýtvaný prodlouženými námluvami a ještě by o ni byl veliký
zájem. Jejı́ geny by se začaly šı́řit rychleji než geny ”zdrženli-
vých” samiček. Ovšem v populaci, kde většina samiček je ”ne-
vázaných”, by byl v ohromné výhodě sameček, který by hned po
kopulaci samičku opustil a začal by se pářit s jinou. V takovém
přı́padě by pak ”nevázaná” samička musela vše zajistit sama a
byla by na tom hůře než samička ”zdrženlivá”, jejı́ž geny by se
zase začaly šı́řit v populaci.

Matematicky můžeme situaci vyjádřit napřı́klad takto: Uvažujme
dvě různé strategie (tj. nevědomé programy chovánı́) samiček:
zdrženlivá a nevázaná, a dvě strategie samečka: věrný a zálet-
nı́k. Zdrženlivá samička nepřistoupı́ na kouplaci, dokud samec
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nepodstoupı́ dlouhé a nákladné námluvy, trvajı́cı́ několik týdnů.
Nevázané samičky se budou pářit ihned s kýmkoli. Věrný sa-
meček je připraven na dlouhé dvořenı́ a po kopulaci zůstává se
samičkou a pomáhá jı́ s výchovou mlád’at. Záletnı́k, pokud se s
nı́m samička nechce hned pářit, ztrácı́ trpělivost a hledá si jinou
samičku; po kopulaci se nezdržuje a vyrazı́ za dalšı́ samičkou.
Uvažujme namátkově zvolené hodnoty pro výdaje a prospěch,
které vyjadřujı́ ”zisk” z úspěšně vychovaného mláděte (+15 bodů
pro každého rodiče), výdaje na výchovu, potravu, čas strávený
hlı́dánı́m, ochranu apod (-20 bodů pro toho, kdo vychovává - tj.
bud’ celkem pro oba, nebo jen pro opuštěnou samičku), čas vy-
plýtvaný prodlouženými námluvami (-3 body):

Strategie Věrný Záletnı́k

Zdrženlivá (2, 2) (0, 0)

Nevázaná (5, 5) (−5, 15)
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I když se v přı́rodě setkáváme spı́še s tzv. genetickým polymor-
fismem, kdy určitá část populace použı́vá jednu strategii a zbytek
druhou, jsou druhy, které použı́vajı́ skutečné smı́šené strategie,
napřı́klad vosa severoamerická kutilka. Každá samice se stará
sama o sebe, svůj život zasvěcuje sháněnı́ přı́střešı́ a potravy pro
své larválnı́ potomstvo: vyhloubı́ tunelovou noru s komůrkou na
dně, vyrazı́ na lov sarančete, svou obět’ paralyzuje a odtáhne do
nory; když nashromáždı́ čtyři až pět sarančat, položı́ na hromadu
vajı́čko a chodbu uzavře. Larva pak v komůrce, dokud nedospěje,
pojı́dá paralyzovaná (avšak živá a tedy čerstvá) sarančata.
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Každá kutilka má přitom k dispozici dvě možné strategie: hloubit
vlastnı́ noru, anebo obsadit noru cizı́, již vyhloubenou (to však
v sobě nese riziko, že nora může být obsazená, což vosa zvenku
nepozná). Snadno si představı́me, že v přı́padě, že by byla přı́liš
často použı́vána druhá strategie, nebylo by co obsazovat a vy-
platilo by se hloubit vlastnı́ hnı́zdo, velká dostupnost chodeb by
naopak upřednostňovala obsazovánı́.
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J. Brockmannová, R. Dawkins a A. Grafen studovali časové a ener-
getické výdaje a reprodukčnı́ zisky kutilek a ukázali, že na základě
pozorovánı́ a kvantitativnı́ch měřenı́ je jednak skutečně možné ur-
čit konkrétnı́ a reálné hodnoty výplatnı́ch funkcı́, jednak ukázali,
že kutilky použı́vajı́ „opravdové“ smı́šené strategie: každá kutilka
někdy kope, někdy obsazuje cizı́ hnı́zdo. Pravděpodobnosti vy-
počı́tané z modelu přitom odpovı́daly terénnı́m pozorovánı́m.
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Vı́ce se na toto téma lze dočı́st napřı́klad v mimořádně zajı́mavých
knı́žkách Richarda Dawkinse:

Dawkins, R.: The Selfish Gene. Oxford, Oxford University Press,
1976 (český překlad V. Kopského Sobecký gen, Praha, Mladá
Fronta).

Dawkins, R.: The Blind Watchmaker. Harlow, Longman, 1986
(český překlad T. Grima Slepý hodinář, Praha, Paseka, 2002).
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Evolučnı́ teorie her

Obecně je evolučnı́ hra popsána následujı́cı́m modelem:

x(0) . . . počátečnı́ vektor populace
A . . . matice hry
xi . . . část hráčů použı́vajı́cı́ch strategii i

(AxT )i . . . očekávaná výplata agenta hrajı́cı́ho strategii i

proti oponentovi náhodně vybranému z populace x

xAxT . . . průměrná výplata v populaci
λ(x) . . . funkce nabývajı́cı́ kladných hodnot

Začátek: Každému hráči je přiřazena ryzı́ strategie

 V každém časovém okamžiku hráč hraje proti náhodně vybra-
nému oponentovi, pozoruje svou a oponentovu výplatu, načež
měnı́ svou strategii s pravděpodobnostı́ úměrnou rozdı́lu výplat:

ẋi

xi

= λ(x) · ((AxT )i − xAxT ),

tj.
ẋi = λ(x) · xi · ((AxT )i − xAxT ),

λ(x) = 1 . . . replikátorová dynamika
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Simon Fischer, Berthold Vöcking, 2005:

On the Evolution of Selfish Routing

Početná „populace agentů“ v sı́ti, každý agent volı́ jednu z mož-
ných cest.

➥ Dynamika sobeckého směrovánı́

ẋp = λ(x) · xp · (l(x)− lp(x)),
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Simon Fischer, Berthold Vöcking, 2005:

On the Evolution of Selfish Routing

Početná „populace agentů“ v sı́ti, každý agent volı́ jednu z mož-
ných cest.

➥ Dynamika sobeckého směrovánı́

ẋp = λ(x) · xp · (l(x)− lp(x)),

➥ Stabilita
Strategie x se nazývá evolučně stabilnı́, je-li rovnovážná a
pro každou nejlepšı́ odpověd’ y na x platı́: x · l(y) = y · l(y).
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Simon Fischer, Berthold Vöcking, 2005:

On the Evolution of Selfish Routing

Početná „populace agentů“ v sı́ti, každý agent volı́ jednu z mož-
ných cest.

➥ Dynamika sobeckého směrovánı́

ẋp = λ(x) · xp · (l(x)− lp(x)),

➥ Stabilita
Strategie x se nazývá evolučně stabilnı́, je-li rovnovážná a
pro každou nejlepšı́ odpověd’ y na x platı́: x · l(y) = y · l(y).

➥ Rychlost konvergence
Jak rychle systém dosáhne rovnovážného stavu nebo stavu
blı́zkého
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le

➥ Agent při plněnı́ úkolů jedná nezávisle, shromažd’uje a zpra-
covává data, plánuje, uskutečňuje plány, . . .
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le

➥ Agent při plněnı́ úkolů jedná nezávisle, shromažd’uje a zpra-
covává data, plánuje, uskutečňuje plány, . . .

➥ Každý agent má informace pouze o mı́stnı́ dopravnı́ situaci
(detektory)

➥ Omezená komunikace
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le

➥ Agent při plněnı́ úkolů jedná nezávisle, shromažd’uje a zpra-
covává data, plánuje, uskutečňuje plány, . . .

➥ Každý agent má informace pouze o mı́stnı́ dopravnı́ situaci
(detektory)

➥ Omezená komunikace

➥ I bez centrálnı́ autority může systém dospět ke koordi-
naci – i když to bude trvat určitý čas
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MODEL:

Každý agent i ∈ Q = {1, 2, . . . , n} hraje hru G dvou hráčů proti
každému agentu-sousedstvi j ∈ Ni; hráč n je „přı́roda“

Množina strategiı́ agenta i : Ai = {ai,1, ai,2, . . . , ai,n}

Výplatnı́ funkce: ui : A1 × · · · × An → R

Smı́šená strategie: pi = (pi,1, . . . , pi,k, . . . , pi,m),

pi,k ≥ 0, pi,1 + · · ·+ pi,m = 1

Si – množina všech smı́šených strategiı́ agenta i

S = S1 × · · · × Sn

Začátek: „přı́roda“ (dopravnı́ tok) určı́ výplatnı́ funkce všech agentů

V čase t agent i zvolı́ strategii a obdržı́ výplatu = součet výplat
zı́skaných v hrách s každým ze sousedů→ v následujı́cı́m obdobı́
aktualizuje strategii v závislosti na výplatě
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Obdobı́ změny stavu

Lokálnı́ změna v čase t = ρ na křižovatce i

=⇒ agent i aktualizuje smı́šenou strategii pi v závislosti na toku
vozidel qi,k měřeném na každém z detektorů k :

pi,t = (pi,1,t, . . . , pi,m,t) =

[
qi,1,t∑
k qi,k,t

, . . . ,
qi,m,t∑
k qi,k,t

]
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Obdobı́ výplat

Globálnı́ změna =⇒ změna výplatnı́ch funkcı́

a1 > b1, c b1 > c, b2 > a2, c a2 > c,

Rovnovážné body: (s1, s1), (s2, s2), (p1, p1), (p2, p2)

p1 =
(

b1
a1+b1

, a1
a1+b1

)
, p2 =

(
b2

a2+b2
, a2

a2+b2

)
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Obdobı́ učenı́

V těchto obdobı́ch majı́ agenti čas na učenı́, jak měnit strate-
gie, aby se zkoordinovali a směřovali ke globálnı́mu cı́li (obdobı́
nastávajı́ náhodně s četnostı́ určenou pro daný model)

Aktualizace smı́šených strategiı́:

pi =

(
πi,1,∆∑
k πi,k,∆

, . . . ,
πi,m,∆∑
k πi,k,∆

)
, 1 ≤ k ≤ m, ai,k ∈ Ai

πi,k,t = λ · π∗i,k,t + (1− λ) · πi,k,∆

λ – pamět’ový faktor, 0 < λ < 1

poslednı́ obdobı́ změny stavu před 0 . . . t = ρ < 0

interval učenı́ . . . ∆ = (δ, 0)

výplata zı́skaná jednánı́m ai,k před t . . . π∗i,k,t

průměrná výplata zı́skaná jednánı́m ai,k během ∆ . . . πi,k,∆
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Simulace
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Agent 15

sPW sPE

sPW (2,2) ← (0, 0)
Agent 14 ↑ ↓

sPE (0, 0) → (1, 1)

Agent 15

sPW sPE

sPW (1,1) ← (0, 0)
Agent 14 ↑ ↓

sPE (0, 0) → (2, 2)
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Experiment A

Výplatnı́ funkce odrážejı́ globálnı́ cı́le

sledovánı́ závislosti na četnosti intervalů učenı́

stacionárnı́ stav dosažen ve většině simulovaných situacı́,
uspokojivý čas

Experiment B

Výplatnı́ funkce odrážejı́ jen lokálnı́ cı́le

čas potřebný k dosaženı́ stejných výsledků je delšı́ než v A

Experiment C

Komunikace a přenos informacı́ mezi sousedy

Čas potřebný k dosaženı́ koordinace je delšı́ než bez komunikace
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Srovnánı́ s centrálnı́m řı́zenı́m dopravy

centrálnı́ řı́zenı́ vede k lepšı́m výsledkům v přı́padech, kdy
tok vozidel je v jednom směru výrazně vyššı́ než v druhém
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Srovnánı́ s centrálnı́m řı́zenı́m dopravy

centrálnı́ řı́zenı́ vede k lepšı́m výsledkům v přı́padech, kdy
tok vozidel je v jednom směru výrazně vyššı́ než v druhém

jinak vı́tězı́ navržený decentralizovaný systém
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8 KOOPERATIVNÍ HRY

DVOU HRÁČŮ
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V této kapitole se budeme zabývat situacemi, kdy hráči mohou
před začátkem hry uzavřı́t závaznou dohodu o tom, jaké použijı́
strategie, vygenerovaný zisk si však nemohou přerozdělit (tak
je tomu napřı́klad vždy, kdy hodnoty výplatnı́ funkce představujı́
užitek jedince).

Ve čtvrté kapitole jsme uvažovali následujı́cı́ přı́klad:

☛ Přı́klad 1 – Konflikt typu manželský spor.

Představme si manželský pár, v němž majı́ partneři poněkud od-
lišné názory na nejlepšı́ využitı́ volného večera: žena dává před-
nost návštěvě boxu, muž fotbalu. Půjdou-li na box, přinese to
většı́ užitek ženě a menšı́ muži, půjdou-li na fotbal, bude tomu
naopak. Půjde-li však každý jinam, bude výsledkem celkové roz-
laděnı́ a užitek bude pro každého z nich menšı́, než by tomu
bylo v přı́padě návštěvy méně preferované akce. Situaci si mů-
žeme znázornit napřı́klad následujı́cı́ dvojmaticı́ popisujı́cı́ užitek
pro ženu a muže při jednotlivých kombinacı́ch trávenı́ volného
večera:
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Pepı́ček

Strategie Box Balet

Box (2,1) ← (0, 0)
Maruška ↑ ↓

Balet (0, 0) → (1, 2)

Rovnovážné body v ryzı́ch strategiı́ch: (Box, Box), (Balet, Balet)

Rovnovážný bod ve smı́šených strategiı́ch:

π1(p, q) = 2pq + 1(1− p)(1− q) = 3pq − p− q + 1

π2(p, q) = 1pq + 2(1− p)(1− q) = 3pq − 2p− 2q + 1
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π1(p, q) = p(3q − 1)− q + 1, π2(p, q) = q(3p− 2)− 2p+ 1

Reakčnı́ křivky:

R1(q) =


0 . . . q ∈ 〈0, 13 )

〈0, 1〉 . . . q = 1
3

1 . . . q ∈ ( 13 , 1〉

R2(p) =


0 . . . p ∈ 〈0, 23 )

〈0, 1〉 . . . p = 2
3

1 . . . p ∈ ( 23 , 1〉
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Rovnovážný bod Očekávaná výhra

((1, 0), (1, 0)) (2, 1)(
(23 ,

1
3), (

1
3 ,
2
3)
) (

2
3 ,
2
3

)
((0, 1), (0, 1)) (2, 1)

Následujı́cı́ obrázek zobrazuje všechny dvojice výplatnı́ch funkcı́,
tj. všechny body dosažitelné v rámci nekooperativnı́ hry.
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DVOJMATICOVÁ HRA

Hráč 2

Strategie t1 t2 . . . tn

s1 (a11, b11) (a12, b12) . . . (a1n, b1n)

Hráč 1 s2 (a21, b21) (a22, b22) . . . (a2n, b2n)
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sm (am1, bm1) (am2, bm2) . . . (amn, bmn)

A =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 , B =


b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn
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Kooperativnı́ hry dvou hráčů

Definice 1. Necht’ G je dvojmaticová hra dvou hráčů s vý-
platnı́mi maticemi A, B typu m × n. Společnou strategiı́
budeme rozumět matici pravděpodobnostı́ P = (pij) typu
m× n, tj.

pij ≥ 0 pro 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n,

m∑
i=1

n∑
j=1

pij = 1.

Společná strategie tedy přiřazuje pravděpodobnost každé dvo-
jici ryzı́ch strategiı́. Očekávané hodnoty výplatnı́ funkce jsou pro
jednotlivé hráče při společné strategii P rovny

u(P ) =
m∑

i=1

n∑
j=1

pijaij, v(P ) =
m∑

i=1

n∑
j=1

pijbij
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☛ Přı́klad 2
Ve hře Manželský spor: společnou strategiı́ je napřı́klad matice

P =

 1
2

1
8

1
8

1
4



Očekávaná hodnota výhry Marušky:

u(P ) =
1
2
· 2 + 1

8
· 0 + 1

8
· 0 + 1

4
· 1 = 5

4

Očekávaná hodnota výhry Pepı́čka:

v(P ) =
1
2
· 1 + 1

8
· 0 + 1

8
· 0 + 1

4
· 2 = 1

V kooperativnı́ hře hráči uzavı́rajı́ dohodu o tom, jakou společ-
nou strategii majı́ zvolit.
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Definice 2. Kooperativnı́ výplatnı́ oblast je množina

K = {(u(P ), v(P )) : P je společná strategie}. (8.1)

K je konvexnı́, uzavřená a omezená množina obsahujı́cı́ od-
povı́dajı́cı́ nekooperativnı́ oblast



JJ x II

300

KONVEXNÍ MNOŽINY

Definice 3. Množina M ⊂ Rn se nazývá konvexnı́, jestliže
pro každé x, y ∈ M a každé reálné čı́slo t, 0 ≤ t ≤ 1, platı́:

tx+ (1− t)y ∈ M

Jinými slovy, množina M je konvexnı́, jestliže každá úsečka, jejı́ž
koncové body ležı́ v M, ležı́ celá v M.
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Definice 4. Necht’F = {x1, x2, . . . ,xk} je konečná podmno-
žina Rn. Konvexnı́ kombinacı́ množiny F se rozumı́ vektor

w =
k∑

i=1

tixi, kde t1 ≥ 0, . . . , tk ≥ 0, t1 + · · · tk = 1.

Tvrzenı́ 1. Množina všech konvexnı́ch kombinacı́ množiny F =
{x1, x2, . . . ,xk} je konvexnı́.

Důkaz. Pro libovolné dvě konvexnı́ kombinace

y = t1x1 + · · ·+ tnxn, z = s1x1 + · · ·+ snxn

a libovolné k ∈ 〈0, 1〉 platı́:

ky+(1−k)z = [kt1+(1−k)s1]x1+ · · ·+[ktn−1+(1−k)sn−1]xn−1+

+[k(1− t1 − · · · − tn−1) + (1− k)(1− s1 − · · · − sn−1)]xn =

= a1x1 + · · ·+ anxn, kde a1 + · · ·+ an = 1 �

Tvrzenı́ 2. Je-li daná množina M konvexnı́, pak každá konvexnı́
kombinace bodů z M opět ležı́ v M.

Důkaz. Indukcı́ dokážeme: {x1, . . . ,xn} ⊆M ⇒
∑n

i=1 tixi ∈M.
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n = 1 : OK

n⇒ n+ 1 : Uvažujme z = t1x1 + · · ·+ tnxn + tn+1xn+1,

t1 + · · ·+ tn+1 = 1; označme t1 + · · ·+ tn = t, tn+1 = 1− t.

Zřejmě platı́:
z = t

(
t1
t
x1 + · · ·+ tn

t
xn

)
+ (1− t)xn+1,

t1
t
+ · · ·+ tn

t
= 1.

Podle indukčnı́ho předpokladu je t1
t
x1 + · · ·+ tn

t
xn ∈M. �
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Definice 5. Necht’ A je podmnožina Rn. Konvexnı́m
obalem množiny A se nazývá nejmenšı́ konvexnı́ množina
obsahujı́cı́ A. Konvexnı́ obal budeme značit symbolem
conv(A).

Poznámka. Z předchozı́ch tvrzenı́ plyne:

➥ conv(A) průnikem všech konvexnı́ch množin obsahujı́cı́ch A.

➥ Konvexnı́ obal množiny A je množinou všech konvexnı́ch
kombinacı́ bodů z A.
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Věta 1. Necht’G je hra je hra dvou hráčů určená dvojmaticı́ C typu
m × n. Kooperativnı́ výplatnı́ oblast je konvexnı́ uzávěr množiny
bodů v R2, jejichž souřadnice jsou prvky dvojmatice C.

Důkaz. Je-li P společná strategie, pak odpovı́dajı́cı́ dvojice hod-
not výplatnı́ch funkcı́ je

(u(P ), v(P )) =
m∑

i=1

n∑
j=1

pijcij.

Všechny tyto body vytvořı́ konvexnı́ uzávěr množiny

{cij, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n}.

Naopak, jakýkoli bod konvexnı́ho uzávěru této množiny je výplatnı́
dvojicı́. �

Definice 6. Množina S ⊂ R2 se nazývá symetrická, jestliže
pro každé u, v ∈ R platı́:

(v, u) ∈ S ⇐⇒ (u, v) ∈ S.
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Definice 7. Uvažujme množinu A ⊂ R2. Symetrický kon-
vexnı́ obal množiny A je definován jako konvexnı́ obal mno-
žiny

A ∪ {(v, u) : (u, v) ∈ A}

a značı́ se symbolem sconv(A).

Tvrzenı́ 3. Necht’ A ⊂ R2 a k je takové čı́slo, že pro každý bod
(u, v) ∈ A platı́:

u+ v ≤ k.

Potom stejná nerovnost platı́ pro každý bod symetrického kon-
vexnı́ho uzáveru sconv(A).
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VYJEDNÁVACÍ PROBLÉM

Definice 8. Vyjednávacı́m problémem budeme rozumět
uspořádanou dvojici (P, u), kde P je kooperativnı́ výplatnı́
oblast, u0 = (u0, v0), kde u0, v0 jsou výplaty v přı́padě nedo-
saženı́ dohody („hrozby“).
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Definice 9. Dvojice hodnot výplatnı́ch funkcı́ (û, v̂) ∈ K se
nazývá paretovská či nedominovaná, jestliže neexistuje
žádná jiná výplatnı́ dvojice (u, v) ∈ K, pro kterou by bylo

u ≥ û a zároveň v ≥ v̂,

přičemž alespoň jedna nerovnost by byla ostrá.
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Definice 10. Vyjednávacı́ množina pro daný vyjednávacı́
problém je množina všech Paretovských výplatnı́ch dvojic
(u, v) ∈ P takových, že

u ≥ v0, v ≥ v0,

kde u = (u0, v0) je důsledek nedosaženı́ dohody.
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JOHN FORBES NASH (*1928)

1950 The bargaining problem, Econometrica 18

1953 Two-person cooperative games, Econometrica 21
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Nashovy vyjednávacı́ axiomy

Uvažujme vyjednávacı́ problém (P, (u0, v0)), označme jeho
řešenı́ Ψ(P, (u0, v0)) = (u∗, v∗).

Podmı́nka 1 (Individuálnı́ racionalita)

u∗ ≥ u0, v∗ ≥ v0

Podmı́nka 2 (Paretovská optimalita)

Dvojice (u∗, v∗) je paretovsky optimálnı́.

Podmı́nka 3 (Dosažitelnost)

(u∗, v∗) ∈ P.
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Podmı́nka 4 (Nezávislost na irelevantnı́ch alternativách)

Je-li P ′ výplatnı́ oblast obsažená v P a obě dvojice
(u0, v0), (u∗, v∗) ∈ P ′, pak

Ψ(P ′, (u0, v0)) = (u
∗, v∗).
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Podmı́nka 5 (Nezávislost na lineárnı́ transformaci)

Je-li P ′ zı́skáno z P lineárnı́ transformacı́

u′ = au+ b, v′ = cv + d, kde a, c > 0,

pak

Ψ(P ′, (au0 + b, cv0 + d)) = (au∗ + b, cv∗ + d).

Podmı́nka 6 (Symetrie)

Je-li množina P symetrická (tj. (u, v) ∈ P ⇔ (v, u) ∈ P ) a
u0 = v0, pak je u∗ = v∗.
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Věta 2. Existuje právě jeden „arbitrážnı́ proces“ Ψ splňujı́cı́
podmı́nky 1–6.

Důkaz.

• Konstrukce Ψ.

Přı́pad (i) Existuje (u, v) ∈ P, kde u > u0 a v > v0.

Označme K = {(u, v) ∈ P, u > u0, v > v0} a definujme

g(u, v) = (u− u0)(v − v0) pro (u, v) ∈ K.

Existuje právě jeden bod (u∗, v∗), v němž g(u, v) nabývá maxi-
málnı́ hodnoty.

Položme
Ψ(P, (u0, v0)) = (u

∗, v∗).
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Přı́pad (ii)
Pro žádný bod (u, v) ∈ P neplatı́ zároveň u > u0 a v > v0.
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Přı́pad (iia) Existuje bod (u0, v) ∈ P, pro který v > v0.

Největšı́ v s touto vlastnostı́, kde (u0, v) ∈ P, označme v∗.

Položme
Ψ(P, (u0, v0)) = (u0, v

∗).
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Přı́pad (iib) Existuje bod (u, v0) ∈ P, pro který u > u0.

Největšı́ u s touto vlastnostı́, pro něž (u, v0) ∈ P, označme u∗.

Položme
Ψ(P, (u0, v0)) = (u

∗, v0).
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Přı́pad (iic) Nenastává ani jeden z přı́padů (iia), (iib).

Položme
Ψ(P, (u0, v0)) = (u0, v0).
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• Ověřenı́ Nashových axiomů.

Podmı́nky (1) a (3) jsou zřejmě splněny ve všech přı́padech.

Podmı́nka (2): Pokud by nebyla splněna, pak by existoval bod
(u, v) ∈ P, (u, v) 6= (u∗, v∗), který by dominoval bodu (u∗, v∗).

V přı́padě (i) by platilo

(u− u0) ≥ (u∗ − u0), (v − v0) ≥ (v∗ − v0)

a aspoň jedna z těchto nerovnostı́ by byla ostrá ((u, v) 6= (u∗, v∗)).
Proto

g(u, v) > g(u∗, v∗),

což je spor s konstrukcı́ (u∗, v∗).

V přı́padě (iia) musı́ být u∗ = u0 = u, protože neplatı́ zároveň
(iib); proto v > v∗, což je spor s definicı́ v∗. Analogicky pro (iib).

V přı́padě (iic) je (u∗, v∗) = (u0, v0); pokud by bylo u > u0, pak by
platilo (iib), při v > v0 by nastal přı́pad (iia), což je spor.



JJ x II

320

Podmı́nka (4): V přı́padě (i) je maximálnı́ hodnota funkce g na
průniku K ∩ P′ menšı́ nebo rovna jejı́ maximálnı́ hodnotě na K.

Protože je (u∗, v∗) ∈ P ′, jsou si tato maxima rovna.

Proto
Ψ(P ′, (u0, v0)) = Ψ(P, (u0, v0)).

V přı́padech (iia), (iib) lze postupovat podobně, přı́pad (iic) je
snadný.

Podmı́nka (5): V přı́padě (i) platı́ (i) i pro výplatnı́ oblast P ′ se
status quo bodem (au0 + b, cv0 + d). Proto

(u′ − (au0 + b))(v′ − (cv0 + d)) = ac(u− u0)(v − v0).

Protože a, c > 0, nabývá funkce na levé straně rovnice svého
maxima v bodě (au∗+ b, cv∗+ d). V přı́padě (i) tedy podmı́nka (5)
platı́. Postup v ostatnı́ch přı́padech je obdobný.
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Podmı́nka (6): Pokud by bylo u∗ 6= v∗, pak by ze symetrie plynulo
(v∗, u∗) ∈ P ; v přı́padě (i) by platilo

g(v∗, u∗) = g(u∗, v∗).

Podle tvrzenı́ 3 nabývá funkce g svého maxima pouze v jednom
bodě, což je spor. Přı́pady (iia) a (iib) nemohou vzhledem k sy-
metrii nastat.

• Jednoznačnost.

Důkaz se provede sporem, k němuž se dojde z předpokladu,
že existuje jiný arbitrážnı́ proces Ψ splňujı́cı́ Nashovy axiomy.
Protože jsou tyto procesy různé, existuje výplatnı́ oblast P a bod
„status quo“ (u0, v0) ∈ P, pro něž

(u, v) = Ψ(P, (u0, v0)) 6= Ψ(P, (u0, v0)) = (u
∗, v∗).
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Věta 3. Necht’P je výplatnı́ oblast a (u0, v0) ∈ P. Předpokládejme,
že existuje bod (u, v) ∈ P s vlastnostı́

u > u0, v > v0;

množinu všech bodů (u, v) uvedené vlastnosti označme symbo-
lem K. Definujme na množině K funkci

g(u, v) = (u− u0)(v − v0).

Potom g dosahuje svého maxima na K v právě jednom bodě.
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Ehud Kalai, Meir Smorodinsky

Other Solutions to Nash’s Bargaining Problem, 1975

(Econometrica 43, 513–518)

Řešenı́ vycházejı́cı́ z nejoptimističtějšı́ch očekávánı́:
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Mı́sto podmı́nky 4 (nezávislost na irelevantnı́ch alternativách):

Individuálnı́ monotonie: Je-li P ⊆ P′ a pro j 6= i je aj(P
′) =

aj(P), pak Ki(P, d) ≤ Ki(P
′, d).
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Věta 4. Kalai-Smorodinského řešenı́ je jediné řešenı́ splňujı́cı́
podmı́nky paretovské optimality, symetrie, nezávislosti na lineár-
nı́ch transformacı́ch a individuálnı́ monotonie (n = 2).
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Rovnostářské řešenı́ – Ehud Kalai, 1977

Silná monotonie: Je-li P ⊆ P′, pak Ki(P, d) ≤ Ki(P
′, d) pro

všechna i.

Věta 5. Rovnostářské řešenı́ je jediné řešenı́ splňujı́cı́ podmı́nky
slabé paretovské optimality, symetrie, a silné monotonie.
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Diktátorské řešenı́



JJ x II

328

☛ Přı́klad 3. Uvažujme kooperativnı́ hru určenou dvojmaticı́(
(2,−1) (−2, 1) (1, 1)
(−1, 2) (0, 2) (1,−2)

)
.

Hodnoty u0, v0 nalezneme jako minimálnı́ zaručené výhry jednot-
livých hráčů v nejhoršı́ možné situaci, která pro ně v rámci dané
hry může nastat, tj. v situaci, kdy by se je oponent snažil co nej-
vı́ce poškodit (to znamená: čı́m méně dostane prvnı́ hráč, tı́m
většı́ užitek pro druhého a naopak). Každý hráč tedy uvažuje an-
tagonistickou hru, kde on má své původnı́ hodnoty a protihráč má
vždy opačný zisk.

Z pohledu prvnı́ho hráče:(
(2,−2) (−2, 2) (1,−1)
(−1, 1) (0, 0) (1,−1)

)
.

Můžeme eliminovat poslednı́ sloupec, dále musı́me najı́t smı́šené
strategie. Protože se nám jedná o zisk prvnı́ho hráče v rovnováž-
ném bodě, budeme rovnou pracovat se ziskem prvnı́ho hráče a
ptát se, kdy je tento hráč indiferentnı́ mezi svými strategiemi, tj.
mezi prvnı́m a druhým řádkem:

2q − 2(1− q) = −q ⇔ q = 2/5
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V rovnici máme přı́mo zisk prvnı́ho hráče, stačı́ tedy dosadit 2/5
do libovolné strany rovnice a zı́skáme u0 = −2/5.

Z pohledu druhého hráče:(
(1,−1) (−1, 1) (−1, 1)
(−2, 2) (−2, 2) (2,−2)

)
.

Druhý sloupec dominuje prvnı́mu i třetı́mu, které tedy můžeme
eliminovat, v druhém sloupci vidı́me rovnovážný bod (−1, 1). Nynı́
nás zajı́má zisk druhého hráče, proto v0 = 1.



JJ x II

330

(
(2,−1) (−2, 1) (1, 1)
(−1, 2) (0, 2) (1,−2)

)
.

Maximinnı́ hodnoty: u0 = −25 , v0 = 1.
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Položme (u0, v0) = (−25 , 1). Arbitrážnı́ bod zřejmě musı́ být na-
lezen mezi body výplatnı́ oblasti, které dominujı́ (−25 , 1) a které
nejsou dominovány žádnými jinými body – tj. na úsečce s krajnı́mi
body (0, 2) a (1, 1), která představuje vyjednávacı́ množinu. Podle
konstrukce arbitrážnı́ho bodu hledáme maximum funkce

g(u, v) = (u− u0)(v − v0) =

(
u+
2
5

)
(v − 1)

na úsečce dané rovnicı́ v = −u + 2. Jedná se tedy o nalezenı́
extrému funkce jedné reálné proměnné

g(u,−u+ 2) =

(
u+
2
5

)
(−u+ 1) = −u2 +

3
5
u+
2
5

.

Pomocı́ diferenciálnı́ho počtu obdržı́me

u =
3
10

, v =
17
10

.
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☛ Přı́klad 4. Uvažujme kooperativnı́ hru určenou dvojmaticı́(
(5, 1) (7, 4) (1, 10)
(1, 1) (9,−2) (5, 1)

)
.

Maximinnı́ hodnoty: u0 = 3, v0 = 1.
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☛ Přı́klad 5. Uvažujme kooperativnı́ hru určenou dvojmaticı́(
(5, 1) (7, 4) (1, 10)
(1, 1) (9,−2) (5, 1)

)
.

Maximinnı́ hodnoty: u0 = 3, v0 = 1.
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Vyjednávacı́ množina je nynı́ tvořena dvěma úsečkami, stejný
postup jako v předchozı́m přı́kladu se použije na obě úsečky, při-
čemž pro jednu vyjde bod maxima mimo ni, pro druhou zı́skáme
arbitrážnı́ bod

u =
13
2

, v =
9
2

.
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9 KOOPERATIVNÍ HRY

N HRÁČŮ
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V předchozı́ kapitole mohli hráči koordinovat své strategie, ne-
mohli však sdı́let zisky. Ve hrách studovaných v této kapitole bu-
dou hráči moci spolupracovat zcela, včetně přı́padného přeroz-
dělenı́ výhry. Budeme předpokládat, že dohody, které uzavřou,
jsou naprosto závazné.
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Definice 1. Uvažujme hru N hráčů; množinu všech hráčů
označme symbolem Q.

Koalicı́ se rozumı́ skupina hráčů spolupracujı́cı́ch při volbě
strategiı́, přı́padně při přerozdělovánı́ výhry. Koaličnı́ struk-
turou se nazývá množina všech koalic, které se v dané
situaci z uvažovaných hráčů vytvořı́. Koalice budeme zna-
čit pı́smeny K, L, Q, apod., přı́padně je udáme přı́mo jako
množinu obsahujı́cı́ členy této koalice, např. {1}, {2, 3, 5} aj.
Protikoalicı́ ke koalici K ⊆ Q se rozumı́ množina hráčů

K = Q \K = {i ∈ Q; i 6∈ K}.

Množina všech hráčů Q se nazývá velká koalice, jejı́
protikoalice, tj. prázdná množina, se nazývá prázdná
koalice.

Obecně se ve hře může vytvořit 2N koalic – právě tolik je všech
podmnožin množiny Q.
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Definice 2. Hra ve tvaru charakteristické funkce sestává
z množiny hráčů

Q = {1, 2, . . . , N}

a reálné funkce v definované na množině všech koalic, pro
kterou je

v(∅) = 0

a pro každé dvě disjunktnı́ koalice K, L platı́ superaditivita:

v(K ∪ L) ≥ v(K) + v(L).

Pro jednoduchost budeme symbolem v značit i přı́slušnou
hru ve tvaru charakteristické funkce.

Hodnoty charakteristické funkce udávajı́ sı́lu jednotlivých koalic.
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Definice 3. Hra ve tvaru charakteristické funkce se nazývá
nepodstatná, jestliže platı́:

v(Q) =
N∑

i=1

v({i})

Hra, která nenı́ nepodstatná, se nazývá podstatná.

Věta 1. Necht’ K je libovolná koalice hráčů v nepodstatné hře.
Potom

v(K) =
∑
i∈K

v({i})

Důkaz. Pro každou koalici K platı́ (ze superaditivity):

v(K) ≥
∑
i∈K

v({i})

Kdyby pro nějakou koalici K platila ostrá nerovnost, pak by bylo

v(Q) ≥ v(K) + v(K) >
∑
i∈Q

v({i})
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Imputace

Definice 4. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce
s množinou hráčů

Q = {1, 2, . . . , N}.

N -tice a reálných čı́sel se nazývá imputace, jsou-li splněny
následujı́cı́ podmı́nky:

• Individuálnı́ racionalita: pro každého hráče i je

ai ≥ v({i}). (9.1)

• Kolektivnı́ racionalita: platı́

N∑
i=1

ai = v(Q). (9.2)
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Motivace – individuálnı́ racionalita: ∀i : ai ≥ v({i})

Kdyby pro nějaké i bylo ai < v({i}), pak by se nikdy nevytvořila
koalice, která by hráči přinesla pouze ai – pro hráče i by bylo
výhodnějšı́ zůstat sám za sebe a takové koalice se nezúčastnit.
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Kolektivnı́ racionalita:
∑N

i=1 ai = v(Q)

Určitě platı́:
N∑

i=1

ai ≥ v(Q). (9.3)

V opačném přı́padě by totiž bylo

β = v(Q)−
N∑

i=1

ai > 0.

Pro hráče by tak bylo výhodnějšı́ vytvořit velkou koalici a rozdělit
si celkový zisk ve výši v(Q) tak, aby každý z nich zı́skal vı́ce –
napřı́klad:

a′i = ai + β/N.

Na druhou stranu musı́ být také

N∑
i=1

ai ≤ v(Q), (9.4)

protože v(Q) představuje maximum, co hráči mohou ve hře zı́skat
(plyne ze superaditivity).
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Věta 2. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Je-li v

nepodstatná, pak má právě jednu imputaci, a to

a = (v({1}), v({2}), . . . , v({N})).

Je-li v podstatná, pak má nekonečně mnoho imputacı́.

Důkaz. Pro nepodstatnou hru v : Kdyby bylo pro nějaké j

aj > v({j}),

pak
N∑

i=1

ai >
N∑

i=1

v({i}) = v(Q),

což by odporovalo podmı́nce kolektivnı́ racionality.
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Pro podstatnou hru v : Uvažujme

β = v(Q)−
N∑

i=1

v({i}) > 0.

Pro jakoukoli N -tici α nezáporných čı́sel, jejichž součet je β, de-
finuje vztah

ai = v({i}) + αi

imputaci. Protože existuje nekonečně mnoho takových N -tic α,

existuje i nekonečně mnoho imputacı́. �
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Formalizace myšlenky, že daná koalici preferuje jednu imputaci
před jinou:

Definice 5. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce,
K je koalice, a, b jsou imputace. Řekneme, že a dominuje
b pro koalici K, jestliže platı́:

• ai > bi pro všechna i ∈ K,

•
∑
i∈K

ai ≤ v(K).

Dominanci budeme značit symbolem a �K b.

Druhá podmı́nka řı́ká, že rozdělenı́ a je dosažitelné, tj. hráči v
koalici K mohou zı́skat dostatečně vysokou hodnotu na to, aby
každému mohlo být vyplaceno přı́slušné ai.
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Jádro hry

Intuitivně je zřejmé, že bude-li nějaká imputace dominována pro
nějakou koalici jinou imputacı́, budou mı́t hráči této koalice snahu
zrušit původnı́ koalici a ustavit tuto výhodnějšı́.

Definice 6. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce.
Jádro hry je tvořeno všemi imputacemi, které nejsou
dominovány žádnou jinou imputacı́ pro žádnou jinou koalici.

Je-li tedy imputace a v jádru dané hry, nemá žádná skupina hráčů
důvod vytvořit jinou koalici a nahradit a jinou imputacı́.
K usnadněnı́ rozhodnutı́, zda jistá imputace ležı́ v jádru hry či
nikoli, sloužı́ následujı́cı́ věta:
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Věta 3. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hráči
a necht’ a je imputace. Potom a ležı́ v jádru hry v právě tehdy,
když ∑

i∈K

ai ≥ v(K) (9.5)

pro každou koalici K.

Důkaz. ⇐ Předpokládejme, že pro každou koalici platı́ vztah
(9.5). Jestliže nějaká jiná imputace b dominuje a pro nějakou
koalici K, pak ∑

i∈K

bi >
∑
i∈K

ai ≥ v(K),

což odporuje podmı́nce dosažitelnosti z definice dominance. Proto
a musı́ být v jádru.
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⇒ Předpokládejme naopak, že a je v jádru a předpokládejme,
že K je koalice, pro kterou∑

i∈K

ai < v(K).

Chceme dojı́t ke sporu. Nejprve si uvědomme, že K 6= Q, protože
by neplatila podmı́nka kolektivnı́ racionality.
Dále lze ukázat, že existuje hráč j ∈ K, pro něhož

aj > v({j}).

Kdyby tomu tak nebylo, pak by vzhledem k superaditivitě platilo:
N∑

i=1

ai =
∑
i∈K

ai +
∑
i∈K

ai < v(K) +
∑
i∈K

v({i}) ≤ v(Q),

což opět odporuje podmı́nce kolektivnı́ racionality. Můžeme tedy
zvolit takové j ∈ K, že existuje čı́slo α, pro které platı́:

0 < α ≤ aj − v({j}) a α ≤ v(K)−
∑
i∈K

ai.

Značı́-li k počet hráčů v koalici K, můžeme definovat novou im-
putaci b dominujı́cı́ a vztahem:

bi = ai + α/k pro i ∈ K,

bj = aj − α,

bi = ai pro všechna ostatnı́ i.
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Taková imputace b dominuje imputaci a pro K, což je spor s
předpokladem, že a ležı́ v jádru. �

Tvrzenı́ 4. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N

hráči a necht’a je N -tice čı́sel. Potom a je imputace v jádru, právě
když platı́:

•
N∑

i=1

ai = v(Q),

•
∑
i∈K

ai ≥ v(K) pro každou koalici K.

Důkaz. Každá imputace z jádra zřejmě splňuje obě podmı́nky.
Splňuje-li naopak N -tice a tyto podmı́nky, pak užitı́m druhé pod-
mı́nky na jednoprvkové koalice zı́skáme individuálnı́ racionalitu,
prvnı́ představuje přı́mo kolektivnı́ racionalitu; a je proto imputacı́.
Z předchozı́ věty pak plyne, že a ležı́ v jádru. �
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☛ Přı́klad 1. Uvažujme hru třı́ hráčů popsanou tabulkou:

Trojice strategiı́ Výplatnı́ vektory
(1,1,1) (-2,1,2)

(1,1,2) (1,1,-1)

(1,2,1) (0,-1,2)

(1,2,2) (-1,2,0)

(2,1,1) (1,-1,1)

(2,1,2) (0,0,1)

(2,2,1) (1,0,0)

(2,2,2) (1,2,-2)

Množina hráčů je Q = {1, 2, 3}, všechny možné koalice jsou

∅, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3} = Q.

Uvažujme koalici K = {1, 3}. Protikoalice je K = {2}. Koalice K

má čtyři společné strategie: (1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2). Protikoalice
má dvě ryzı́ strategie: 1, 2. Zajı́má-li nás, co je koalice K schopna
pro sebe zajistit, uvažujeme dvojmaticovou hru:
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Protikoalice K

Strategie 1 2

(1, 1) (0, 1) (2,−1)
Koalice K (1, 2) (0, 1) (−1, 2)

(2, 1) (2,−1) (1, 0)

(2, 2) (1, 0) (−1, 2)

Maximinnı́ hodnoty výplatnı́ch funkcı́ jsou 4/3 a −1/3, charakte-
ristickou funkci proto budeme uvažovat takto:

v({1, 3}) = 4/3, v({2}) = −1/3.

Podobným způsobem obdržı́me:

v({1, 2}) = 1, v({3}) = 0 v({2, 3}) = 3/4, v({1}) = 1/4,

v(Q) = 1, v(∅) = 0.

Ověřte, že takto definovaná funkce v je charakteristickou funkcı́.

Imputace:

a1 + a2 + a3 = 1, a1 ≥ 1/4, a2 ≥ −1/3, a3 ≥ 0.
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Napřı́klad: (1/3, 1/3, 1/3), (1/4, 3/8, 3/8), (1, 0, 0).
Jádro:

a1 + a2 + a3 = 1
a1 ≥ 1/4
a2 ≥ −1/3
a3 ≥ 0

a1 + a2 ≥ 1
a1 + a3 ≥ 4/3
a2 + a3 ≥ 3/4

Z 1., 4. a 5. vztahu plyne: a3 = 0, a1+ a2 = 1. Přitom ale a1 ≥ 4/3,
a2 ≥ 3/4. Jádro hry je v tomto přı́padě prázdné.
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☛ Přı́klad 2. Uvažujme hru třı́ hráčů s charakteristickou funkcı́:

v({1}) = −1/2
v({2}) = 0
v({3}) = −1/2

v({1, 2}) = 1/4
v({1, 3}) = 0
v({2, 3}) = 1/2

v({1, 2, 3}) = 1

Jádro:
a1 + a2 + a3 = 1

a1 ≥ −1/2
a2 ≥ 0
a3 ≥ −1/2

a1 + a2 ≥ 1/4
a1 + a3 ≥ 0
a2 + a3 ≥ 1/2

Tato soustava má nekonečně mnoho řešenı́; prvkem jádra je na-
přı́klad trojice (1/3, 1/3, 1/3).
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☛ Přı́klad 3. Hra s ojetým automobilem.
David má starý automobil, který nepužı́vá a je pro něj bezcenný,
pokud jej nebude moci prodat. O koupi se zajı́majı́ dva lidé, Marie
a František. Marie automobil cenı́ na 50 000 Kč, František na
70 000 Kč. Hra spočı́vá v tom, že zájemci navrhnou cenu Davidovi
a ten bud’ přijme jednu z nabı́dek, nebo obě odmı́tne.

Jádro:

(aD, aM , aF ); 50 000 ≤ aD ≤ 70 000,

aF = 70 000− aD, aM = 0.
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9.1. DALŠÍ POJMY ŘEŠENÍ

9.1.1. Shapleyho hodnota

Shapleyho hodnota bere v úvahu hráčův přı́spěvek k úspěchu
koalice, do nı́ž náležı́.
Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hráči, K je
koalice sestávajı́cı́ z k členů, do nı́ž náležı́ hráč i. Pak čı́slo

δ(i, K) = v(K)− v(K \ {i})

je mı́rou hodnoty hráče i, kterou přispěje koalici K, když se k nı́
připojı́.
Koalice K \ {i} má k − 1 členů a lze ji proto vytvořit(

N − 1
k − 1

)
=

(N − 1)!
(k − 1)!(N − k)!

způsoby (hráč i je mimo výběr, do koalice vstupuje jako poslednı́).
Střednı́ hodnota přı́nosu hráče i ke všem k-členným koalicı́m je
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hi(k) =
∑

K⊂Q, k=|K|
i∈K

v(K)− v(K \ {i})(
N − 1
k − 1

) =

=
∑

K⊂Q, k=|K|
i∈K

(k − 1)!(N − k)!
(N − 1)!

(v(K)− v(K \ {i}))

(9.6)

Střednı́ hodnota přı́nosu hráče i k úhrnu všech jednočlenných,
dvoučlenných, . . . , N -členných koalic je dána vztahem:

Hi =
N∑

k=1

hi(k)
N
=

∑
K⊂Q, i∈K

(N − |K|)!(|K| − 1)!
N !

(v(K)− v(K \ {i}))

(9.7)
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Definice 7. Shapleyho vektor hry N hráčů ve tvaru cha-
rakteristické funkce je definován jako vektor

H = (H1, H2, . . . , HN), (9.8)

jehož i-tá složka Hi je určena vztahem (9.7).
Složka Hi se nazývá Shapleyho hodnota pro hráče i.

Ihned z definice je patrné, že Shapleyho vektor vždy existuje a pro
danou hru je určen jednoznačně.

Věta 4. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Potom
Shapleyho vektor je imputacı́.
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Věta 5. Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce. Potom
Shapleyho vektor je imputacı́.

Důkaz:

• Individuálnı́ racionalita: ∀i ∈ Q : Hi ≥ v({i}):

Superaditivita ⇒ δ(i, K) = v(K)− v(K \ {i}) ≥ v({i}), proto

Hi =
∑

K⊂Q, i∈K

(N − |K|)!(|K| − 1)!
N !

(v(K)− v(K \ {i})) ≥

≥

( ∑
K⊂Q, i∈K

(N − |K|)!(|K| − 1)!
N !

)
v({i}) = v({i})

[součet pravděpodobnostı́ všech možných uspořádánı́ hráčů]
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• Kolektivnı́ racionalita:
N∑

i=1

Hi = v(Q)

N∑
i=1

Hi =
N∑

i=1

∑
K⊂Q, i∈K

(N − |K|)!(|K| − 1)!
N !

(v(K)− v(K \ {i}))

Uvažujme libovolnou, ale pevně zvolenou podmnožinu ∅ 6= T ( Q

v(T ) se v součtu objevı́ ve dvou typech členů:

• s kladným koeficientem pro T = K . . .
(N − |T |)!(|T | − 1)!

N !
[těchto členů je |T | (pro každé i ∈ T jeden)]

• se záporným koeficientem pro T = K \ {i} . . .
(N − |T | − 1)!|T |!

N !
[těchto členů je N − |T |]

Celkem je u v(T ) koeficient

|T | · (N − |T |)!(|T | − 1)!
N !

− (N − |T |) · (N − |T | − 1)!|T |!
N !

=
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Celkem je u v(T ) koeficient

|T | · (N − |T |)!(|T | − 1)!
N !

− (N − |T |) · (N − |T | − 1)!|T |!
N !

=

=
(N − |T |)!|T |!

N !
− (N − |T |)!|T |!

N !
= 0

Nenulové koeficienty proto zůstávajı́ jen u v(∅), v(Q).

Protože v(∅) = 0, dostáváme

N∑
i=1

Hi = N · (N −N)!(N − 1)!
N !

· v(Q) = v(Q)
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☛ Přı́klad 4. Uvažujme hru s charakteristickou funkcı́

v(Q) = 200, v(∅) = 0,

v({1}) = 100, v({2}) = 10 v({3}) = 0,

v({1, 2}) = 150, v({1, 3}) = 110, v({2, 3}) = 20.

V tomto přı́padě bude

h1(1) = 100, h2(1) = 10, h3(1) = 0,

h1(2) =
140 + 110
2

, h2(2) =
50 + 20
2

, h3(2) =
10 + 10
2

,

h1(3) = 180, h2(3) = 90, h3(3) = 50,
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Celkem tedy:

H1 =
100 + 125 + 180

3
= 135,

H2 =
10 + 35 + 90

3
= 45,

H3 =
0 + 10 + 50

3
= 20,

Shapleyho vektor: H = (135, 45, 20) .
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☛ Přı́klad 5. Pro hru z přı́kladu 3 jsou Shapleyho hodnoty ná-
sledujı́cı́:

HD = 43 333, 3; HM = 8333, 3;HF 18 333, 3;

tj.
H =

(
43 333, 3; 8 333, 3; 18 333, 3

)
.
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☛ Přı́klad 6. Hra Kocourkov.

Obecnı́ správa v Kocourkově je tvořena městskou radou a staros-
tou. Rada je tvořena šesti radnı́mi a předsedou. Vyhláška může
vejı́t v platnost dvěma způsoby:

• Většina rady (přičemž předseda volı́ jen v přı́padě remı́zy
mezi radnı́mi) ji schválı́ a starosta ji podepı́še.

• Rada ji schválı́, starosta ji vetuje, ale alespoň šest ze sedmi
členů rady pak veto přehlasuje (v tomto přı́padě předseda
vždy volı́).

Definujme v(S) = 1 pro vı́těznou koalici, v(S) = 0 pro poraženou
koalici.
Rozdělenı́

(aS, aP , a1, . . . , a6),

kde S značı́ starostu, P předsedu a 1, 2, . . . , 6 radnı́, je imputacı́,
právě když

aS, aP , a1, . . . , a6 ≥ 0 a aS + aP + a1 + · · ·+ a6 = 1.

Snadno lze odvodit, že jádro této hry je prázdné:
Vzhledem k tomu, že jakákoli aspoň šestiprvková koalice zvı́tězı́,
je

aP + a1 + · · ·+ a6 ≥ 1
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a stejná nerovnost platı́ i tehdy, když libovolný ze sčı́tanců vy-
pustı́me. Protože všichni sčı́tanci jsou nezápornı́ a součet všech
osmi je roven jedné, musı́ být všechny rovny nule, což je spor.
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Pokusme se nynı́ najı́t Shapleyho vektor pro tuto hru.
Začněme s hodnotou starosty S. Nenulové členy v součtu (9.7)
jsou ty, pro něž je K \ {S} poražená koalice, ale K je vı́tězná
(odstranı́-li starostu, radnı́ vyhlášku schválı́, ale nepřehlasujı́ jeho
veto). V tomto přı́padě existujı́ čtyři druhy vı́tězných koalic:

1. K obsahuje starostu, tři radnı́ a předsedu. Takovýchto koalic
je (

6
3

)
= 20.

Protože |K| = k = 5, je přı́spěvek těchto množin k celkové
hodnotě HS roven

20 · (N − k)!(k − 1)!
N !

= 20 · (8− 5)!(5− 1)!
8!

= 20 · 1
280
=
1
14

.

2. K obsahuje starostu a čtyři radnı́. Takovýchto koalic je 15 a
přı́spěvek těchto množin k celkové hodnotě HS je roven

15 · (8− 5)!(5− 1)!
8!

=
3
56

.

3. K obsahuje starostu, čtyři radnı́ a předsedu. Takovýchto
koalic je 15 a přı́spěvek těchto množin k celkové hodnotě
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HS je roven

15 · (8− 6)!(6− 1)!
8!

=
5
56

.

4. K obsahuje starostu a pět radnı́ch. Takovýchto koalic je 6 a
přı́spěvek těchto množin k celkové hodnotě HS je roven

6 · (8− 6)!(6− 1)!
8!

=
1
28

.

Celkem je tedy

HS =
1
14
+
3
56
+
5
56
+
1
28
=
1
4

.

Dále se podı́vejme na předsedu P. V tomto přı́padě existujı́ jen
dva druhy vı́tězných koalic:

1. K obsahuje předsedu, tři radnı́ a starostu (volba radnı́ch
skončı́ remı́zou, předseda volı́, starosta podepı́še.

2. K obsahuje předsedu a pět radnı́ch (návrh bude vetován,
ale s předsedovým hlasem bude přehlasovánj).

Koalic prvnı́ho typu je celkem 20, druhého typu 6. Proto

HP = 20 ·
(8− 5)!(5− 1)!

8!
+ 6 · (8− 6)!(6− 1)!

8!
=
3
28

.
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Součet všech H je 1, hodnoty pro jednotlivé radnı́ jsou zřejmě
stejné, proto pro každé i = 1, 2, . . . , 6 bude

Hi =
1
6
(1− 1

4
− 3
28
) =

3
28

.

Celkem:

H =

(
1
4
,
3
28

,
3
28

, . . . ,
3
28

)
Je vidět, že starosta má mnohem většı́ moc než předseda či
obyčejný radnı́. A ukazuje se, že předseda má přesně stejnou
moc jako radnı́.



JJ x II

369

Lloyd Shapley (*1923), Martin Shubik (*1926)

A Method for Evaluating the Distribution of Power in a Com-
mittee System, 1954

Model volebnı́ situace: kooperativnı́ hra ve tvaru charakteris-
tické funkce, v nı́ž je koalici, která může prosadit návrh, přiřazena
hodnota 1, a koalici, která jej prosadit nemůže, hodnota 0.

Jak měřit sı́lu jednotlivých voličů ve volebnı́ hře?

Shapley, Shubik navrhli využitı́ Shapleyho hodnoty:

Hi =
∑

K⊂Q, i∈K

(N − |K|)!(|K| − 1)!
N !

(v(K)− v(K \ {i}))
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Lloyd Shapley (*1923), Martin Shubik (*1926)

A Method for Evaluating the Distribution of Power in a Com-
mittee System, 1954

Uvažujme skupinu jedinců, kteřı́ všichni chtějı́ hlasovat pro ně-
jaký návrh. Volı́ postupně. Jakmile pro návrh hlasuje již dostatek
jedinců, je považován za schválený a poslednı́mu hlasujı́cı́mu se
dostane pochvaly za to, že umožnil zákonu projı́t. Zvolme ná-
hodné pořadı́ hlasovánı́ členů. Pak můžeme spočı́tat, jak často je
určitý jedinec „pivotem“, klı́čovým voličem – toto čı́slo nám udává
náš index.

Jinými slovy: pro voliče i je Shapley-Shubikův index daný vzta-
hem

ϕi =
počet seřazenı́, v nichž je i klı́čovým voličem

n!

Kombinatorická formule pro ”S-S” index:

ϕi =
∑
K

(k − 1)!(n− k)!
n!

, k = |K|,

kde součet probı́há přes všechny koalice K, pro něž je i „klı́čovým
voličem“: koalice K je vı́tězná, avšak koalice K \ {i} nikoli.
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John F. Banzhaf III. (*1940)

Weighted Voting doesn’t work: a Mathematical Analysis, 1965

Vhodnou mı́rou zákonodárcovy sı́ly je jednoduše počet různých
situacı́, v nichž je schopen ovlivnit výsledek. Tj. v přı́padě n zá-
konodárců, z nichž každý jedná nezávisle a je schopen ovlivnit
výsledek pouze svými hlasy, poměr sı́ly zákonodárce X k sı́le zá-
konodárce Y je stejný jako poměr počtu možných volebnı́ch kom-
binacı́ celého sboru, v nichž X může změnit výsledek změnou
svého hlasu, k počtu kombinacı́, v nichž Y může změnit výsledek
změnou svého hlasu.

Jinými slovy:

Sı́la voliče i má být přı́mo úměrná počtu koalic, pro něž je i „klı́-
čovým voličem“. Je vhodné vydělit tento počet celkovým počtem
koalic obsahujı́cı́ch i.
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Sı́la voliče i má být přı́mo úměrná počtu koalic, pro něž je i „klı́-
čovým voličem“. Je vhodné vydělit tento počet celkovým počtem
koalic obsahujı́cı́ch i.

Nenormalizovaný Banzhafův index:

β′i =
počet koalic, v nichž je i „klı́čovým voličem“

2n−1

Normalizovaný Banzhafův index:

βi =
β′i∑
i β

′
i

One Man, 3,312 Votes: A Mathematical Analysis of the Elec-
toral College, 1968
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☛ Přı́klad 7: Rada bezpečnosti OSN

1946: V době vzniku tvořilo Radu bezpečnosti OSN 5 stálých
členů (Čı́nská republika, Francie, Sovětský svaz, USA, Spojené
královstvı́) a 6 členů nestálých, volených na 2 roky (Brazı́lie, Me-
xiko, Austrálie, Polsko, Egypt, Nizozemı́).

K přijetı́ rezoluce bylo třeba 7 kladných hlasů a žádné veto stálého
člena.

Označme S – stálého člena, N – nestálého člena

Počet všech seřazenı́:
(
11
5

)
=
11!
6!5!
= 462

Seřazenı́, při nichž je některý z nestálých členů klı́čový:

SSSSSN︸ ︷︷ ︸N NNNN︸ ︷︷ ︸
6 1

Shapley-Shubikův index všech nestálých členů dohromady:

ϕN =
6
462
=
1
77
= 0, 013

Shapley-Shubikův index jednoho nestálého člena:

ϕN0 =
1
462
= 0, 00216
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Shapley-Shubikův index všech stálých členů dohromady:

ϕS = 1−
6
462
=
456
462
=
76
77
= 0, 987

Shapley-Shubikův index jednoho stálého člena:

ϕS0 =
76
5 · 77

= 0, 1974

Poměr:
ϕS0

ϕN0

= 91, 4
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1965: Rada bezpečnosi rozšı́řena na 10 nestálých členů (dnes:
Belgie, Burkina Faso, Chorvatsko, Indonésie, Itálie, Jihoafrická
republika, Kostarika, Libye, Panama, Vietnam). K přijetı́ rezoluce
je třeba 9 kladných hlasů a žádné veto od stálého člena.

Počet všech seřazenı́:
(
15
5

)
=
15!
10!5!

= 3003

Seřazenı́, při nichž je některý z nestálých členů klı́čový:

SSSSSNNN︸ ︷︷ ︸N NNNNNNN︸ ︷︷ ︸(
8
3

)
=
8!
5!3!
= 56 1

ϕN =
56
3003

= 0, 0186 = 1, 86%, ϕN0 = 0, 00186

ϕS =
2947
3003

= 0, 9814 = 98, 14%, ϕS0 = 0, 19628
ϕS0

ϕN0

= 105, 25
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Banzhafův index (v původnı́m složenı́ Rady):

Vı́tězné koalice, pro něž je jeden konkrétnı́ nestálý člen N klı́čový:
SSSSSNN . . . 5 možnostı́ (pro N)

Všech neprázdných koalic ... 210

Banzhafův index jednoho nestálého člena: β′N0 =
5
210
= 0, 004883

Vı́tězné koalice, pro něž je jeden konkrétnı́ stálý člen S klı́čový:
SSSSSNN, SSSSSNNN, . . . SSSSSNNNNNN

Banzhafův index jednoho stálého člena:

β′S0 =

(
6
2

)
+

(
6
3

)
+ · · ·+

(
6
6

)
210

=
57
210

Součet: ∑
i

β′i = 6 ·
5
210
+ 5 · 57

210
=
30 + 285
210

=
315
210

βN0 =
5
315
= 0, 01587, βS0 =

57
315

,
βS0

βN0

= 11, 4
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☛ Přı́klad 8: Akcionáři
Uvažujme firmu, jejı́chž 40 % akciı́ vlastnı́ jeden akcionář (označme
jej V – velký) a zbývajı́cı́ch 60 % je rozděleno mezi 600 malých
akcionářů (každý z nich tedy vlastnı́ 0,1 %; libovolného z nich
označme M – malý).

Počet všech seřazenı́: 601

Seřazenı́, při nichž je některý z malých akcionářů klı́čový: 201

V MM . . . M︸ ︷︷ ︸M MM . . .M︸ ︷︷ ︸
101 · 1 = 101

MMM . . . M︸ ︷︷ ︸M M . . . V . . .M︸ ︷︷ ︸
1 · 100 = 100

Seřazenı́, při nichž je klı́čový velký akcionář: 601− 201 = 400
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Shapley-Shubikův index:

ϕV =
400
601
= 0, 666 = 66, 6 %

ϕM =
201
601
= 0, 334 = 33, 4 %, ϕM0 =

1
600
· 33, 4% = 0, 056 %

ϕV

ϕM0

= 1194
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☛ Přı́klad 9: Strany v Parlamentu České republiky

81 70 26 13 6 4 velikost příspěvek k S-S
               k

1 ODS ČSSD KSČM KDU SZ N 200 6

2 ODS ČSSD KSČM KDU SZ  196 5 0,033333333
3 ODS ČSSD KSČM KDU  N 194 5
4 ODS ČSSD KSČM  SZ N 187 5
5 ODS ČSSD  KDU SZ N 174 5
6 ODS  KSČM KDU SZ N 130 5
7  ČSSD KSČM KDU SZ N 119 5

8 ODS ČSSD KSČM KDU 190 4 0,016666667
9 ODS ČSSD KSČM  SZ  183 4

10 ODS ČSSD KDU SZ 170 4
11 ODS KSČM KDU SZ 126 4
12 ČSSD KSČM KDU SZ 115 4
13 ODS ČSSD KSČM N 181 4
14 ODS ČSSD KDU N 168 4
15 ODS KSČM KDU N 124 4
16 ČSSD KSČM KDU N 113 4
17 ODS ČSSD SZ N 161 4
18 ODS KSČM SZ N 117 4
19 ČSSD KSČM SZ N 106 4
20 ODS KDU SZ N 104 4
21 ČSSD KDU SZ N 93 4
22 KSČM KDU SZ N 49 4
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23 ODS ČSSD KSČM    177 3 0,016666667
24 ODS ČSSD KDU   164 3
25 ODS  KSČM KDU   109 3
26  ČSSD KSČM KDU   120 3
27 ODS ČSSD  SZ  157 3
28 ODS  KSČM  SZ  102 3
29  ČSSD KSČM  SZ  113 3
30 ODS   KDU SZ  89 3
31  ČSSD  KDU SZ  100 3
32   KSČM KDU SZ  45 3
33 ODS ČSSD   N 155 3
34 ODS  KSČM   N 106 3
35  ČSSD KSČM   N 91 3
36 ODS   KDU  N 87 3
37  ČSSD  KDU  N 98 3
38   KSČM KDU  N 43 3
39 ODS    SZ N 80 3
40  ČSSD   SZ N 91 3
41   KSČM  SZ N 36 3
42   KDU SZ N 23 3

43 ODS ČSSD 151 2 0,033333333
44 ODS KSČM 107 2
45 ODS KDU 94 2
46 ODS SZ 87 2
47 ODS N 85 2
48 ČSSD KSČM 96 2
49 ČSSD KDU 83 2
50 ČSSD SZ 76 2
51 ČSSD N 74 2
52 KSČM KDU 39 2
53 KSČM SZ 32 2
54 KSČM N 30 2
55 KDU SZ 17 2
56 KDU N 17 2
57 SZ N 10 2
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Strana Shapley-Shubikův Banzhafův index
index

ϕi počet β′i βi

klı́č. pozic

ODS (81) 0,383333 19 0,59375 0,365384615
ČSSD (70) 0,25 13 0,40625 0,25
KSČM (26) 0,25 13 0,40625 0,25
KDU-ČSL (13) 0,05 3 0,09375 0,057692308
SZ (6) 0,05 3 0,09375 0,057692308
N (4) 0,016666667 1 0,03125 0,019230769

součet 1,000000 52 1,625 1,000000000
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☛ Přı́klad 10: Rozdělenı́ nákladů na stavbu

Uvažujme čtyři firmy, které plánujı́ postavit nový most, jehož cena
je C = 20 milionů korun. Jednolivé firmy jsou ochotny zaplatit
maximálně následujı́cı́ částky: u1 = 10, u2 = 8, u3 = 12, u4 = 16
milionů, které odpovı́dajı́ užitku firem z nového mostu (úspora
času, pohonných hmot při dopravě apod.)
Jakým způsobem by se celkové náklady měly rozdělit mezi firmy?

Řešenı́.

Uvažujme charakteristickou funkci v(K) = max
{(∑

i∈K ui

)
− C, 0

}
({1}) = v({2}) = v({3}) = v({4}) = 0,

v({1, 2}) = v({2, 3}) = 0, v({1, 3}) = 2, v({3, 4}) = 8,

v({2, 4}) = 4, v({1, 4}) = 6, v({1, 2, 3}) = 10, v({1, 2, 4}) = 14,

v({2, 3, 4}) = 16, v({1, 3, 4}) = 18, v({1, 2, 3, 4}) = 26
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ϕ1 = 1!2!
4! [(v({1, 3})− v({3})) + (v({1, 4})− v({4}))] +

+2!1!4! [(v({1, 2, 3})− v({2, 3})) + (v({1, 3, 4})− v({3, 4}))+

+ (v({1, 2, 4})− v({2, 4}))]+

+3!0!4! [(v({1, 2, 3, 4})− v({2, 3, 4}))] =

= 1
12 [2 + 6] +

1
12 [10 + 10 + 10] +

1
4 [10] =

68
12 =

17
3 = 5, 667

Analogicky:

ϕ2 = 1
12 · 4 +

1
12 · 24 +

1
4 · 8 =

52
12 =

13
3 = 4, 333

ϕ3 = 1
12 · 10 +

1
12 · 34 +

1
4 · 12 =

80
12 =

20
3 = 6, 667

ϕ4 = 1
12 · 18 +

1
12 · 46 +

1
4 · 16 =

112
12 =

28
3 = 9, 333
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ϕ1 =
17
3

, ϕ2 =
13
3

, ϕ3 =
20
3

, ϕ4 =
28
3

Platby: pi = u1 − ϕi

p1 = 10− 17
3 =

13
3 , p2 = 8− 13

3 =
11
3 ,

p3 = 12− 20
3 =

16
3 , p4 = 16− 28

3 =
20
3 ,

∑
i pi = 13

3 +
11
3 +

16
3 +

20
3 = 20
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9.1.2. Nukleolus (Schmeidler, 1969)

Necht’ v je hra ve tvaru charakteristické funkce s N hráči, a je
daná imputace, K je daná koalice. Čı́slo

e(K, a) = v(K)−
∑
i∈K

ai (9.9)

se nazývá exces koalice K vzhledem k imputaci a.

Označme symbolem e(a) vektor o 2N−1 složkách, který je tvořen
excesy pro všechny koalice. Uspořádejme jeho složky sestupně
podle velikosti a takto vzniklý vektor označme jako f(a).
Každé imputaci a tı́mto způsobem přiřad’me vektor f(a) a na
takto vzniklé množině vektorů

{f(a);a je imputace}

uvažujme lexikografické uspořádánı́. Řekneme, že imputace b

je přijatelnějšı́ než imputace a, jestliže platı́:

f(b) ≤(lex) f(a), (9.10)

kde ≤(lex) je nerovnost v lexikografickém („slovnı́kovém“) uspořá-
dánı́, tj. bud’ je prvnı́ složka vektoru b je menšı́ než prvnı́ složka
vektoru a, nebo jsou prvnı́ složky stejné, ale druhá složka vektoru
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b je menšı́ než druhá složka vektoru a, nebo jsou prvnı́ i druhé
složky stejné, ale třetı́ složka vektoru b je menšı́ než třetı́ složka
vektoru a, atd.

Uvědomme si, že je-li imputace b přijatelnějšı́ než imputace a,

vzbuzuje méně námitek než imputace a nebo jsou tyto námitky
stejné – prvnı́ rozdı́lný exces musı́ být v f(b) menšı́ než v f(a).

Definice 8. Nukleolem hry se nazývá taková imputace, pro
kterou platı́:

f(b) ≤(lex) f(a) pro všechny imputace a.
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☛ Přı́klad 11. Pro hru s charakteristickou funkcı́

v(Q) = 0, v(∅) = 0,

v({1}) = v({2}) = v({3}) = −1,

v({1, 2}) = v({1, 3}) = v({2, 3}) = 1, .

má vektor e(a) tyto složky:

−(a1 + a2 + a3),
1− a1 − a2,

1− a1 − a3,

1− a2 − a3,

−(1 + a1),
−(1 + a2),
−(1 + a3).

Prvnı́ složka je rovna nule, nebot’v(Q) = a1+a2+a3 = 0. Protože
ai ≥ v({i}) = −1, jsou poslednı́ tři složky vždy nekladné. Kladný
exces proto mohou mı́t jen dvouprvkové koalice. Minimum

min
a je imputace

max{1− a1 − a2, 1− a1 − a3, 1− a2 − a3}
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nastává pro a = (0, 0, 0).
Nukleolus je tedy imputace (0, 0, 0).
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☛ Přı́klad 12:

Uvažujme hru s následujı́cı́ charakteristickou funkcı́:

v(1) =
1
2
, v(2) = 0, v(1, 2) = 1

Imputace:

a1 ≥
1
2
, a2 ≥ 0, a1 + a2 = 1  a1 ∈

〈
1
2
, 1

〉
, a2 = 1− a1

Jádro hry:

a1 ≥
1
2
, a2 ≥ 0, a1 + a2 = 1  a1 ∈

〈
1
2
, 1

〉
, a2 = 1− a1

Shapleyho hodnota:

H1 =
1
2
·
(
1
2
+ 1

)
=
3
4

, H2 =
1
2
·
(
0 +
1
2

)
=
1
4
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Nukleolus:

e({1}, a) = 1
2−a1 e({2}, a) = 0−a2 e({1, 2}, a) = 1−a1−a2 = 0

e(a) =
(
−a2,

1
2 − a1, 0

)
=
(
−a2, a2 − 1

2 , 0
)

f(a) =
(
0,−a2, a2 − 1

2

)
⇔ 0 ≤ a2 ≤ 1

4

=
(
0, a2 − 1

2 ,−a2
)
⇔ 1

4 ≤ a2 ≤ 1

 minimalizace:

a1 =
3
4

, a2 =
1
4
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Nash: Status Quo: (a10, a20) =
(
1
2

, 0

)

g(a1, a2) =

(
a1 −

1
2

)
a2 =

(
a1 −

1
2

)
(1− a1) =

=
3
2
a1 − a21 −

1
2
= h(a1)

h′(a1) =
3
2
− 2a1 = 0

 a1 =
3
4

, a2 =
1
4
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Babylonský Talmud (5. stol. př. Kr.)

Dělenı́ oděvu (Contested garment)

Dva [u soudu] držı́ oděv . . . jeden řı́ká: „celý je můj!“ A druhý
řı́ká: „má je polovina!“ . . . Potom prvnı́ dostane tři čtvrtiny a druhý
jednu čtvrtinu. [Mišna, 4. odd., 2. traktát – Bava m’cija]

Rabi Raši (†1105): druhý přiznává prvnı́mu jednu polovinu – ta
je tedy jasná a jedná se jen o zbývajı́cı́ polovinu, která je pak
rozdělena rovným dı́lem.

a1 =
1
2
+
1− 1

2

2
=
3
4

, a2 = 0 +
1
4
=
1
4
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Nároky: d1 = 1, d2 = 1/2

Pozůstalost: E = 1 < d1 + d2

Řešenı́: a = (a1, a2); a1 + a2 = E

(ai je část, která připadne věřiteli i)

Řešenı́ předepsané CG-principem (contested garment):

a1 =
E − (E − d1)+ − (E − d2)+

2
+ (E − d2)+ ,

a2 =
E − (E − d1)+ − (E − d2)+

2
+ (E − d1)+ ,

kde (α)+ := Max (α, 0)
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a1 =
E − (E − d1)+ − (E − d2)+

2
+ (E − d2)+ ,

a2 =
E − (E − d1)+ − (E − d2)+

2
+ (E − d1)+ ,

E ≤ d1 : (E − d1)+ = (E − d2)+ = 0, a1 = a2 = E/2

 pro E = d1 : a1 = a2 = d1/2

d1 < E ≤ d2 : (E − d1)+ > 0, (E − d2)+ = 0,

a1 = d1/2, a2 = d1/2 + (E − d1) = E − d1/2

 pro E = d1 : a1 = d1/2, a2 = d2 − d1/2

d2 < E : (E − d1)+ > 0, (E − d2)+ > 0,

a1 =
E + d1 − d2

2
, a2 =

E + d2 − d1
2
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Oběma k uspokojenı́ celého požadavku chybı́:

d1 − a1 = d1 −
E + d1 − d2

2
=

d1 + d2 − E

2

d2 − a2 = d2 −
E + d2 − d1

2
=

d1 + d2 − E

2

Slovy lze výše uvedené vztahy vyjádřit takto:

Malé částky, které nedosahujı́ ani menšı́ho z obou nároků, jsou roz-
děleny rovným dı́lem. Jakmile věřitel s nejmenšı́m nárokem dostane
polovinu svého požadavku, každá koruna navı́c připadne jen druhému
věřiteli, a to až do okamžiku, kdy mu chybı́ polovina menšı́ho nároku
(neboli oběma chybı́ d1/2). Poté se do hry vrátı́ prvnı́ věřitel a každá
koruna navı́c je opět rozdělena rovným dı́lem.

Ztráty, které oběma chybějı́ k uspokojenı́ jejich nároků, můžeme sle-
dovat již od hodnoty E = (d1 + d2)/2. Zde proces probı́há zrcadlově:
malé ztráty jsou děleny rovným dı́lem (přı́pad d2 < E), jakmile věřiteli
s menšı́m nárokem chybı́ polovina, každá dalšı́ chybějı́cı́ koruna jde na
vrub druhého věřitele, až oběma chybı́ právě polovina jejich nároku.
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M. M. Kaminski, 2000

Hydraulic Rationing.

Mathematical Social Sciences 40, 131–135

Hydraulická analogie dělenı́ částky (kapalina) mezi věřitele s růz-
nými nároky (velikosti nádob; každá nádoba je tvořena dvěma
částmi stejného objemu; objem spojnice těchto částı́ je zanedba-
telný; původně pro tři věřitele):
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M. M. Kaminski, 2000

Hydraulic Rationing.

Mathematical Social Sciences 40, 131–135

Hydraulická analogie dělenı́ částky (kapalina) mezi věřitele s růz-
nými nároky (velikosti nádob; každá nádoba je tvořena dvěma
částmi stejného objemu; objem spojnice těchto částı́ je zanedba-
telný; původně pro tři věřitele):
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Monotonie:

Funkce a1(E), a2(E) vyjadřujı́cı́ závislost částky, kterou dostane
každý z věřitelů, na pozůstalosti E jsou neklesajı́cı́.

Nejlépe je to vidět opět na hydraulickém modelu: přilijeme-li vodu,
hladina v žádné z nádob nepoklesne.



JJ x II

399

Problém bankrotu: (E, d), d = (d1, d2, . . . dn)

Věřitelé: 1, 2, . . . , n

Dluhy: d1 ≥ 0, d2 ≥ 0, . . . , dn ≥ 0,

Pozůstalost: E < d1 + d2 + · · ·+ dn

Řešenı́: x = (x1, x2, . . . xn); x1 + x2 + · · ·+ xn = E

(xi částka, která připadne věřiteli i)

Označme D = d1 + d2 + · · ·+ dn

Konzistentnı́ řešenı́: pro všechna i 6= j je dělenı́ částky xi + xj

předepsané CG-principem pro dluhy di, dj rovno (xi, xj)
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Věta (Aumann, Maschler, 1985):
Každý problém bankrotu má jediné konzistentnı́ řešenı́.

Důkaz. Nejvýše jedno řešenı́: Sporem:

Uvažujme dvě různá konzistentnı́ řešenı́ x, y, kde

x = (x1, . . . , xi, . . . , xj, . . . , xn),
n∑

k=1

xk = E, xk ≥ 0,

y = (y1, . . . , yi, . . . , yj, . . . , yn),
n∑

k=1

yk = E, yk ≥ 0,

xi < yi, xj > yj, yi + yj ≥ xi + xj.

Konzistentnost⇒ j dostane

yj při celkovém jměnı́ yi + yj,

xj při celkovém jměnı́ xi + xj.

Monotonie (vlevo je rozdělována vyššı́ částka)
⇒ yi + yj ≥ xi + xj ⇒ yj ≥ xj

⇒ spor s předpokladem xj > yj
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Konstrukce konzistentnı́ho řešenı́:

Uvažujme rostoucı́ hodnotu částky E. Pro 0 ≤ E ≤ nd1/2 je kon-
zistentnı́m řešenı́m rovné rozdělenı́, kdy každý dostane částku
E/n. Jakmile prvnı́ věřitel obdržı́ d1/2, přestane se jeho částka
zvyšovat a s rostoucı́ hodnotou E se částka, která je navı́c, rozdělı́
mezi věřitele 2, 3, . . . , n, a to až do okamžiku, kdy druhý obdržı́
d2/2. Při dalšı́m zvyšovánı́ částky E se pak bude vše, co je navı́c,
dělit mezi věřitele 3, 4, . . . , n, atd., až každý obdržı́ právě polovinu
svého požadavku. Pro E > D/2 probı́há proces zrcadlově, jen se
mı́sto „zisku“ xi uvažuje ztráta di − xi.

Nebo: U věřitele s nejvyššı́m nárokem dosáhne pokračujme ve
zvyšovánı́ až do dn − (dn−1/2), tj. až do okamžiku, kdy mu chybı́
polovina druhého nejvyššı́ho nároku. Při dalšı́m navýšenı́ E se
do hry vrátı́ věřitel n − 1 a vše, co je navı́c, je rovným dı́lem
rozděleno mezi něj a věřitele n, a to až do okamžiku, kdy oběma
chybı́ dn−2/2, atd.
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M. M. Kaminski, 2000

Hydraulic Rationing.

Mathematical Social Sciences 40, 131–135

Hydraulická analogie dělenı́ částky (kapalina) mezi věřitele s růz-
nými nároky (velikosti nádob; každá nádoba je tvořena dvěma
částmi stejného objemu; objem spojnice těchto částı́ je zanedba-
telný):
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Uvažujme dva věřitele s nároky di ≤ dj. Pro malé hodnoty E

je částka rozdělena rovným dı́lem; jakmile prvnı́ věřitel dosáhne
poloviny svého nároku, zůstane u di/2 a částka, která je navı́c,
připadne druhému až do dj/2. Při dalšı́m zvyšovánı́ se vrátı́ do
hry věřitel i a vše, co je navı́c, se rozdělı́ rovným dı́lem mezi oba
dva.
To je ovšem přesně slovnı́ popis CG principu.
�
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Bankrotová hra odpovı́dajı́cı́ problému bankrotu (E, d) :

vE,d(S) := (E − d(N \ S))+ , kde (α)+ := Max (α, 0)

Věta (Aumann, Maschler, 1985): Konzistentnı́ řešenı́ problému
bankrotu je nukleolus odpovı́dajı́cı́ hry.
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Standardnı́ řešenı́ hry 2 hráčů v :

xi =
v(1, 2)− v(1)− v(2)

2
+ v(i)

ekvivalentně: x1 + x2 = v(1, 2), x1 − x2 = v(1− v(2))

Jinými slovy, standardnı́ řešenı́ dává každému hráči i částku v(i),
kterou si může zajistit sám, a zbytek dělı́ rovným dı́lem mezi oba
hráče.

Nukleolus, jádro a Shapleyho hodnota této hry dvou hráčů se
všechny shodujı́ se standardnı́m řešenı́m.

BOJ O ODĚV

Charakteristická funkce: v(1) =
1
2
, v(2) = 0, v(1, 2) = 1

Viz přı́klad výše
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BANKROTOVÁ HRA – 3 VĚŘITELÉ

Babylonský Talmud (5. stol. př. Kr.), Mišna, 3. odd.: Ženy, 2.
traktát: Svatebnı́ úpisy

Zemře muž, který po sobě zanechá tři vdovy, z nichž každá měla
ve svatebnı́ smlouvě stanovenou částku, kterou dostane v přı́-
padě manželova úmrtı́: prvnı́ žena má dostat 100, druhá 200
a třetı́ 300 peněžnı́ch jednotek zuz. Jak mezi vdovy rozdělit po-
zůstalost, představuje-li pouze 100, 200 nebo 300 zuz?

Řešenı́ uvedené v traktátu lze shrnout do tabulky:

Závazek

100 200 300

100 3313 3313 3313

Pozůstalost 200 50 75 75

300 50 100 150
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Talmud – historická poznámka
Připomeňme, že jednı́m ze základů židovské kultury, práva a nábo-
ženstvı́ je Mišna (opakovánı́, učenı́ ). Jejı́ autor, Rabi Jehuda ha-Nasi
(135 – 217) z galilejského města Uša v nı́ shrnul do té doby převážně
ústně tradované pobiblické náboženské právo v ucelenou sbı́rku. Mišna
se pak stala předmětem studia dalšı́ch generacı́ učenců; výsledkem je-
jich činnosti bylo vytvořenı́ Gemary (doplněnı́ ), rozsáhlého komentáře
obsahujı́cı́ho diskuse a polemiky jednotlivých učenců, jejich žáků a škol.
Tyto Gemary vznikly dvě: na izraelské půdě a v Babylonii. Soubor Mišny
a Gemary se nazývá Talmud a podle mı́sta vzniku se rozlišuje Talmud
jeruzalémský či palestinský, který byl dokončen v polovině čtvrtého
stoletı́ (Svatá země se v té době ocitla pod vládou křest’anských by-
zantských cı́sařů a hlavnı́ centrum židovského života se přesouvalo do
Babylonie; jeruzalémský Talmud se proto nezachoval v takové úplnosti
jako dále zmı́něný Talmud babylonský) a Talmud babylonský, jehož
konečnou redakci provedl RABI AŠI (†427) a jeho žáci (Talmud babylon-
ský vznikal v přı́znivějšı́ch podmı́nkách; židovské obce v Babylonii byly
obdařeny značnou autonomiı́ a těšily se plným právům).
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Mišna se členı́ do šesti oddı́lů, z nichž pro naše potřeby je nejzajı́mavějšı́
oddı́l třetı́ zvaný Nášı́m (Ženy), který je tvořen sedmi traktáty; druhý
z nich se nazývá K’tubot(Svatebnı́ úpisy) a řešı́ kromě jiného otázky
spojené se svatebnı́ smlouvou včetně obnosu, kterým se muž ženě
zavazuje pro přı́pad rozvodu nebo své smrti. V traktátu Nášı́m lze nalézt
i řešenı́ výše uvedeného problému.
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Nynı́ se vrat’me k tabulce rozdělenı́ pozůstalosti mezi vdovy.

Závazek

100 200 300

100 3313 3313 3313

Pozůstalost 200 50 75 75

300 50 100 150

Poslednı́ řádek tabulky představuje proporcionálnı́ rozdělenı́, které od-
povı́dá tomu, co by bez dlouhých úvah pravděpodobně zvolila většina
z nás. Rovné rozdělenı́ v prvnı́m řádku, kdy pozůstalost nepřevýšı́ hod-
notu nejnižšı́ho závazku, má také ještě své logické opodstatněnı́. Pro-
střednı́ řádek se však dlouho jevil jako tvrdý ořı́šek. Čtyři různá zdůvod-
něnı́ celé tabulky podali R. J. Aumann a M. Maschler v roce 1985. Z
toho tři jsou založena pouze na principech obsažených v Talmudu.
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1. zdůvodněnı́: Konzistentnost

Řešenı́ uvedené v Talmudu je konzistentnı́.

2. zdůvodněnı́: Sociálnı́ spravedlnost

Druhé zdůvodněnı́ je založeno na jiném talmudickém principu, který
je obsažen v části Arachı́n (Odhady): Obecně ten, kdo půjčı́, má au-
tomaticky retenčnı́ právo na nemovité jměnı́ dlužnı́ka. Je-li však cena
nemovitosti menšı́ než 1/2 půjčky, dlužnı́k s nı́ může v určitých přı́pa-
dech volně disponovat.
Na prvnı́ pohled se nám tento princip může zdát paradoxnı́, má však
svůj hlubšı́ etický a psychologický základ. Je-li totiž cena nemovitosti
většı́ než 1/2 hodnoty půjčky, je retenčnı́ právo důležité a věřitel dı́ky
němu zı́ská většinu poskytnutých peněz zpět. Je-li však cena nemovi-
tosti menšı́ než 1/2 půjčky, právo na ni stejně nehraje velkou roli; půjčka
byla pravděpodobně poskytnuta na základě důvěry a bylo by nemorálnı́
převzı́t do vlastnictvı́ nemovitost od člověka, který přijal půjčku v dobré
vı́ře.
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Princip zároveň ilustruje myšlenku, která je pro Talmud typická a kterou
lze zjednodušeně zformulovat takto: „Vı́ce než 1/2 je jako vše, méně než
1/2 je jako nic.“ Polovina zde představuje významný meznı́k: máme-li
dostat vı́ce než 1/2 dluhu, zaměřı́me se na celou částku a staráme se o
velikost ztráty; máme-li dostat méně než 1/2, v duchu dluh odepı́šeme
úplně a jsme pak vděčni za cokoli, co nakonec dostaneme – soustře-
dı́me se na „odměnu“. Bylo by tedy sociálně nespravedlivé, kdyby byli
různı́ věřitelé na různých stranách tohoto předělu, tj. aby jeden dostal
většinu svého nároku, zatı́mco jiný by většinu ztratil. Pro E ≤ D/2
jsou proto zisky opět děleny rovným dı́lem, jakmile však u některého
věřitele přidělená částka přesáhne jednu polovinu jeho požadavku, do-
stane pouze tuto polovinu a vše, co je navı́c, se rozdělı́ mezi ostatnı́; pro
E ≥ D/2 se při dodrženı́ stejných podmı́nek dělı́ rovným dı́lem ztráty.
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3. zdůvodněnı́: Tvorba koalic

Třetı́ zdůvodněnı́ vycházı́ z komentáře uvedeného v Jeruzalémském
Talmudu:

Samuel řı́ká, že Mišna vycházı́ z toho, že se vdovy navzájem posilujı́,
konkrétně, třetı́ se spojı́ s druhou při jednánı́ s prvnı́. Mohou jı́ řı́ci: „Tvůj
požadavek je 100, že? Vezmi si 50 a jdi“.

Druhé dvě ženy tak vytvořı́ koalici proti prvnı́; po vyplacenı́ 50 jednotek
si zbytek rozdělı́ na základě CG principu. Pro E = 200 tak zı́skáme
rozdělenı́ (50, 75, 75), pro E = 300 obdržı́me (50, 100, 150). Tento princip
ovšem funguje jen pro 150 ≤ E ≤ 450, nebot’ pro E < 150 by nebylo
zachováno uspořádánı́ a pro E > 450 by prvnı́ žena nesla většı́ ztrátu
než druhé dvě.1 Konzistentnı́ řešenı́ pak vypadá takto: Pro 0 ≤ E <

3d1/2 se pozůstalost dělı́ na rovné dı́ly, pro 3d1/2 ≤ E ≤ D − 3d1/2
probı́há rozdělenı́ na základě výše uvedeného koaličnı́ho principu, pro
D − 3d1/2 < E ≤ D se dělı́ ztráty na rovné dı́ly. Tento postup lze
indukcı́ zobecnit na n věřitelů a lze dokázat, že koaličnı́ proces vede ke
konzistentnı́mu řešenı́ pro všechny problémy bankrotu.

1Napřı́klad pro E = 100 bychom obdrželi (50, 25, 25), pro E = 500 by vyšlo
(50, 175, 275).
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4. zdůvodněnı́: Teorie kooperativnı́ch her

Poslednı́ zdůvodněnı́ je založeno na současné teorii kooperativnı́ch her
a je zajı́mavé tı́m, že ukazuje, že dnešnı́ matematické řešenı́ vede ke
stejnému výsledku jako výše naznačené filozofické či etické úvahy za-
ložené na talmudických principech. Nukleolus odpovı́dajı́cı́ hry s cha-
rakteristickou funkcı́

vE,d(S) := (E − d(N \ S))+ , kde (α)+ := Max (α, 0)

se ve všech přı́padech shoduje s řešenı́m uvedeným v Talmudu.
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d1 = 100, d2 = 200, d3 = 300

E=100

v(1) = v(2) = v(3) = 0,
v(1, 2) = v(1, 3) = v(2, 3) = 0, v(1, 2, 3) = 100

Imputace: ai ≥ 0, a1 + a2 + a3 = 100

Jádro:

ai ≥ 0, a1 + a2 ≥ 0, a1 + a3 ≥ 0, a2 + a3 ≥ 0,
a1 + a2 + a3 = 100

Shapley: H =

(
100
3

,
100
3

,
100
3

)
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Nukleolus:

e(a) = (−a1,−a2,−a3,−a1 − a2,−a1 − a3,−a2 − a3,

100− a1 − a2 − a3)

f(a) = (0,−ai,−aj,−ak, . . . )

 min.  a1 = a2 = a3 =
100
3

a1 + a2 + a3 = 100

Proporcionálnı́ dělenı́ E :

(
100
6

,
200
6

,
300
6

)
(
0,−100

6
,−200
6

,−300
6

, . . .

)
>lex

(
0,−100

3
,−100
3

,−100
3

, . . .

)
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E=200
v(1) = v(2) = v(3) = v(1, 2) = v(1, 3) = 0,
v(2, 3) = 100, v(1, 2, 3) = 200

Imputace: ai ≥ 0, a1 + a2 + a3 = 200

Jádro:
ai ≥ 0, a1 + a2 ≥ 0, a1 + a3 ≥ 0, a2 + a3 ≥ 100,
a1 + a2 + a3 = 200

Shapley: H =

(
100
3

,
250
3

,
250
3

)
Nukleolus:

e(a) = (−a1,−a2,−a3,−a1 − a2,−a1 − a3, 100− a2 − a3, 0)

f(a) = (0,−a1, a1 − 100,−a2,−a3,−a1 − a2,−a1 − a3)

 min.  a1 = 50, a2 = a3 = 75
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E=300
v(1) = v(2) = v(3) = v(1, 2) = 0, v(1, 3) = 100,
v(2, 3) = 200, v(1, 2, 3) = 300

Imputace: ai ≥ 0, a1 + a2 + a3 = 300

Jádro:
ai ≥ 0, a1 + a2 ≥ 0, a1 + a3 ≥ 100, a2 + a3 ≥ 200,
a1 + a2 + a3 = 300

Shapley: H = (50, 100, 150)

Nucleolus:

e(a) = (−a1,−a2,−a3,−a1 − a2, 100− a1 − a3, 200− a2 − a3, 0)

f(a) = (0,−a1, a1 − 100,−a2, a2 − 200,−a3, a3 − 300)

 min.  a1 = 50, a2 = 100, a3 = 150
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10 TEORIE KOLEKTIVNÍHO

ROZHODOVÁNÍ
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SPOLEČENSKÁ VOLBA

Jak spojit preference jednotlivců ve volbu celé společnosti

Hlavnı́ předmět zájmu: volby = základnı́ pilı́ř demokracie

Uvažujme n alternativ, z nichž má být volbou vybrána alternativa
vı́tězná.
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ZPŮSOBY VOLEB – PŘÍKLADY

DIKTATURA

At’ už jsou preference členů společnosti jakékoli, výsledek závisı́
pouze na jediném jedinci – diktátorovi
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PRINCIP VĚTŠINY

Každý volič zvolı́ nejoblı́benějšı́ alternativu
−→ zvı́tězı́ alternativa s nejvyššı́m počtem hlasů
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OSTRAKISMOS – STŘEPINKOVÝ SOUD

(Klesthenes, 508 př.kr.)

Shromážděnı́: každý občan napsal na ostrakon jméno toho, kdo
je podle něj nebezpečný pro svobodu občanů

−→ proti komu byla většina hlasů, musel opustit Athény na 10 let
(nepozbýval občanských práv ani majetku)
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Ramon Llull (1235 – 1316)

Má-li být zvolen jeden z n kandidátů, bylo by spravedlivé,
kdyby tento člověk zvı́tězil v duelu s každým ze zbývajı́cı́ch
kandidátů.

Spisy:

Blanquerna (1282 – 1287),

Artifitium electiones pesonarum
(před 1283),

De arte electionis (1299)
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Mikuláš Kusánský (1401 – 1464)

Llulův vı́těz nemusı́ existovat

Kusánského metoda, 1433: každý volič dá svému
nejméně oblı́benému kandidátovi 1 bod, druhému nejhor-
šı́mu 2 body, . . . , nejoblı́benějšı́mu n bodů. Vı́tězem je kan-
didát s nejvyššı́m počtem bodů.

Spis:

De concordantia catholica
(1282 – 1287)
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Marie Jean Antoine Nicolas Caritat,

marquis de Condorcet (1743 – 1794)

*17. 9. 1743 Ribemont
Studium: Jesuitská kolej v Remeši, Collège de
Navarre v Pařı́ži, matematika u D’Alemberta

1765 – 1774 kariéra matematika
(člen Královské akademie věd, čestný člen mnoha
zahraničnı́ch akademiı́ a filosofických společnostı́)
spolupráce s L. Eulerem a B. Franklinem

1774 jmenován generálnı́m inspektorem mincovny
1777 jmenován tajemnı́kem Akademie věd

1782 zvolen členem Francouzské akademie
(projev o prospěchu spojenı́ fyzikálnı́ch a morálnı́ch věd)

1789 účast ve Francouzské revoluci

1791 zvolen za Pařı́ž do Zákonodárného shromážděnı́; tajemnı́k shro-
mážděnı́; návrh reformy francouzského školstvı́, návrh ústavy, boj
za práva žen a černochů

1792 hlasoval proti popravě krále Ludvı́ka XVI.
→ zařazen mezi Girondisty

1793 po převzetı́ moci Jakobı́ny kritizoval chvatně pozměněný návrh
ústavy – označen za zrádce, vydán zatykač, 5 měsı́ců v úkrytu
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28. 3. 1794 umı́rá ve vězenı́ Bourg-la-Reine

• Du calcul intégral, 1765

• Du probleme des trois corps, 1767

• Essais d’analyse, 1768

• Contribution au Supplément de l’Encyclopédie (22 articles
sur l’analyse mathématique), 1776-1777

• Essai sur l’application de l’analyse a la probabilté des deci-
sions rendues a la pluralité des voix, 1785
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Marie Jean Antoine Nicolas Caritat,

marquis de Condorcet (1743 – 1794)

Essai sur l’application de l’analyse à la probabilité des deci-
sions rendues à la pluralité des voix, 1785

Volebnı́ metoda: každý volič ostře uspořádá všechny alternativy
podle svých preferencı́ −→ „Condorcetův vı́těz“: alternativa X

s vlastnostı́, že pro každou alternativu Y je počet voličů preferu-
jı́cı́ch X před Y většı́ než počet voličů preferujı́cı́ch Y před X.

☛ Přı́klad 1. Většina preferuje C před B, C před A, B před A.

A je poraženo alternativami B i C; většina preferuje C před B,
vı́tězı́ C.

Condorcetův vı́těz nemusı́ vždy existovat
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☛ Přı́klad 2. Uvažujme tři různé voliče s následujı́cı́mi preferen-
cemi:

Volič

X Y Z

1. A C B

Pořadı́ preferencı́ 2. B A C

3. C B A

Cyklus: A � B, B � C, C � A

=⇒ vždy lze odhalit takovou preferenci, která je schopna na
základě většinového kritéria (v binárnı́ kombinaci) předchozı́ho
vı́těze porazit
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Condorcetův paradox: i když jsou individuálnı́ preference všech
voličů tranzitivnı́, „společenské preference“ zı́skané většinovými
volbami tranzitivnı́ být nemusı́.

V demokracii neexistuje žádná jednoznačně nejlepšı́ preference,
kterou by bylo možné označit za konečnou, vı́těznou, a jejı́ž při-
jetı́ by bylo možné v rámci teorie společenské volby pokládat za
nejspravedlivějšı́.
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Jean Charles de Borda (1733 – 1799)
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Jean Charles de Borda (1733 – 1799)

Mémoire sur les élections au scrutin, 1781 (1770)
Kritika volebnı́ch pravidel ve Francouzské akademii: vı́tězem vět-
šinové volby může být všeobecně nejméně preferovaný kandidát.

☛ Přı́klad 3: 12 voličů s následujı́cı́m rozloženı́m preferencı́ vy-
bı́rá jednoho ze třı́ kandidátů, A, B, C.

Počet voličů

5 4 3

1. Alice Barbora Cecı́lie

Pořadı́ preferencı́ 2. Cecı́lie Cecı́lie Barbora

3. Barbora Alice Alice

Většinová volba: Alice � Barbora � Cecı́lie (5 : 4 : 3)
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−→ Rozpor: rozhodovánı́ mezi Alicı́ a Cecı́liı́:

Cecı́lie � Alice (7 : 5)

Bordova metoda: Každá alternativa dostane za každého
voliče počet bodů podle pořadı́ v žebřı́čku preferencı́: je-
li na poslednı́m mı́stě, zı́ská 1 bod, na předposlednı́m 2
body, . . . , na prvnı́m mı́stě n bodů, kde n je počet alternativ.
Vı́tězem je alternativa s nejvyššı́m počtem bodů.

Použı́vaná ve Francouzské akademii v letech 1796 – 1803

Vı́těz nemusı́ být pro nikoho na prvnı́m mı́stě; nevznikajı́ cykly -
jen remı́zy



JJ x II

435

Počty bodů: Počet voličů

5 4 3

1. Alice Barbora Cecı́lie

Pořadı́ preferencı́ 2. Cecı́lie Cecı́lie Barbora

3. Barbora Alice Alice

Alice . . . 3 · 5 + 1 · 4 + 1 · 3 = 22

Barbora . . . 1 · 5 + 3 · 4 + 2 · 3 = 23

Cecı́lie . . . 2 · 5 + 2 · 4 + 3 · 3 = 27 ... Bordův vı́těz

Rozhodovánı́ po dvou: Barbora � Alice (7 : 5)

Cecı́lie � Barbora (8 : 4)

Cecı́lie � Alice (7 : 5)

−→ Cecı́lie zvı́tězı́ ve srovnánı́ se zbývajı́cı́mi kandidáty
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☛ Přı́klad 4.

Uvažujme tři různé voliče s následujı́cı́mi preferencemi:

Volič

1 2 3 4 5 6 7

1. X A B X A B X

Pořadı́ 2. C X A C X A C

preferencı́ 3. B C X B C X B

4. A B C A B C A

Počet bodů:

X ... 22, A ... 17, B ... 16, C ... 15

 X odstoupı́: A ... 13, B ... 14, C ... 15

Vı́tězem se paradoxně stala alternativa, která původně prohrála.
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☛ Přı́klad 5.

Nynı́ uvažujme přesně opačná uspořádánı́ preferencı́:

Volič

1 2 3 4 5 6 7

1. A B C A B C A

Pořadı́ 2. B C X B C X B

preferencı́ 3. C X A C X A C

4. X A B X A B X

Jasným vı́tězem je C s 20 body, poslednı́ je X se 13 body.

Jestliže však X odstoupı́, zvı́tězı́ A s 15 body, zatı́mco C bude po-
slednı́ s 13 body. Původnı́ vı́těz je nynı́ poslednı́ a ten, kdo byl pů-
vodně předposlednı́, je vı́tězem. V předchozı́m přı́kladu odstoupil
vı́těz, nynı́ je situace ještě paradoxnějšı́: X je zcela nedůležitý
poražený.
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Charles Lutwidge Dodgson (1832 – 1898)

A Method of Taking Votes on More than Two Issues, 1876

Volebnı́ systém inspirovaný Condorcetem:

Vı́tězem je kandidát, který je „nejblı́že“ ke Condorcetovu
vı́tězi v tom smyslu, že by se jı́m stal s nejmenšı́m počtem
změn v preferencı́ch voličů
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Duncan Black (1908 – 1991)

• On the Rationale of Group Decision Making, 1948

• Theory of Committees and Elections, 1958

Propagoval práce Charlese Dodgsona

Blackova metoda:

vı́těz voleb =


Condorcetův vı́těz, pokud existuje

Bordův vı́těz v ostatnı́ch přı́padech
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Kenneth Arrow (*1921)

Social Choice and Individual Values, 1951

Označenı́, předpoklady

A = {x, y, . . . , z} – množina alternativ

Q = {1, 2, . . . , n} – množina jedinců, společnost

Pro každé i ∈ Q necht’ je na A definováno úplné neostré uspo-
řádánı́ (i preferuje x před y nebo je indiferentnı́ mezi x, y):

• pro každé x, y ∈ A platı́: x �i y nebo y �i x,

• pro každé x, y, z ∈ A platı́: je-li x �i y a y �i z, pak x �i z.

Dále definujme relace preference �i a indiference ≈i:

• x �i y, právě když neplatı́ y �i x (i preferuje x před y),

• x ≈i y, právě když platı́: x �i y ∧ y �i x

(i je indiferentnı́ mezi x, y).
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Schematické znázorněnı́ preferencı́:

☛ Přı́klad 6: Q = {1, 2}, A = {x, y}

R1 R2 R3

x y x− y

y x

Množinu všech uspořádánı́ alternativ označme

R = {R1, R2, . . . , Rm}

Definice 1. Profilem uspořádánı́ preferencı́ členů společ-
nosti budeme rozumět uspořádanou n-tici (R1, R2, . . . , Rn),
kde Ri udává uspořádánı́ preferencı́ jedince i.
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☛ Přı́klad 7: Q = {1, 2}, A = {x, y}

R1 R2 R3

x y x− y

y x 1 2 F1 F2 F3 F4 F5

R1 R1 R1 R1 R1 R1 R2

R1 R2 R3 R1 R1 R2 R3

R1 R3 R1 R1 R1 R3 R2

R2 R1 R3 R1 R2 R1 R3

R2 R2 R2 R1 R2 R2 R1

R2 R3 R2 R1 R2 R3 R2

R3 R1 R1 R1 R3 R1 R2

R3 R2 R2 R1 R3 R2 R3

R3 R3 R3 R1 R3 R3 R1
F2 . . . vnucená volba
F3, F4 . . . diktatura
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Definice 2. Funkcı́ společenského blahobytu (social
welfare function) F budeme rozumět zobrazenı́, které kaž-
dému profilu uspořádánı́ preferencı́ jednotlivců přiřadı́ úplné
neostré uspořádánı́ preferencı́ společnosti, tj.

F : Rn → R; (R1, R2, . . . , Rn) 7→ R;

pro názornost budeme mı́sto (x, y) ∈ R psát x � y

(společnost preferuje x před y nebo je indiferentnı́ mezi
x, y); analogicky pro x � y, x ≈ y.
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Požadavky na „spravedlivé“ spojenı́ uspořádánı́
individuálnı́ch preferencı́ v uspořádánı́ preferencı́
celé společnosti

Podmı́nka 1

• Funkce společenského blahobytu F je definována pro
všechny možné profily individuálnı́ch uspořádánı́ prefe-
rencı́.

• Počet alternativ v A je většı́ nebo roven 3, tj. |A| ≥ 3.

• Společnost obsahuje alespoň dva různé jedince,
tj. |Q| ≥ 2.

Poznámka:

Nenı́ splněna např. při Condorcetově metodě
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Podmı́nka 2 (pozitivnı́ spojenı́ společných a individuál-
nı́ch hodnot)

Jestliže je podle funkce společenského blahobytu pro daný
profil preferencı́ x preferováno před y, pak totéž platı́ i při
následujı́cı́ch modifikacı́ch profilu:

• vzájemný vztah jednotlivých dvojic alternativ různých od
x se neměnı́,

• vzájemný vztah mezi alternativou x a jakoukoli jinou al-
ternativou zůstává nezměněn nebo je změněn ve pro-
spěch x.
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Poznámka:

Uvažujme napřı́klad následujı́cı́ profily uspořádánı́.
Je-li funkce F taková, že pro profil

R1 R2 R3

x x− z x− y − z

y y

z

je y � z, pak by odporovalo intuici, kdyby pro profil

R1 R2 R3

x− y x− z y

z y x− z

nezůstalo y � z :
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Podmı́nka 3 (nezávislost na irelevantnı́ch alternativách)

Necht’ B ⊆ A je libovolná podmnožina množiny alternativ.
Je-li profil uspořádánı́ modifikován tak, že vzájemný vztah
všech dvojic z B zůstává nezměněn, pak společné uspo-
řádánı́ určené původnı́m a modifikovaným profilem je pro
alternativy z B identické.
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Poznámka:

podmı́nka 3 nenı́ splněna při Bordově metodě:

V W X Y Z

1. A A B B C

2. B C C C B

3. C B D D D

4. D D A A A

Počet bodů: A . . . 11

D . . . 8

Preference společnosti: A � D

Omezenı́ množiny alternativ na {A, D} :

V W X Y Z

1. A A D D D

2. D D A A A

Počet bodů: A . . . 7

D . . . 8

Preference společnosti: D � A
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Podmı́nka 4 (občanská suverenita)

Pro každou dvojici alternativ x, y existuje takový profil
individuálnı́ch uspořádánı́, že společnost preferuje x před
y.

Podmı́nka 5 (nediktátorstvı́)

Neexistuje jedinec s vlastnostı́, že kdykoli preferuje x

před y pro libovolnou dvojici x, y, společnost má stejnou
preferenci, bez ohledu na preference ostatnı́ch jedinců.
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Věta (Arrow’s Impossibility Theorem).

Podmı́nky 1–5 jsou nekonzistentnı́.
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Věta (Arrow’s Impossibility Theorem).

Podmı́nky 1–5 jsou nekonzistentnı́.

Jinými slovy, jediný systém splňujı́cı́ podmı́nky 1–4 je v přı́padě
třı́ a vı́ce alternativ diktatura.
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Definice 3. Množina V se nazývá rozhodujı́cı́ pro uspořá-
danou dvojici (x, y), právě když platı́:

∀i ∈ V : x �i y ⇒ x � y

bez ohledu na preference j 6∈ V

Tvrzenı́: Množina V je rozhodujı́cı́ pro uspořádanou dvojici (x, y),
právě když platı́:

(∀i ∈ V : x �i y ∧ ∀j ∈ Q \ V : y �j x)⇒ x � y
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Hlavnı́ kroky důkazu

1. Předpokládejme, že V 6= ∅ je minimálnı́ rozhodujı́cı́ mno-
žina, tj. existujı́ takové alternativy x, y ∈ A, že V je rozhodujı́cı́
pro (x, y), ale neexistuje žádná vlastnı́ podmnožina V ′ ⊂ V, která
by byla rozhodujı́cı́ pro nějakou dvojici alternativ.

V existuje:

• Q je rozhodujı́cı́ množina pro každou dvojici alternativ
(tzv. Paretovská optimalita; plyne z podmı́nek 1–4).

• Po jednom prvku pak lze ubı́rat, dokud je nová množina roz-
hodujı́cı́ pro nějakou dvojici alternativ. Kdyby pak bylo V = ∅,
existovala by dvojice (x, y), pro kterou by ∅ byla rozhodujı́cı́
množina; potom by však Q = Q \ ∅ nebyla pro (x, y) rozhodu-
jı́cı́, což je spor.
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2. Zvolme libovolné j ∈ V ; označme W = V \ {j}, U = Q \ V

(protože |Q| ≥ 2, je aspoň jedna z množin U,W neprázdná).
Zvolme libovolné z ∈ A, z 6= x, y. Uvažujme následujı́cı́ profil:

{j} W U

x z y

y x z

z y x

• Pro každé i ∈ V = W ∪ {j} je x �i y, proto x � y.

• Zároveň musı́ být y � z (jinak by W byla rozhodujı́cı́ pro (z, y),
což by bylo ve sporu s minimalitou V ).

• Z tranzitivity pak plyne: x � z.

• Avšak j je jediný, který preferuje x před z; vzhledem k minima-
litě V nemůže být {j} vlastnı́ podmnožinou V, proto V = {j}.
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3. Zatı́m jsme ukázali, že {j} je pro každé z 6= x rozhodujı́cı́ pro
(x, z). Nynı́ uvažujme libovolné w ∈ A, w 6= x, z. Ukážeme, že
{j} je rozhodujı́cı́ i pro (w, z) a (w, x). Uvažujme profily:

{j} U

w z

x w

z x

Z Paretovské vlastnosti plyne: w � x;

{j} je rozhodujı́cı́ pro (x, z), proto x � z;

z tranzitivity plyne: w � z, tj.

{j} je rozhodujı́cı́ pro (w, z).

{j} U

w z

z x

x w

{j} je rozhodujı́cı́ pro (w, z), proto w � z;

z Paretovské vlastnosti plyne: z � x;

z tranzitivity plyne: w � x, tj.

{j} je rozhodujı́cı́ pro (w, x).

Celkem jsme tedy ukázali, že {j} je rozhodujı́cı́ pro každou dvojici
alternativ a je to tedy „diktátor“ ve smyslu podmı́nky 5.
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Princip prosté většiny je jediný, který splňuje podmı́nky:

• rozhodnutelnost: pro každý profil je určeno skupinové roz-
hodnutı́ o libovolných dvou alternativách,

• anonymita: nezáležı́ na označenı́ jedinců,

• neutralita: nezáležı́ na označenı́ alternativ,

• pozitivnı́ odezva: je-li x � y a jeden jedinec změnı́ uspořá-
dánı́ ve prospěch z, pak x � y.

Označme Nx = |{i ∈ Q;x �i y}|, Ny = |{i ∈ Q; y �i x}|,
NI = |{i ∈ Q;x ≈i y}|.

• Anonymita: kolektivnı́ rozhodnutı́ o x, y závisı́ jen na Nx, Ny, NI ,

• z neutrality plyne: x ≈ y, právě když Nx = Ny,

• opakovaným využitı́m pozitivnı́ odezvy lze ukázat:
x � y právě tehdy, když Nx > Ny, resp.
y � x právě tehdy, když Ny > Nx.
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☛ Přı́klad 8.

Uvažujme tři různé voliče s následujı́cı́mi preferencemi:

Volič

X Y Z

1. A C B

Pořadı́ preferencı́ 2. B A C

3. C B A

Je-li k výběru vı́tězné alternativy – napřı́klad v parlamentu či něja-
kém výboru – použito pravidlo prosté většiny, pak záležı́ na tom, v
jakém pořadı́ dá předseda o jednotlivých alternativách hlasovat:
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Volič

X Y Z

1. A C B

Pořadı́ preferencı́ 2. B A C

3. C B A

➥ 1. kolo: A proti B→ 2. kolo: vı́těz proti C⇒ celkový vı́těz: C

➥ 1. kolo: A proti C→ 2. kolo: vı́těz proti B⇒ celkový vı́těz: B

➥ 1. kolo: B proti C→ 2. kolo: vı́těz proti A⇒ celkový vı́těz: A

Jak vı́me z kapitoly věnované hrám v explicitnı́m tvaru, při tzv.
sofistikované volbě se výsledek může změnit, v tomto přı́padě
by pak v uvedených situacı́ch zvı́tězily alternativy B, A, C.

V každém přı́padě nám však pro různé pořadı́ hlasovánı́ vycházı́
různý výsledek (což bychom měli mı́t na paměti při sledovánı́
politického děnı́).
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☛ Přı́klad 9. Uvažujme všeobecné volby, v nichž voliči volı́ jed-
noho ze dvou kandidátů, a to na základě jejich postoje v jedné
konkrétnı́ záležitosti - napřı́klad podle pozice na škále znázorňu-
jı́cı́ obecné liberálně-konzervativnı́ rozdělenı́. Předpokládejme:

➥ Každý volič má ideálnı́ bod – nejpreferovanějšı́ pozici na
dané škále; užitek klesá s rostoucı́ vzdálenostı́ od tohoto bodu

➥ Každý volič hlasuje na základě svého přesvědčenı́ a volı́ toho
kandidáta, který je nejblı́že k jeho ideálnı́mu bodu; jsou-li oba
vzdáleni stejně, vybı́rá náhodně se stejnými pravděpodob-
nostmi (hodı́ si mincı́)

➥ Každý volič vždy volı́

➥ Každý kandidát může zaujmout libovolnou pozici

➥ Každý kandidát se snažı́ maximalizovat své šance na vı́těz-
stvı́ ve volbách a POUZE PODLE TOHO volı́ pozici, kterou
zaujme

➥ Pro každého kandidáta je užitek z vı́tězstvı́ u(v) = 1, užitek
z prohry u(p) = −1; jedná se tedy o hru s nulovým součtem
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Situaci lze znázornit pomocı́ rozdělenı́ ideálnı́ch bodů voličů. Při
malém počtu voličů to bude množina izolovaných bodů, při velkém
počtu voličů zı́skáme rozdělenı́ spojité, např.:

Výška křivky v bodě a udává počet voličů, pro které je a ideálnı́m
bodem. Obsah modré oblasti udává počet voličů, jejichž ideálnı́
bod ležı́ mezi a1 a a2.
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V situaci znázorněné výše zřejmě kandidát zvı́tězı́ právě tehdy,
když zı́ská hlas od voliče, který představuje MEDIÁN xm. Zaujme-
li kandidát C2 pozici x2, pak užitek pro kandidáta C1 je pro různé
hodnoty x1 následujı́cı́:
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u1 = 1 ⇔ |x1 − xm| < |x2 − xm|

u1 = 0 ⇔ |x1 − xm| = |x2 − xm|

u1 = −1 ⇔ |x1 − xm| > |x2 − xm|
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Je-li známo, že kandidát C2 zaujme pozici x2, pak nejlepšı́ odpo-
věd’ kandidáta C1 je následujı́cı́:

x2 < xm ⇒ C1 zvolı́ pozici x, kde x2 < x < 2xm − x2

x2 > xm ⇒ C1 zvolı́ pozici x, kde 2xm − x2 < x < x2

x2 = xm ⇒ C1 zvolı́ pozici x, kde x = xm
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Nejlepšı́ odpověd’ kandidáta C2 na určitou volbu kandidáta C1 je
obdobná. Nynı́ se nabı́zı́ otázka, zda pro naše kandidáty exis-
tuje dvojice strategiı́, které jsou vzájemně nejlepšı́mi odpověd’mi.
Řešenı́ je snadné: oba by měli zvolit medián xm. Jak jsme viděli
výše, zaujme-li jeden z kandidátů strategii různou od xm, může
jeho protivnı́k zaujmout pozici blı́že k mediánu a tak zvı́tězit.

Tato ”konvergence kandidátů” k ideálnı́mu bodu ”voliče-mediána”
je speciálnı́m přı́padem následujı́cı́ věty:

Věta 1 o voliči – mediánu:

Jestliže všichni voliči volı́ a rozdělenı́ jejich preferencı́ má jediné
lokálnı́ maximum v jednorozměrném prostoru, pak při volbě jedné
ze dvou možnostı́ porazı́ MEDIÁN ideálnı́ch bodů všechny ostatnı́
pozice.
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☛ Přı́klad 10. Dále si představme, že do voleb vstoupı́ ještě třetı́
strana. Jak se změnı́ situace?
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11 DOPRAVNÍ

A POČÍTAČOVÉ SÍTĚ
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ANTAGONISTICKÉ HRY
– spolehlivost dopravnı́ch sı́tı́

Obvyklý přı́stup:

➥ zı́skánı́ statistických dat pro jednotlivé hrany
(doba přepravy, zpožděnı́, kapacita)

➥ studium vlivu změn chovánı́ hran na chovánı́ celé sı́tě

Potı́že:

➥ neúplné informace

➥ v přı́padě úplných informacı́ nemusı́ být jistá stabilita dat
v čase
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Michael G. H. Bell, 2000: A game theory approach to measu-
ring the performance reliability of transport networks

☛ Model

1. hráč: uživatel dopravnı́ sı́tě, který hledá cestu tak, aby mini-
malizoval očekávané náklady

2. hráč: „démon“, který ovlivňuje fungovánı́ sı́tě tak, aby tyto
očekávané náklady maximalizoval

Mı́ra spolehlivosti dopravnı́ sı́tě = náklady při rovnovážných
strategiı́ch

Sı́t’ je spolehlivá, jestliže očekávané náklady na cestu
jsou přijatelné i v přı́padě, že jsou uživatelé extrémně
pesimističtı́ o stavu sı́tě.
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HRY MEZI CESTOVATELI
– většinou soupeřenı́ o omezený prostor na silnici

M. Van Vugt, R. M. Meertens, P. Van Lange, 1995:

Car Versus Public Transportation?

☛ Model
Hráč 2

Strategie Veřejná doprava Automobil

Veřejná doprava (4, 4) (−4, 8)
Hráč 1

Automobil (8,−4) (0, 0)
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HRY MEZI CESTOVATELI
– většinou soupeřenı́ o omezený prostor na silnici

M. Van Vugt, R. M. Meertens, P. Van Lange, 1995:

Car Versus Public Transportation?

☛ Model
Hráč 2

Strategie Veřejná doprava Automobil

Veřejná doprava (4, 4) → (−4, 8)
Hráč 1 ↓ ↓

Automobil (8,−4) → (0, 0)
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☛ Vězňovo dilema: Melvin Dresher, Merrill Flood, 1950

Hráč 2

Spolupráce Zrada

Spolupráce
(
1
2 , 1
)

(−1, 2)
Hráč 1

Zrada (1,−1)
(
0, 12
)
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☛ Vězňovo dilema: Dirigent, Čajkovskij a KGB

Čajkovskij

Zapı́rat Přiznat

Zapı́rat (−3,−3) (−25,−1)
Dirigent

Přiznat (−1,−25) (−10,−10)
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☛ Vězňovo dilema

Hráč 2

Spolupráce Zrada

Spolupráce (odměna, odměna) (oškubánı́, pokušenı́)
Hráč 1

Zrada (pokušenı́, oškubánı́) (trest, trest)

oškubánı́ < trest < odměna < pokušenı́.
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David Levinson, 2005:

Micro-Foundations of Congestion and Pricing: A Game The-
ory Perspective

Hra dvou nebo třı́ hráčů, kteřı́ volı́ čas odjezdu – zkoumánı́ vzniku
dopravnı́ho zahlcenı́: zvolı́-li dva řidiči stejný čas, vznikne zácpa
a jeden z řidičů dorazı́ do cı́le později.

☛ Model
Řidič 2

Brzy Načas Pozdě

Brzy
(

B+Z
2 , B+Z

2

)
(B, 0) (B,P )

Řidič 1 Načas (0, B)
(

P+Z
2 , P+Z

2

)
(0, P )

Pozdě (P ,B) (P , 0)
(
P + P+Z

2 , P + P+Z
2

)
Pozorovánı́: obvykle B < Z < D
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☛ B = 1, Z = 2, P = 3
Řidič 2

Brzy Načas Pozdě

Brzy
(
3
2 ,
3
2

)
(1, 0) (1, 3)

Řidič 1 Načas (0, 1) (52 ,
5
2) (0, 3)

Pozdě (3, 1) (3, 0)
(
11
2 , 112

)
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☛ B = 1, Z = 2, P = 3
Řidič 2

Brzy Načas Pozdě

Brzy
(
3
2 ,
3
2

)
(1, 0) (1, 3)

Řidič 1 Načas (0, 1) (52 ,
5
2) (0, 3)

Pozdě (3, 1) (3, 0)
(
11
2 , 112

)

☛ Přı́klad 1: „Kuřata“

Pepı́ček

Strategy Zahni Jed’ rovně

Zahni (1, 1) → (0, 2)

Maruška ↑ ↓
Jed’ rovně (2,0) ← (−3,−3)
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☛ B = 3, Z = 1, P = 4
Řidič 2

Brzy Načas Pozdě

Brzy (2, 2) (3, 0) (3, 4)

Řidič 1 Načas (0, 3)
(
5
2 ,
5
2

)
(0, 4)

Pozdě (4, 3) (4, 0)
(
13
2 , 132

)
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☛ B = 3, Z = 1, P = 4
Řidič 2

Brzy Načas Pozdě

Brzy (2, 2) (3, 0) (3, 4)

Řidič 1 Načas (0, 3)
(
5
2 ,
5
2

)
(0, 4)

Pozdě (4, 3) (4, 0)
(
13
2 , 132

)

☛ Poplatky za dopravnı́ zácpu
Řidič 2

Brzy Načas Pozdě

Brzy (2, 2) (3, 0) (3, 4)

Řidič 1 Načas (0, 3) (5, 5) (0, 4)

Pozdě (4, 3) (4, 0) (9, 9)
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P. A. Pedersen, 2003:

Moral Hazard in Traffic Games

Hypotéza: zvyšovánı́ bezpečnosti způsobuje zvyšovánı́ po-
čtu agresivnı́ch řidičů

Strategie: hrdlička nebo jestřáb

2 hrdličky:

analogie Cournotova modelu duopolu

hrdlička, jestřáb:

Stackelbergův model s jestřábem jako vůdcem

2 jestřábi:

oba se snažı́ chovat jako vůdci, výsledkem je nerovnováha



JJ x II

480

☛ Jestřábi a hrdličky

Strategie Jestřáb Hrdlička

Jestřáb
(

V−C
2 , V−C

2

)
(V , 0)

Hrdlička (0, V )
(

V
2 ,

V
2

)
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Rypouš slonı́: V >> C
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HRY MEZI AUTORITAMI
A „UŽIVATELI“
– obvykle Stackelbergův model; autorita usiluje o optimálnı́
stav celého systému, sobecký uživatel o individuálnı́ opti-
mum

D. Reyniers, 1992: Crowding Levels and Fare Classes in Pu-
blic Transport

Hráči: provozovatel železnice, pasažéři

Strategie:

Provozovatel rozhoduje o rozdělenı́ vlaků do třı́d a určuje jı́zdné
v jednotlivých třı́dách (předvı́dá chovánı́ pasažérů)

Pasažéři se rozhodujı́ se o tom, kterou třı́du použijı́
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H. J. Van Zuylen, H. Taale, 2004: Urban Network with Ring
Roads: A Two-Level, Three Player Game

Hráči:

➥ Společnost zodpovědná za městské komunikace

➥ Společnost zodpovědná za obchvat

➥ Uživatelé dopravnı́ sı́tě

Strategie společnostı́: nastavenı́ světelných signálů
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H. J. Van Zuylen, H. Taale, 2004: Urban Network with Ring
Roads: A Two-Level, Three Player Game

Hráči:

➥ Společnost zodpovědná za městské komunikace

cı́l: minimalizovat celkovou dobu přepravy na městských ko-
munikacı́ch

➥ Společnost zodpovědná za obchvat

cı́l: maximalizovat rychlost na obchvatu

➥ Uživatelé dopravnı́ sı́tě

cı́l: minimalizovat dobu vlastnı́ přepravy

Strategie společnostı́: nastavenı́ světelných signálů
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Y. Hollander, J. N. Prashker, D. Mahalel, 2006: Determining
the Desired Amount of Parking Using Game Theory

Stackelbergův model:

➥ Vedenı́ města

cı́l: zachovat přı́větivé městské centrum rozvojem MHD a mi-
nimalizacı́ IAD

strategie: redukce parkovacı́ch mı́st v centru města

➥ Uživatelé dopravnı́ sı́tě

cı́l: maximalizovat užitek

strategie: volba druhu dopravy do centra, přı́padně volba
jiné destinace

MANAGEMENT DOPRAVNÍCH SÍTÍ

Tim Roughgarden, 2002: Selfish Routing

➥ kvantifikace zhoršenı́ chovánı́ dopravnı́ sı́tě způsobe-
ného sobeckým nekoordinovaným chovánı́m uživatelů

hornı́ odhad poměru celkových nákladů při nekoordinova-
ném chovánı́ a celkových nákladů při společensky optimál-
nı́m chovánı́
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➥ návrh a rozbor algoritmů pro budovánı́ a řı́zenı́ sı́tı́ ve-
doucı́ch ke společensky žádoucı́mu výsledku
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MOTIVACE

Pigou, 1920

s . . . satelitnı́ město

v . . . vlakové nádražı́

x . . . část celkové přepravy probı́hajı́cı́ po dané hraně

l(x) . . . doba přepravy po dané hraně
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Rovnovážné strategie:
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Rovnovážné strategie:
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Rovnovážné strategie:

Společenské optimum:

x22 + (1− x2) = (x2 − 12 )
2 + 34

↓

min
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Rovnovážné strategie:

Společenské optimum:

x22 + (1− x2) = (x2 − 12 )
2 + 34

↓

min
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Rovnovážné strategie: Společenské optimum:

Ponaučenı́: sobecké chovánı́ nezávislých nespolupracujı́cı́ch
jedinců nevede nutně ke společensky optimálnı́mu výsledku.
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Rovnovážné strategie: Společenské optimum:

Ponaučenı́: sobecké chovánı́ nezávislých nespolupracujı́cı́ch
jedinců nevede nutně ke společensky optimálnı́mu výsledku.

Kolikrát horšı́ je tento výsledek?
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Rovnovážné strategie: Společenské optimum:

Ponaučenı́: sobecké chovánı́ nezávislých nespolupracujı́cı́ch
jedinců nevede nutně ke společensky optimálnı́mu výsledku.

Kolikrát horšı́ je tento výsledek?

Jak nespravedlivé je společenské optimum?
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Společenské optimum: x22 + 2(1− ε)(1− x2) → min
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Braess, 1968
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Braess, 1968

Společenské optimum:

x21 + 1 · x1 + (1− x1) · 1 + (1− x2)
2 → min
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Braess, 1968

Společenské optimum:

x21 + 1 · x1 + (1− x1) · 1 + (1− x2)
2 → min

x1 = 1/2
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Braess, 1968
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Braess, 1968
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Braess, 1968
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Braess, 1968
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Braess, 1968
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Braess, 1968

Intuitivně užitečné (nebo aspoň nevinné) jednánı́ – přidánı́
rychlé hrany – může mı́t negativnı́ vliv na celou dopravu
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Jak se vypořádat se sobectvı́m?
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Jak se vypořádat se sobectvı́m?

➥ vhodný design sı́tě

➥ poplatky

➥ Stackelbergovské směrovánı́
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Jak se vypořádat se sobci?

➥ vhodný design sı́tě
Vı́me-li, že sı́t’ budou užı́vat sobečnı́ uživatelé, jak ji navrh-
nout, abychom minimalizovali rozdı́l mezi rovnovážným sta-
vem a stavem optimálnı́m? Které hrany odstranit?
Potı́že: ne vždy je možné dosáhnout optima; výpočtová slo-
žitost pro rozsáhlejšı́ sı́tě s nelineárnı́mi latencemi

➥ poplatky

➥ Stackelbergovské směrovánı́



JJ x II

511

Jak se vypořádat se sobci?

➥ vhodný design sı́tě
Vı́me-li, že sı́t’ budou užı́vat sobečnı́ uživatelé, jak ji navrh-
nout, abychom minimalizovali rozdı́l mezi rovnovážným sta-
vem a stavem optimálnı́m? Které hrany odstranit?
Potı́že: ne vždy je možné dosáhnout optima; výpočtová slo-
žitost pro rozsáhlejšı́ sı́tě s nelineárnı́mi latencemi

➥ poplatky

➥ Stackelbergovské směrovánı́
Část dopravy řı́zená centrálně, část sobečtı́ jedinci

Jak má být centrálně řı́zená doprava směrována, aby indu-
kovala „dobré“ chovánı́ nekooperativnı́ch uživatelů, tj. aby
jejich sobecká reakce minimalizovala celkovou latenci?
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MODEL

G = (V, E) . . . . orientovaná sı́t’

V . . . . množina vrcholů

E . . . . množina hran

s, t ∈ V . . . . vstup, výstup

P . . . . množina cest z s do t

f : P → R+ . . . . tok; fe :=
∑

P :e∈P fP

r . . . . objem dopravy z s do t

přı́pustný tok:
∑

P∈P fP = r

le(·) : fe → R+0 . . . . funkce latence přiřazená hraně e

nezáporná, spojitá, nerostoucı́ funkce

latence cesty P: lP (f) =
∑

e∈P le(fe)

(G, r, l) . . . . situace

Náklady toku f : C(f) =
∑

P∈P lP (f)fP

Optimálnı́ tok: přı́pustný tok minimalizujı́cı́ C(f)
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Rovnovážný tok (J. Nash, 1950):

Tok f přı́pustný pro (G, r, l) se nazývá rovnovážným,
jestliže pro každé P1, P2 ∈ P , kde fP1 > 0, a každé
δ ∈ (0, fP1〉 platı́: lP1(f) ≤ lP2(f̃), kde

f̃ =


fP − δ pro P = P1,

fP + δ pro P = P2,

fP pro P 6∈ {P1, P2}.
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Rovnovážný tok (J. Nash, 1950):

Tok f přı́pustný pro (G, r, l) se nazývá rovnovážným,
jestliže pro každé P1, P2 ∈ P , kde fP1 > 0, a každé
δ ∈ (0, fP1〉 platı́: lP1(f) ≤ lP2(f̃), kde

f̃ =


fP − δ pro P = P1,

fP + δ pro P = P2,

fP pro P 6∈ {P1, P2}.

Tvrzenı́ (J. G. Wardrop, 1952):

Tok f přı́pustný pro (G, r, l) je rovnovážný, jestliže pro
každé P1, P2 ∈ P , kde fP1 > 0, platı́:

lP1(f) ≤ lP2(f)

– tj. všechny cesty s nenulovou latencı́ majı́ stejnou latenci lPR

[plyne ze spojitosti a monotonie latence]
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Charakterizace optimálnı́ho toku

Předpoklad: x · le(x) je konvexnı́ pro každou hranu e ∈ E

C(f) =
∑
P∈P

lP (f)fP =
∑
e∈E

le(fe)fe

Meznı́ náklady:

l̂e(x) :=
d

dx
(x · le(x)) = le(x) + x · l′e(x)

Tvrzenı́:

Tok f̂ přı́pustný pro (G, r, l) je optimálnı́
⇔

tok f̂ je rovnovážný pro (G, r, l̂)

[pro každé P1, P2 ∈ P , kde fP1 > 0, platı́: l̂P1(f) ≤ l̂P2(f)]
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Existence a jednoznačnost rovnovážného toku:

Tvrzenı́:

Pro každou situaci (G, r, l) se spojitými nerostoucı́mi funk-
cemi latence existuje rovnovážný tok. Jsou-li navı́c f, f̃

dva rovnovážné toky, pak pro každou hranu e ∈ E platı́:
le(fe) = le(f̃e).
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JAK ŠPATNÉ JE SOBECKÉ SMĚROVÁNÍ?

Cena anarchie =
C(rovnovážný tok)
C(optimálnı́ tok)

Hornı́ odhad:

Napřı́klad pro polynomiálnı́ funkce latence stupně nejvýše p s
nezápornými koeficienty:

CA =
1

1− p

(p+ 1)−
p+1

p

[p = 1 . . . CA = 4/3]
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JAK NESPRAVEDLIVÉ JE
OPTIMÁLNÍ SMĚROVÁNÍ?

Nespravedlnost situace (G, r, l) :

u(G, r, l) = max
P∈P

{
lP při optimálnı́m toku

lPR při rovnovážném toku

}

Tvrzenı́:
Je-li pro každou hranu e ∈ E funkce x · l(x) konvexnı́, pak

u(G, r, l) ≤ sup
x>0

l̂(x)
l(x)

.

Odhad:
Pro situace (G, r, l), kde jsou funkce latence polynomy stupně
nejvýše p s nezápornými koeficienty, je u(G, r, l) ≤ p+ 1.
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita

➥ úplná informace
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
nenı́ vždy k dispozici úplná informace o povaze ostat-
nı́ch hráčů, o jejich možných strategiı́ch a preferencı́ch
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
nenı́ vždy k dispozici úplná informace o povaze ostat-
nı́ch hráčů, o jejich možných strategiı́ch a preferencı́ch

 hráči se „učı́“ volit optimálnı́ strategie v opakovaných hrách
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MEZE:

Základnı́ předpoklady při aplikaci teorie kooperativnı́ch
a nekooperativnı́ch her:

➥ neomezená racionalita
složité dopravnı́ nebo počı́tačové sı́tě:
omezené výpočetnı́ možnosti

➥ úplná informace
nenı́ vždy k dispozici úplná informace o povaze ostat-
nı́ch hráčů, o jejich možných strategiı́ch a preferencı́ch

 hráči se „učı́“ volit optimálnı́ strategie v opakovaných hrách

 EVOLUČNÍ TEORIE HER
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Evolučně stabilnı́ strategie

Evolučně stabilnı́ strategie = strategie, kterou – je-li přijata
všemi členy populace – nemůže překonat žádná jiná v tom smyslu,
že mutant, který by ji použı́val, by byl méně úspěšný v reprodukci.

☛ Speciálnı́ přı́pad: populace s nekonečně mnoha členy, kteřı́ se
množı́ asexuálně a navzájem se střetávajı́ vždy po dvojicı́ch (tyto
konflikty můžeme modelovat pomocı́ hry dvou hráčů v normálnı́m
tvaru s výplatnı́mi funkcemi u1, u2)

strategie I je evolučně stabilnı́, jestliže pro každou strategii J 6= I

platı́:

u1(I, I) > u1(J, I)

nebo u1(I, I) = u1(J, I) a zároveň u1(I, J) > u1(J, J)

I evolučně stabilnı́ strategie⇒ (I, I) rovnovážný bod
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x(0) . . . počátečnı́ vektor populace

A . . . matice hry

xi . . . část hráčů použı́vajı́cı́ch strategii i

(AxT )i . . . očekávaná výplata agenta hrajı́cı́ho strategii i

proti oponentovi náhodně vybranému z populace x

xAxT . . . průměrná výplata v populaci

λ(x) . . . funkce nabývajı́cı́ kladných hodnot

Začátek: Každému hráči je přiřazena ryzı́ strategie

 V každém časovém okamžiku hráč hraje proti náhodně vybra-
nému oponentovi, pozoruje svou a oponentovu výplatu, načež
měnı́ svou strategii s pravděpodobnostı́ úměrnou rozdı́lu výplat:

ẋi

xi

= λ(x) · ((AxT )i − xAxT ),

tj.
ẋi = λ(x) · xi · ((AxT )i − xAxT ),

λ(x) = 1 . . . replikátorová dynamika
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Simon Fischer, Berthold Vöcking, 2005:

On the Evolution of Selfish Routing

Početná „populace agentů“ v sı́ti, každý agent volı́ jednu z mož-
ných cest.

➥ Dynamika sobeckého směrovánı́

ẋp = λ(x) · xp · (l(x)− lp(x)),
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Simon Fischer, Berthold Vöcking, 2005:

On the Evolution of Selfish Routing

Početná „populace agentů“ v sı́ti, každý agent volı́ jednu z mož-
ných cest.

➥ Dynamika sobeckého směrovánı́

ẋp = λ(x) · xp · (l(x)− lp(x)),

➥ Stabilita
Strategie x se nazývá evolučně stabilnı́, je-li rovnovážná a
pro každou nejlepšı́ odpověd’ y na x platı́: x · l(y) = y · l(y).
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Simon Fischer, Berthold Vöcking, 2005:

On the Evolution of Selfish Routing

Početná „populace agentů“ v sı́ti, každý agent volı́ jednu z mož-
ných cest.

➥ Dynamika sobeckého směrovánı́

ẋp = λ(x) · xp · (l(x)− lp(x)),

➥ Stabilita
Strategie x se nazývá evolučně stabilnı́, je-li rovnovážná a
pro každou nejlepšı́ odpověd’ y na x platı́: x · l(y) = y · l(y).

➥ Rychlost konvergence
Jak rychle systém dosáhne rovnovážného stavu nebo stavu
blı́zkého
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le

➥ Agent při plněnı́ úkolů jedná nezávisle, shromažd’uje a zpra-
covává data, plánuje, uskutečňuje plány, . . .
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le

➥ Agent při plněnı́ úkolů jedná nezávisle, shromažd’uje a zpra-
covává data, plánuje, uskutečňuje plány, . . .

➥ Každý agent má informace pouze o mı́stnı́ dopravnı́ situaci
(detektory)

➥ Omezená komunikace
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Ana L. C. Bazzan, 2005: A Distributed Approach

for Coordination of Traffic Signal Agents

➥ Potřeba funkčnı́ a prostorové decentralizace řı́zenı́ měst-
ské dopravy ⇐ omezenı́ reálným časem, komunikačnı́mi
možnostmi, nedokonalou „interoperativnostı́ “ HW

➥ Model: Křižovatky na dopravnı́ch tepnách = agenti, kteřı́ se
účastnı́ dynamického procesu, kde jsou v úvahu brány nejen
sobecké lokálnı́, ale i globálnı́ cı́le

➥ Agent při plněnı́ úkolů jedná nezávisle, shromažd’uje a zpra-
covává data, plánuje, uskutečňuje plány, . . .

➥ Každý agent má informace pouze o mı́stnı́ dopravnı́ situaci
(detektory)

➥ Omezená komunikace

➥ I bez centrálnı́ autority může systém dospět ke koordi-
naci – i když to bude trvat určitý čas
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MODEL:

Každý agent i ∈ Q = {1, 2, . . . , n} hraje hru G dvou hráčů proti
každému agentu-sousedstvi j ∈ Ni; hráč n je „přı́roda“

Množina strategiı́ agenta i : Ai = {ai,1, ai,2, . . . , ai,n}

Výplatnı́ funkce: ui : A1 × · · · × An → R

Smı́šená strategie: pi = (pi,1, . . . , pi,k, . . . , pi,m),

pi,k ≥ 0, pi,1 + · · ·+ pi,m = 1

Si – množina všech smı́šených strategiı́ agenta i

S = S1 × · · · × Sn

Začátek: „přı́roda“ (dopravnı́ tok) určı́ výplatnı́ funkce všech agentů

V čase t agent i zvolı́ strategii a obdržı́ výplatu = součet výplat
zı́skaných v hrách s každým ze sousedů→ v následujı́cı́m obdobı́
aktualizuje strategii v závislosti na výplatě
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Obdobı́ změny stavu

Lokálnı́ změna v čase t = ρ na křižovatce i

=⇒ agent i aktualizuje smı́šenou strategii pi v závislosti na toku
vozidel qi,k měřeném na každém z detektorů k :

pi,t = (pi,1,t, . . . , pi,m,t) =

[
qi,1,t∑
k qi,k,t

, . . . ,
qi,m,t∑
k qi,k,t

]
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Obdobı́ výplat

Globálnı́ změna =⇒ změna výplatnı́ch funkcı́

a1 > b1, c b1 > c, b2 > a2, c a2 > c,

Rovnovážné body: (s1, s1), (s2, s2), (p1, p1), (p2, p2)

p1 =
(

b1
a1+b1

, a1
a1+b1

)
, p2 =

(
b2

a2+b2
, a2

a2+b2

)
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Obdobı́ učenı́

V těchto obdobı́ch majı́ agenti čas na učenı́, jak měnit strate-
gie, aby se zkoordinovali a směřovali ke globálnı́mu cı́li (obdobı́
nastávajı́ náhodně s četnostı́ určenou pro daný model)

Aktualizace smı́šených strategiı́:

pi =

(
πi,1,∆∑
k πi,k,∆

, . . . ,
πi,m,∆∑
k πi,k,∆

)
, 1 ≤ k ≤ m, ai,k ∈ Ai

πi,k,t = λ · π∗i,k,t + (1− λ) · πi,k,∆

λ – pamět’ový faktor, 0 < λ < 1

poslednı́ obdobı́ změny stavu před 0 . . . t = ρ < 0

interval učenı́ . . . ∆ = (δ, 0)

výplata zı́skaná jednánı́m ai,k před t . . . π∗i,k,t

průměrná výplata zı́skaná jednánı́m ai,k během ∆ . . . πi,k,∆
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Simulace
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Agent 15

sPW sPE

sPW (2,2) ← (0, 0)
Agent 14 ↑ ↓

sPE (0, 0) → (1, 1)

Agent 15

sPW sPE

sPW (1,1) ← (0, 0)
Agent 14 ↑ ↓

sPE (0, 0) → (2, 2)
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Experiment A

Výplatnı́ funkce odrážejı́ globálnı́ cı́le

sledovánı́ závislosti na četnosti intervalů učenı́

stacionárnı́ stav dosažen ve většině simulovaných situacı́,
uspokojivý čas

Experiment B

Výplatnı́ funkce odrážejı́ jen lokálnı́ cı́le

čas potřebný k dosaženı́ stejných výsledků je delšı́ než v A

Experiment C

Komunikace a přenos informacı́ mezi sousedy

Čas potřebný k dosaženı́ koordinace je delšı́ než bez komunikace
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Srovnánı́ s centrálnı́m řı́zenı́m dopravy

centrálnı́ řı́zenı́ vede k lepšı́m výsledkům v přı́padech, kdy
tok vozidel je v jednom směru výrazně vyššı́ než v druhém
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Srovnánı́ s centrálnı́m řı́zenı́m dopravy

centrálnı́ řı́zenı́ vede k lepšı́m výsledkům v přı́padech, kdy
tok vozidel je v jednom směru výrazně vyššı́ než v druhém

jinak vı́tězı́ navržený decentralizovaný systém
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12 HRY S NEÚPLNOU

INFORMACÍ
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Ne v každé hře majı́ všichni hráči úplné informace o výplatnı́ch
funkcı́ch ostatnı́ch. Ve skutečnosti je většina situacı́ s informacı́
neúplnou. Napřı́klad:

➥ V aukcı́ch zpravidla jednotlivı́ dražitelé neznajı́ hodnocenı́
všech dražených položek všemi ostatnı́mi dražiteli

➥ Při přijı́mánı́ nových zaměstnanců zaměstnavatel nezná schop-
nosti uchazečů o zaměstnánı́

➥ V Cournotově modelu oligopolu nemusejı́ jednotlivı́ oligopo-
listé znát nákladové struktury ostatnı́ch oligopolistů

➥ Postoje jednotlivých hráčů k riziku nemusı́ být všeobecně
známé

Nynı́ budeme uvažovat hry, v nichž někteřı́ hráči neznajı́ hod-
noty výplatnı́ch funkcı́ některých ostatnı́ch hráčů, a těmto hrám
budeme řı́kat hry s neúplnou informacı́.
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☛ Přı́klad 1:
Představme si, že na trhu působı́ Firma 1, která stojı́ před rozhod-
nutı́m, zda má otevřı́t dalšı́ pobočku, a Firma 2, která zvažuje, zda
má na tento trh vstoupit či nikoli. Obě firmy se rozhodujı́ současně.
Firma 2 nevı́ přesně, jaké jsou náklady Firmy 1 na otevřenı́ nové
pobočky; vı́ jen, že tyto náklady mohou být bud’ vysoké ve výši 3
milionů nebo nı́zké – uvažujme nejprve, že nulové. Hodnoty vý-
platnı́ funkce Firmy 2 nezávisejı́ přı́mo na uvedených nákladech,
ale na tom, jestli Firma 1 novou pobočku otevře či nikoli.

Výplatnı́ funkce jsou následujı́cı́:

Pro vysoké náklady:

Firma 2

Strategie Vstoupit Nevstoupit

Otevřı́t (0, −1) → (2, 0)
Firma 1 ↓ ↓

Neotevřı́t (2, 1) ← (3, 0)
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Pro vysoké náklady:

Firma 2

Strategie Vstoupit Nevstoupit

Otevřı́t (0, −1) → (2, 0)
Firma 1 ↓ ↓

Neotevřı́t (2, 1) ← (3, 0)

Pro nı́zké náklady:

Firma 2

Strategie Vstoupit Nevstoupit

Otevřı́t (3, −1) → (5, 0)
Firma 1 ↑ ↑

Neotevřı́t (2, 1) ← (3, 0)
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Je zřejmé, že Firma 1 novou pobočku otevře jen tehdy, když bu-
dou náklady nı́zké. Předpokládejme, že Firma 1 má soukromé
informace o nákladech na otevřenı́ nové pobočky, Firma 2 nikoli
a jednotlivým situacı́m může jen přiřadit určitou apriornı́ pravdě-
podobnost; označme pravděpodobnost, kterou Firma 2 přiřadı́
situaci, kdy jsou náklady vysoké, jako p ∈ [0, 1]; pravděpodobnost
nı́zkých nákladů je pak 1− p.

Z hlediska Firmy 2 se tedy jedná o loterii: s pravděpodobnostı́
p jsou výplatnı́ funkce dány prvnı́ dvojmaticı́ a Firma 1 na trh
nevstoupı́, s pravděpodobnostı́ 1 − p jsou výplatnı́ funkce dány
druhou dvojmaticı́ a Firma 2 na trh vstoupı́.

Jestliže Firma 2 na trh vstoupı́, pak s pravděpodobnostı́ p

bude jejı́ výplatnı́ funkce 1 mil. a s pravděpodobnostı́ 1−p to bude
-1 mil.; očekávaná hodnota výplaty je tedy p− (1− p) = 2p− 1.

Jestliže Firma 2 na trh nevstoupı́, pak bude jejı́ výplatnı́
funkce v každém přı́padě nulová.

Firmě 2 se tedy vyplatı́ vstoupit na trh právě tehdy, když
2p− 1 > 0, tj. pro p > 1

2 .
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☛ Přı́klad 2:
Nynı́ předpokládejme, že nı́zké náklady nejsou nulové, ale jsou
rovny 3/2 mil. Hodnoty výplatnı́ch funkcı́ pro nı́zké náklady nynı́
budou následujı́cı́:

Firma 2

Strategie Vstoupit Nevstoupit

Otevřı́t (32 , −1) → (72 , 0)
Firma 1 ↓ ↑

Neotevřı́t (2, 1) ← (3, 0)

Optimálnı́ strategie Firmy 1 nynı́ závisı́ na odhadu, co bude dělat
Firma 2. Označme pravděpodobnost, kterou Firma 1 přiřadı́ sku-
tečnosti, že Firma 2 vstoupı́ na trh, jako q ∈ [0, 1]. Firmě 1 se pak
vyplatı́ otevřı́t novou pobočku, bude-li

3
2
q +
7
2
(1− q) > 2q + 3(1− q), tj. q <

1
2
.
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Firma 1 se tedy musı́ pokusit odhadnout chovánı́ Firmy 2, aby
mohla vybrat svou vlastnı́ strategii. Celkem tedy máme:

Firma 1

• při vysokých nákladech novou pobočku neotevře

• při nı́zkých nákladech

– otevře novou pobočku, jestliže q < 1
2

– neotevře novou pobočku, jestliže q > 1
2

Firma 2

• q = 1, jestliže p > 1
2

• q = 0, jestliže p < 1
2

• q ∈ (0, 1), jestliže p = 1
2
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Bayesovská hra

John Charles Harsanyi, 1967–68: Při modelovánı́ této situace si
představı́me ještě jednoho hráče – přı́rodu, která bude hrát jako
prvnı́ a rozhodne o ”typu” Firmy 1, tj. o tom, zda budou náklady
nı́zké nebo vysoké.
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Obecně se uvažuje apriornı́ tah fiktivnı́ho hráče nazývaného Přı́-
roda, který určuje ”typ” každého hráče (v našem přı́kladu to byly
náklady na otevřenı́ nové pobočky).

Obvykle se předpokládá, že všichni hráči majı́ stejné apriornı́ ná-
zory na pravděpodobnostnı́ rozdělenı́ tahu Přı́rody. Přitom každý
hráč zná svůj typ a všechny možné typy ostatnı́ch hráčů (spolu s
přı́slušnými apriornı́mi pravděpodobnostmi). Tı́m zı́skáme hru s
úplnou, ale nejistou informacı́.
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Definice 1. Bayesovská hra H je určena:

➥ Množinou hráčů Q = {1, 2, . . . , N}

➥ Množinou prostorů strategiı́ {S1, S2, . . . , SN}; prvek
prostoru Sk budeme značit sk

➥ Množinami prostorů typů hráčů {T1, T2, . . . , TN}; typ
ti ∈ Ti odpovı́dá určité výplatnı́ funkci, kterou může mı́t
hráč i. Hráč i zná svůj typ, ale nezná typy ostatnı́ch
hráčů

➥ Množinou názorů hráčů {p1, p2, . . . , pN}; pi předsta-
vuje názor hráče i, který má o typech dalšı́ch hráčů

➥ Množinou výplatnı́ch funkcı́ všech hráčů

{f1(s1, . . . sN , t1, . . . , tN), . . . fN(s1, . . . sN , t1, . . . , tN)}
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Definice 2. Rozšı́řená hra H∗ : (hra s nejistou informacı́)

➥ Množina hráčů Q∗ = {1, 2, . . . ,M},
kde M =

∑N
i=1mi

hráč j = (i, ti)

➥ Prostory strategiı́ {Y1, Y2, . . . , YM}

➥ Výplatnı́ funkce všech hráčů

{g1(y1, . . . , yM), . . . gM(y1, . . . , yM)}

jejich hodnoty jsou počı́tány jako očekávané hodnoty
při daném apriornı́m rozdělenı́ pravděpodobnostı́
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Definice 3. Bayesova-Nashova rovnováha ve hře H s ne-
úplnou informacı́ je Nashova rovnováha ve hře H∗ s nejistou
informacı́, která je reprezentacı́ původnı́ hry H.

Věta 1. Každá konečná hra s neúplnou informacı́ má alespoň
jedno Bayesovo-Nashovo rovnovážné řešenı́.
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☛ Přı́klad 2 – dokončenı́
Označme VN – vysoké náklady, NN – nı́zké náklady, OT – otevřı́t
novou pobočku, NEOT – neotevřı́t novou pobočku, VST – vstoupit
na trh, NEVST – nevstoupit na trh, Z – zvažovat vstup

H: Hráči a typy: Q = {1, 2}, T1 = {VN, NN}, T2 = {Z}

Strategie: S1 = {OT, NEOT}, S2 = {VST, NEVST}

Názory a výplatnı́ funkce: p(VN) = p, p(NN) = 1− p

f1(s1, s2, VN), f1(s1, s2, NN), f2(s1, s2, VN), f2(s1, s2, NN)

H∗ : Hráči a typy: Q∗ = {1, 2, 3} = {(1, VN), (1, NN), (2, Z)}

Strategie:

Y1 = Y2 = S1 = {OT, NEOT}, Y3 = S2 = {VST, NEVST}

Názory a výplatnı́ funkce:

g1(y1, y2, y3) = f1(s1, s2, VN)
g2(y1, y2, y3) = f1(s1, s2, NN)
g3(y1, y2, y3) = pf2(s1, s2, VN) + (1− p)f2(s1, s2, NN)
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Označme:
pot – pravděpodobnost, že hráč (1,NN) otevře novou pobočku,
q – pravděpodobnost, že hráč (2,Z) vstoupı́ na trh (zároveň smı́-
šená strategie hráče (2,Z))

Hledánı́ rovnovážného bodu:

(1, VN): dominujı́cı́ strategie NEOT (neotevřı́t)

(2,Z)

Strategie Vstoupit Nevstoupit

Otevřı́t (0, −1) → (2, 0)
(1,VN) ↓ ↓

Neotevřı́t (2, 1) ← (3, 0)
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(1, NN):

(2,Z)

Strategie VST (q) NEVST (1− q)

OT (pot) (32 , −1) → (72 , 0)
(1,NN) ↓ ↑

NEOT (1− pot) (2, 1) ← (3, 0)

pot = 1 . . . očekávaná výhra: π2(1, q) = 3
2q +

7
2(1− q) = 7

2 − 2q
pot = 0 . . . očekávaná výhra: π2(0, q) = 2q + 3(1− q) = 3− q

π2(1, q) = π2(0, q)⇔ q = 1
2

Nejlepšı́ odezva:

pot = R2(q) =


1 pro 0 ≤ q < 1

2

〈0, 1〉 pro q = 1
2

0 pro 1
2 < q ≤ 1

(2, Z):
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(2,Z)

Strategie VST (q) NEVST (1− q)

OT (pot) (32 , −1) → (72 , 0)
(1,NN) ↓ ↑

NEOT (1− pot) (2, 1) ← (3, 0)

očekávaná výhra pro VST:
π3(p, pot) = p · 1 + (1− p)[pot · (−1) + (1− pot) · 1] = 1− 2pot(1− p)

očekávaná výhra pro NEVST: π3(p, pot) = 0

1− 2pot(1− p) = 0⇔ pot = 1
2(1−p)

Nejlepšı́ odezva:

q = R3(pot) =



1 pro 0 ≤ pot < 1
2(1−p)

〈0, 1〉 pro pot = 1
2(1−p)

0 pro 1
2(1−p) < pot ≤ 1
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Rovnovážné strategie:

p < 1
2 : (NEOT, NEOT, VST), (NEOT, OT, NEVST)

(NEOT, OT s pravděpodobnostı́ 1
2(1−p) , VST s pravděpodobnostı́ 12 )

Neboli
(0, 0, 1), (0, 1, 0), (0,

1
2(1− p)

,
1
2
)

p > 1
2 : (NEOT, NEOT, VST), neboli (0, 0, 1)
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