4 DVOJMATICOVE HRY

il

Strategie Stiskni paku Sed u koryta
’ Stiskni paku (8,-2) — (5,3)
'/'
Sed u koryta (10,—2) — (0,0)

“X
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DVOJMATICOVA HRA

Je-li specialné mnoZina hracli Q = {1, 2} a prostory strategii Si, S»
jsou kone¢né mnoziny, hovofime o dvojmaticové hfe. PfestozZe
se jedna jen o specialni pfipad, uvadime zde zakladni definice z
predchozi Casti znovu.

Definice 1. Dvojmaticovou hrou budeme rozumét hru
dvou hracti v normalnim tvaru, kde

e HraC 1 ma konecnou mnozinu strategii
S = {51782,...,Sm}

e HraC 2 ma konecnou mnozinu strategii
= {tl,tQ,...,tn}

e P¥i volbé strategii (s;,t;) je vyhra prvniho hrace
Qi = Ul(Si,tj) a V)'/hra druhého hrace b,’j = UQ(S/L',tj);
u1, uy S€ nazyvaji vyplatni funkce.

WX
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Strategie t1 o . tn
1 (a11,b11)  (ai2,b12) ... (a@in,b1p)
Hrac 1 S2 (a21,b21)  (a22,b22) ...  (a2n,bap)
Sm (amh bml) (GmQ, me) e (amna bmn)

Hodnoty vyplatnich funkci miiZzeme znazornit zvlast pro jednotlivé
hrace:

11 A2 Q1n bii  big bin,

Q21 A22 a2 bar  ba by
A — n , B — n

Am1  Am2 Amn bml bm2 bmn

Matice A se nazyva matice hry hrace 1, matice B se nazyva
matice hry hrace 2.
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Definice 2. Dvojice strategii (s*,¢*) se nazyva rovnovazny
bod, pravé kdyz plati:

u(s, t*) < up(s*,t*) pro kazdé s e S
a zaroven (4.2)

ug(s*,t) < ua(s*,t*) pro kazdé t e T.

Snadno se ovéfi, Ze je-li (s*,¢*) rovnovazny bod, pak pro
ai; = ui(s*,t%), bij = up(s*, t*) plati:
e a;; je nejvetsi prvek ve sloupci j matice A : a;; = max ay,
1<k<m

e b;; je nejvetsSi prvek v fadku i matice B : b;; = max brj
1<k<m

WX
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O Priklad 1. UvaZujme hru ur€enou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie ty ty
$1 (2,0) (2,-1)
Hrac 1
S2 (17 1) (37 _2)

Bod (s1,t1) je zfejmé rovnovazny, protoZze pokud by druhy hrac
zvolil svou prvni strategii ¢; a prvni hrac se od strategie s; odchylil,
tj. zvolil by strategii s,, pak by si nepolepsil: ziskal by 1 misto 2.
Pokud by naopak prvni hra¢ zvolil strategii s; a druhy hrac se od
t; odchylil, pak by si nepolepsil: obdrzel by —1 misto 0.

WX
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BohuZel, ne v kaZzdé hfe existuje rovnovazny bod pfimo v ryzich
strategiich:

O Pfiklad 2. UvaZujme hru ur€enou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie t ty
S1 (17 _1) (_la 1)
Hrac 1
S2 (_17 1) (17 _1)

Zadny bod v této hfe neni rovnovazny (provéfte jednotlivé dvo-
jice).
Tento problém odstrani tzv. smiSené strategie, které udavaji

pravdépodobnosti, s nimiz hraci voli své jednotlivé ryzi stra-
tegie, tj. prvky mnozin S, T.
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7 %O

Definice 3. Smisené strategie hra€u 1 a 2 jsou vektory
pravdépodobnosti p, g, pro které plati:

pP=(p1,p2,---Dm); Pi>0, p1+p2+--4pm=1,
(4.2)

a=(01,q,---¢®); ¢G>0, g1+qg+---+¢ =1

SmiSena strategie je tedy pro kazdého hrace vektor, jehoz i-ta
sloZka udava pravdépodobnost, s niz hrac voli i-tou strategii ze
svého prostoru strategii. Je to tedy opét jista strategie, kterou
bychom mohli pro prvniho hrace popsat takto:

,POUZij Strategii s; € S s pravdépodobnosti p;,

pouzij strategii s,, € S s pravdépodobnosti p,,."
Podobné pro druhého hrace.
Uvédomme si, Ze ryzi strategie odpovidaji smiSenym strategiim

(1,0,...,0), (0,1,...,0), ... (0,0,...,1).

“X»
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Strategie t1 t; .. tn
51 (a11,b11) (a1j,b15) ... (a1p,b1n) m1
s (a1, bi1) (aij bij) oo (@in,bin) D
Sm (amla bml) (amja bm]) e (amna bmn) Pm
q1 q; cee Qn

Definice 4. OCekavané hodnoty vyhry jsou definovany

vztahy:

m(p,g) =)D pidja;

i=1 j=1

(4.3)

m(P.a) =D > piasbi

i=1 j=1
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Véta 1 (Nash). Ve smiSenych strategiich ma kazda konecna hra
aspon jeden rovnovazny bod (p*,q*), tj. pro vS8echny smiSené

strategie p, g plati nasledujici nerovnosti:

m(p,q*) < m(p*, q") a m(p*q) <m(p',q).

Dikaz.

Pro libovolnou dvojici smiSenych strategii (p, q) definujme

g = Pita®a ) _ 4 +di(p,q)
Y1+ > alp,q)’ 71+, di(p,q)’
kde
Cz(puq) :max{ﬂ-l(siaq)_ﬂ-l(p7q)70}7 1= 17"'7m
d](paq) :maX{WQ(patj)_7T2(p7q)70}7 .]: 17"'7”
Zfejmé plati:

> xPi =1, p; > 0provsechnasi; }_, ¢; = 1, ¢; > 0 vSechna j.
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T(p,q) = (p'.q'):

y = Pitapa) g = GtdiPa)
Y14 Y e g) 71+ >, di(p,q)’
kde
ci(p, q) = max{mi(si,q) — m1(p,q),0}, i=1,...,m
dj(p,q) = max{m(p,t;) — m(p,q),0}, j=1,...,n
T:10,1] x [0,1] — [0,1] x [0, 1].
Dokazeme:

(p, q) je rovnovazny bod < T'(p,q) = (p.q)

—
p je rovnovazna strategie = Vi : ¢;(p,q) =0=p' =p

g je rovnovazna strategie = Vj : d;(p,q) =0=4q =q
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== Predpokladejme, Ze (p, q) je pevny bod zobrazeni T.

Ukazeme:

di:p; >0, Ci(pa q) = maX{Wl(Sz‘,CI) - 7T1(P, q),0} =0.

Sporem:

Jestlize Vi, kde p; > 0, plati 71 (p, q) < m1(s;, q), pak

Zpﬂﬁ(l?a q) < Zpﬂl(si, q).4.

7T1(p7 q) < Zpiﬂ-l(s'b q)’
ale z definice oCekavané vyplaty plyne

m1(p,q) = Zpﬂl(é’i, q).

Proto musi existovat takové i, Ze m(p,q) > mi(si,q), a tedy
¢i(p,q) = 0.

WX
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== Predpokladejme, Ze (p, q) je pevny bod T.
JiZ jsme ukazali:
Ji:p; >0, ci(p,q) = max{mi(si,q) — m(p,q),0} =0.

Pro toto i je
/ Di + 0

p. =
Y1+, al(p, q)

(p,q) pevny bod = p; =p; = >, c(p,q) =0.

Vk:c, >20=Vk:c.=0
= Vk : m1(sk, q) < m(p,q)
= p je rovnovazna strategie

Podobné: g je rovnovazna strategie

“X»
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== Predpokladejme, Ze (p, q) je pevny bod T.

JiZ jsme ukazali:

di:p; >0, c¢i(p,q) =max{m(s;,q) —m(p,q),0} =0.

Pro toto i je
/ Di + 0

p. =
Y1+, al(p, q)

(p,q) pevny bod = p; =p; = >, c(p,q) =0.

Vk:c,>0=Vk:c. =0

= Vk :mi(sk,q) < m(p, q)
= p je rovnovazna strategie

Podobné: g je rovnovazna strategie
Posledni krok: Dokazat existenci pevného bodu.

— Brouwerova véta o pevném bodé
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Hledani rovnovaznych strategii

P¥i hledani rovnovaznych strategii lze u dvojmaticovych her v né-
kterych pfipadech eliminovat zjevné nevyhodné, tzv. dominované

strategie:

Definice 5. Strategie s; € S hrace 1 se nazyvadominovana
jinou strategii s, € S, jestlize pro kazdou strategii t € T
hrace 2 plati:

(S, t) > ug(sq,t);

Analogicky pro druhého hrace.

Postupnéa eliminace dominovanych strategii

V nékterych pfipadech existuji v dvojmatici dominované strate-
gie. Zbude-li po jejich vySkrtani v dvojmatici jediny prvek, jedna
se o rovnovazny bod. Zbude-li vice prvki, ziskali jsme alespon
jednodussi dvojmatici.
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O Priklad 3. UvaZujme dvojmaticovou hru urenou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie t to t3
S1 (170) (173) (37())
Hrag 1 S 0,2)  (0,1)  (3,0)
S3 (Oa 2) (27 4) (57 3)

Strategie s, prvniho hrac€e je dominovana strategii s3, nebot pro
kazdou strategii druhého hrace ziska prvni hrac vice pfi volbé
strategie s3 nez pfi volbé s,. Stejné tak je strategie ¢3 druhého
hraCe dominovana strategii ¢,. Protoze racionalni hra¢ 1 urcité
nebude volit dominovanou strategii s, a racionalni hrac 2 urcité
nebude volit dominovanou strategii t3, zredukovalo se rozhodo-
vani takto:
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Strategie t iy
S1 (17 0) (17 3)
Hrac 1
83 (07 2) 27 4

Strategie t; je dominovana strategii ¢,, druhy hrac tedy zvoli ¢,.
Prvni hra¢ se nyni rozhoduje mezi hodnotami ve druhém sloupci
dvojmatice, a protoZze 1 < 2, zvoli strategii s3. Rovnovazny bod
v dané hre je proto (ss,t;) — rozmyslete si, Ze v plivodni dvoj-
matici skuteCné jednostranné odchyleni od rovnovazné strategie
nepfinese vyhodu tomu, kdo se odchylil.

“X»
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O Priklad 4. Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velky
(zkratka V); ze ziskani zakazky na néj se otekava zisk ve vysi 15 miliond.
Druhy nazveme Maly (zkratka M); ze ziskani zakazky na néj se ocekava zisk
ve vysi 9 miliond. O ziskani zakazek se uchazeji dvé firmy, které oznacime
jako 1 a 2. Zadna z firem nema kapacitni moznosti na vybudovani obou hotel(i
v plném rozsahu. KaZzda z firem se miliZe u investora uchazet bud o stavbu
jednoho z hotelll nebo nabidnout kooperaci na obou. Investor musi prostied-
nictvim obou firem stavbu hotell realizovat a podle doslych nabidek rozdéli
zakéazky takto:

1. Jestlize se o jeden hotel uchazi pouze jedna firma, ziska celou tuto zakazku.

2. Jestlize se o jeden hotel uchazeji obé firmy a o druhy Zadnéa, nabidne
investor kooperaci obéma firmam na obou hotelech s tim, Ze se o provedeni
praci i o zisky budou délit stejnym dilem.

3. Jestlize se jedna z firem uchazi o stavbu celého hotelu a druha nabizi
kooperaci na obou, ziska firma, ktera nabizi realizaci celé stavby 60% a
druha 40%, jde-li o V. Jde-li 0 M, ziska firma, ktera nabizi celou realizaci,
80% a druha 20%. Na zbyvajicim hotelu pak firmy kooperuji stejnym dilem
a o zisk se déli napdl.

At se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi né vzdy rozdélen cely potencialni
zisk 15+9=24 miliond. Jaké nabidky je vyhodné investorovi udinit, aby byl
maximalizovan celkovy zisk ze zakazek?
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Reseni

Vysledky pfi jednotlivych volbach strategii Ize vystihnout pomoci dvojmatice:

Firma 2
Strategie Velky Maly Kooperace
Velky (12,12) (15,9) (13,5;10,5)
Firma 1 Maly (9,15) (12,12) (14,7;9,3)
Kooperace (10,5;13,5) (9,3;14,7) (12,12)

Strategie ,kooperace* je pro obé firmy dominovana strategii ,velky“, mliZzeme
proto vysSkrtnout tfeti fadek a tfeti sloupec — pro firmu je vyhodnéjsi v kazdé
situaci, at uz se protivnik zachova jakkoli, zvolit prvni strategii. K rozhodo-
vani nyni zbyva pouze dvojmatice se dvéma fadky a dvéma sloupci (strategie
velky“ a ,maly“). Zde je strategie ,maly“ dominovana strategii ,velky“ a mlze
byt proto také vyskrtnuta. Pro obé firmy tak zbyde strategie ,velky" — skutecné
Ize snadno ovéfit, Ze se jedna o rovnovazny bod.
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Vzajemneé nejlepSi odpovédi

Rovnovazné strategie s*,t* tvofici rovnovazny bod (s*,t*) jsou
podle definice vzdy nejlepsi odpovédi jedna na druhou v tom
smyslu, Ze zvoli-li prvni hra€ svou rovnovaznou strategii s*, pak
si druhy hra¢ odchylenim od t* nemlZe polepsit, podobné prvni
si nem{ze polepsit odchylenim od s*, zvoli-li druhy strategii t*.
Pfesngji feCeno:

Definice 6. NejlepSi odpovédi hraCe 1 na strategii ¢
hrace 2 se rozumi mnozina

Ri(t) = {s" € S; ui(s",t) > ui(s,t) pro kazdé s € S}.

Podobné nejlepSiodpovédi hrace 2 na strategii s hrace 1
se rozumi mnozina

Ry(s) ={t" € T; uy(s,t") > us(s,t) prokazdét e T} .

Ma-li kazdy z hracl na vybér pouze dvé strategie, predstavuji
mnoziny R; a R, kfivky v roviné — tzv. reakcéni kfivky.
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Véta 2. (s*,t*) je rovnovazny bod, pravé kdyz plati:

s = Ry(t") a zaroven t* = Ro(s).

Dikaz. Podle definice je s* = R;(t*) pravé kdyz pro kazdé s € S
plati:
ur (s, %) > uq(s, t"),

podobné t* = Ry(s*) prave kdyz pro kazdé ¢ € T plati:
ug(s*, %) > uy(s*,t).

Dohromady tak ziskame pfesné podminku pro rovnovazny bod.
0]

Hledame-li rovnovazny bod, miizeme postupovat tak, Ze sestro-
jime reak¢ni kfivky a nalezneme jejich prisecik.
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0O Priklad 5. Pro hru

Strategie

Hrac 2

ty to

51
Hrac 1
52

(2,00 (2,-1)

(1,1) (3,-2)

je nejlepsi odpoveédi hrace 1 na strategii ¢; hraCe 2 strategie s,
tj. R1(t1) = s1, podobné nejlepsi odpovédi hrace 1 na strategii ¢,

je strategie s, tj. Ry(ty) = so.

Podobné pro druhého hrace:

Ry(s1) = t,

R2(82) = tl-

Dvojici strategii, které jsou navzajem nejlepsimi odpovédmi, se v
tomto pfipadé podafi nalézt: je to (si,t1) a jak jsme vidéli vySe,

jedna se o rovnovazny bod.
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00 Priklad 6. Pro hru

Hrac 2
Strategie t iy
S1 (17 _1) (_la 1)
Hrac 1
52 (_17 1) (17 _1)

je
Rl(tl) = 51, Rl(tg) = S2.

RQ(Sl) = tQ, RQ(SQ) = tl.

Zadna dvojice strategii neni v tomto p¥ipadé nejlepsi odpovédi
jedna na druhou a jak jiz bylo zminéno, je tfeba uvazovat smisené
strategie.
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Strategie t ty
S1 (1,-1) (-1,1) ... p
Hrac 1
So (—1,1) (L,-1)  ...... 1—p
q 1—gqg

Ocekavané hodnoty vyhry jednotlivych hracél jsou nasledujici:

mp,q)=1-p-gq—1-p-(1-q)—1-(1-p)-q+1-(1—-p)-(1—gq)
=pqg—p+pq—q+pg+1l—p—q+pg=4pqg—2p—2q+1
=p(4g—2)—2q+1

m(p,q)=—-1-p-q+1-p-(1-¢)+1-(1—=p)-q—1-(1—=p)-(1—4q)
=-pqg+p—pe+q—pg—1+p+q—pg=—4pqg+2q+2p—1
=q(—4p+2)+2p—1
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Hledejme nejlepsi odpoveédi hrace 1 na rlizné hodnoty ¢ :

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce se zapornou smeérnici, ktera je klesajici. Nejvétsi hod-
noty proto bude nabyvat pro nejmensi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto pfipadé plati: R;(q) = 0.

Je-li pak m(p,1) = 0 je konstantni funkce, pro kterou
je kazda hodnota zaroven nejvétsi i nejmensi — hra€ 1 je proto
indiferentni mezi obéma strategiemi, R (3) = (0, 1).

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce s kladnou smérnici, ktera je rostouci. Nejvétsi hodnoty
proto bude nabyvat pro nejvétSi moznou hodnotu p, tedy pro
p = 1; v tomto pFipadé plati: R;(q) = 1.

Celkem tedy:
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mi(p,q) = p(4q — 2) —2q + 1, ma(p,q) = q(—4p+2) +2p—1

0 pro 0<g¢<3
Ri(q) =4 (0,1) pro g¢=3
1 pro 1<g<1
Podobné pro druhého hrace:
1 pro 0<p<j;
Ra(p) = ¢ (0,1) pro p=3
0 pro 1<p<1

Kfivky mliZeme znazornit v roviné takto:

“X»
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1
Ri(q)
1 . (3:3)
2
Ry(p)
p
1 1
2

Rovnovazny bod je tedy

Budou-li se hrali drZet téchto strategii, bude oCekavana vyhra
kazdého z nich rovna nule.
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UziteCny princip pfi smisenych strategiich:

SmiSena strategie s* = (p1,...,pm) j& nejlepsi odpovédi na t*,
pravé kdyz kazda z ryzich strategii, jimz s* pfifazuje nenulovou
pravdépodobnost, je nejlepsi odpovedi na t*.
Hrac, ktery optimalizuje pouzitim smiSené strategie, je proto indi-
ferentni mezi vSemi ryzimi strategiemi, jimz dana smisena stra-
tegie pfifazuje nenulovou pravdépodobnost.

(Uvédomme si, Ze kdyby byla napfiklad ryzi strategie s; v dané
situaci vyhodnégjSi nez s,, pak kdykoli bychom se chystali pouzit
s9, bylo by lepSi pouZit s; — nejednalo by se tedy o rovnovazny
bod.)
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O Priklad 7.

Hrac 2
Strategie t iy
S1 (4, —4) (—1, —1)
Hrac 1
S2 (07 1) (17 0)

Ocekavané vyhry:

m(p,q) =4pg—p(l—q)+0+4+ (1 —p)(1—q)
=p6g—2)—q+1

m(p,q) = —4pg—p(1—q)+ (1 —p)g+0
=q(—4p+1)—p
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Hledejme nejlepsi odpovédi hrace 1 na rlizné volby pravdépo-
dobnosti ¢ hrace 2:

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce se zapornou smernici, ktera je klesajici. Nejvétsi hod-
noty proto bude nabyvat pro nejmensi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto pfipadé plati: R;(q) = 0.

Je-li pak m(p,3) = 2; je to tedy konstantni funkce, pro
kterou je kazda hodnota zaroven nejvétsi i nejmensi — hrac 1 je
proto indiferentni mezi ob&ma strategiemi, R, (3) = (0,1).

Je-li pak 71(p,q) je pro pevnou hodnotu ¢ linearni

funkce s kladnou smérnici, ktera je rostouci. Nejvétsi hodnoty
proto bude nabyvat pro nejvétSi moznou hodnotu p, tedy pro
p = 1; v tomto pfipadé plati: Ri(q) = 1.

Celkem tedy:
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0 pro 0<g¢g<g;
Ri(q) =4 (0,1) pro gq=3
1 pro :<g¢g<1
Podobné pro druhého hrace bude:
1 pro 0<p<3
Ra(p) = ¢ (0,1) pro p=g
0 pro 1<p<1

Kfivky mliZeme znazornit v roviné takto:
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Ri(q)

—

Al

W=
<

Wl

Ry(p)

|

Rovnovazny bod je tedy

Budou-li se hrali drZet téchto strategii, bude oCekavana vyhra
prvniho hrage 2 a druhého —1.
WX
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Na zakladé principu, Ze hrac, ktery optimalizuje pouZitim smiSené stra-
tegie, je indiferentni mezi vSemi ryzimi strategiemi, jimz dana smisena
strategie pfifazuje nenulovou pravdépodobnost, Ize hledani rovnovéaz-
ného bodu podstatné zjednodusit (reak¢ni kfivky nam v3ak slouZi pro
lepSi pochopeni, pro¢ uvedeny princip funguje):

Ma-li byt ¢ rovnovaznou strategii hrace 2, musi byt hr&¢ 1 indiferentni
mezi svymi ryzimi strategiemi s1, so. OCekavana hodnota vyhry proto
musi byt stejna pro obé ryzi strategie hrace 1 pfi smiSené strategii
(¢,1 —q) hrace 2:
m(lq) =4¢—(1—-q) =0+ (1-¢q) =m(0,q)
1
6g=2 = q= 3
Podobné ma-li byt p rovnovaznou strategii hrad€e 1, musi byt hrac 2
indiferentni mezi svymi ryzimi strategiemi t;,t,. OCekavana hodnota
vyhry proto musi byt stejna pro obé ryzi strategie hrace 2 pfi smisené
strategii (p, 1 — p) hrace 1:

m2(p,1) = —4p+ (1 —p) = —p+ 0 = m2(p, 0)
1
1=4 S

p = p=

Opét jsme dosli k ttmuz rovnovaznému bodu ((§,3), (3, 2)) .
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Obecny navod pro nalezeni smiSeného rovnovazného bodu:
e UvaZzujme dvojmaticovou hru G s maticemi A, B.

e Ocekavané hodnoty vyplatnich funkci zavedené vztahem (4.3) Ize
vyjadfit jako funkce proménnych pi,po, ... Pm-1; 91,92, - . qn_1, @
to na zékladé vztahll p,, = 1 — (p1 + P2+ -+ + Pm-1); @ =
l— (g1 +q+ - +aqm-1).

e UvaZujme soustavu rovnic:

0 «

87# =0 provSechna i=1,2,...,m—1

87]:1 (4.4)
29 provSechna j=1,2,...,n—1

aqj'

Potom kazdé feSeni soustavy (4.4), p = (p1,p2, - - - Pm);
q = (QL q2, . - . 7Qn)7 kde

pi = 0, g >0 pro vSechna i, j

pr+pa+ -+ Pm_1 <1, a+qe+-+g—1 <1,

predstavuje rovnovazny bod hry ve smisSenych strategiich.
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O Priklad 8. Naleznéme rovnovazné strategie ve hfe ,kamen-nlizky-papir‘:

Hr&c 2
Kamen N&zky Papir
Kamen (0,0) (1,-1) (-1,1) D1
Hrac 1 N&zky (-1,1) (0,0) (1,-1) D2
Papir (1,-1) (-1,2) (0,0) 1—p1—po
¢ 5 l—q1—qe

OcCekavané hodnoty vyhry:
(P, q) = P1g2—p1(1—q1—q2) —p2q1+p2(1—q1 —q2) +(1—p1—p2) 1 — (1 —p1—P2) g2

m(p,q) = 3p1g2 —3p2qi —p1 + P2+ ¢1 — @2
m2(P,q) = —3p1g2 + 3p2q1 +P1 + P2 — @1 + @2

87‘&'1 671'2

— = 3¢2—1=0 2= 3py—1=0
O q2 dq1 D2

0 0

L 34, +1=0 92 3y 41
Op2 9q2

«X»
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Hry s vice rovnovaznymi body

Zatim jsme se setkavali s priklady, kdy existoval pravé jeden
rovnovazny bod, at jiz v ryzich strategiich Ci ve strategiich smi-
Senych. Casto viak existuje vice rovnovaznych bod(l a objevuje
se otazka, ktery z nich uvazovat jako optimalni.

Zacnéme nékolika definicemi.

Definice 7. Necht (g, p) je rovnovazny bod dvojmaticové
hry G, pro ktery plati:

m(p,q) > m(r,s) a zaroven mo(p, q) > ma(r, s)
pro libovolny rovnovazny bod (r, s) hry G. Potom se (p, q)

nazyva dominujicim rovnovaznym bodem hry G.

Existuje-li ve hie jediny rovnovazny bod, je zfejmé dominujici (viz
priklady vyse).
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O Priklad 9. UvaZzujme hru danou dvojmatici

(3,2) (=1,1)

(—=2,0) [(6,5)
Existuji dva rovnovazné body v ryzich strategiich, a to (s;,%;) a
(s2,t2). Druhy z nich dominuje prvnimu, nebot pro hodnoty vyplat-

nich funkci plati: 6 > 3 a 5 > 2. Pro oba hrace je nejvyhodnéjsi
zvolit druhou strategii.
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O Priklad 10. UvaZujme hru danou dvojmatici

Hrac 2
t1 to t3
51 (-2-2)  (-1,0)
Hrac 1 S9 (0,-1) (5,9) (0,0)
s3 (8.6) 0-1)  (-2,-2)

V této hre existuji tfi ryzi rovnovazné body: (si, t3), (s2,ta), (s3,%1)-
Prvni a posledni z této trojice jsou dominujici. ProtoZze vSak hraci
nemaji moznost se domluvit, mohlo by se stat, Ze i pfi nejlepsi
vli by zvolili strategie (s1,t;) nebo (s3,t3) a dosahli by tak téch
nejhorsich moznych vysledku.
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Definice 8. Necht (p¥), q¥)), j € J, jsou rovnovazné body
dvojmaticové hry G. Tyto body se nazyvaji zd&meénné,
jestlize se hodnota vyplatnich funkci m(p,q) a m(p,q)
nezméni, dosadime-li za p libovolné p\), j € J a za q

libovolné ¢\, j € J.

O Priklad 11. Pozménme dvojmatici z pfedchoziho pfikladu:

Hrac 2

1 to t3

S1
Hrac 1 So

53

86) (100 (8.6)

(0,-1) (5,5) (0,0)

0,-1)

Nyni jsou vS8echny dominujici rovnovazné body (s1,t1), (s1,13),
(s3,t1) @ (s3,t3) zaménné a nemlZe nastat nepfijemnost z pred-

choziho prikladu.
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Tato skutecnost motivuje nasledujici definici.

Definice 9. Optimalnimi body hry G se nazyvaji vSechny
zaménné dominujici rovnovazné body dané hry G. Existuji-
li v dané hfe tyto body, nazyva se hra fesSitelna.

O Priklad 12 — Konflikt typu manZzelsky spor.

Pfedstavme si manzelsky par, v némz maji partnefi ponékud od-
liSné nazory na nejlepsi vyuZziti volného vecera: Zena dava pred-
nost navstévé boxu, muz fotbalu. PUjdou-li na box, pfinese to
vétsi uzitek Zené a mensi muzi, ptjdou-li na fotbal, bude tomu
naopak. Pljde-li vak kazdy jinam, bude vysledkem celkové roz-
ladéni a uZitek bude pro kazdého z nich mensi, neZz by tomu
bylo v pfipadé navstévy méné preferované akce. Situaci si mi-
Zeme znazornit napfiklad nasledujici dvojmatici popisujici uzitek
pro Zenu a muZe pfi jednotlivych kombinacich traveni volného
vecera:
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PepiCek

Strategie Box Balet
Box (2,1) « (0,0)

Maruska T 1
Balet (0,0) — [1,2)

Rovnovazné body v ryzich strategiich: (Box, Box), (Balet, Balet)
Rovnovazny bod ve smisenych strategiich:
m(p.q) =2pq+1(1—p)(1 —q) =3pg—p—q+1

T2 (p,q) = 1pg +2(1 — p)(1 — q) = 3pg — 2p — 2¢ + 1

WX
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m(p,q) =p(3qg—1) —q+1,

Reakéni kfivky:

m(p,q) = q(3p—2) = 2p+1

0 q6<07§) 0 pE(O,%)
Ri(q) =4 (0,1) =3 Ry(p) =4 (0,1) p=32
1 g€ (5,1) 1 pe(31)
q A
1 9
1 o
0 : 1 P
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Rovnovéazny bod | O¢ekavana vyhra
((1,0),(1,0)) (2,1)
((3.3).3.%) (53)
((0,1),(0,1)) (2,1)
T, A
(1,2)
* (291)
(53)
(0.0) T

Tato hra neni FfeSitelna ve smyslu definice 8, nebot Zadny z rov-
novaznych bodd neni dominuijici.

WX
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00 Priklad 13 — Samaritanovo dilema

Pfedstavme si, Zze Ministerstvo prace a socialnich véci fesi pro-
blém, do jaké miry podporovat nezameéstnané. Jestlize se dotycny
snazi najit praci, pak je vyhodnéjsi jej podpofit, aby se mohl napfi-
klad rekvalifikovat a ziskat |épe placené misto — statu pak odvede
vySSi dané. Jestlize se vSak nikterak nesnazi, je vyhodnéjsi jej
nepodpofit (nepocitame-li pfipadny nardst kriminality). Z hlediska
nezaméstnaného je vyhodné hledat praci jen tehdy, kdyz nemlze
byt na statni podpore.

UvaZujme napfiklad nasledujici hodnoty odpovidajici jednotlivym
situacim:

Nezaméstnany
Strategie Snazit se Flakat se
Podpofrit (3,2) — (-1,3)
Ministerstvo T !
Nepodpofit (—-1,1) (0,0)

Uvédomme si, Ze podobny problém zname i na "soukromé” Grovni:

rodiCe se napfiklad nékdy rozhoduji, do jaké miry maji pomoci le-
nosSnému ditéti.
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Nezaméstnany
Strategie Snazit se Flakat se
Podpofit (3,2) — (—1,3)
Ministerstvo 1 1
Nepodpofit (—1,1) (0,0)

Snadno ovéfime, Ze ve hfe neexistuji ryzi rovnovazné strategie.

Budeme proto hledat strategie smisené. Oznacime-li jako obvykle
p pravdépodobnost, s niZ ministerstvo zvoli strategii podpofit, a
q pravdépodobnost, s niz nezameéstnany zvoli strategii flakat se,
pak jsou ocekavané vyhry jednotlivych Géastnikl nasledujici:

mi(p,q) = q(5p — 1) — q, m(p,q) = q(—2p+ 1)+ 3p

Rovnovazné strategie jsou pak

(+3)(53)
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00 Priklad 14 — Boj pohlavi

Samicka
Strategie Zdrzenliva Nevazana
Vérny (2,2) — (5,5)
Samecek T 1
Zaletnik (0,0) —  (15,-5)

Resen.

Rovnovazné strategie:

(+3)-(54)

Tato hra je podrobnégji diskutovana v kapitole 7 Evolucni teorie
her (kliknéte pro odkaz)

WX
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0 Priklad 15 — Bitva o Bismarckovo mofre

Jizni Pacifik, 1943: General Imamura ma za Ukol transport japon-
ského vojska pfes Bismarckovo mofe do Nové Guinei, general
Kenney chce transporty bombardovat. Imamura si musi vybrat
mezi kratSi severni trasou a delSi trasou jizni, Kenney musi roz-
hodnout, kam ma poslat letadla, aby hledala Japonce.

Situaci Ize popsat nasledujici dvojmatici:

Imamura
Strategie Severni (kratsi) Jizni (delSi)
Severni (2, —2) — (2,-2)
Kenney T !
Jizni (1,-1) — (3,-3)

Reseni.
Rovnovazny bod: severni trasa pro oba

“xX»
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